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数学 ;这 门 古 老 而 又 同 新 的 科学 ,已 阔步 迈进 了 红 世纪 ， 

回 砚 过 去 的 一 个 世纪 ,数学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 福 任何 时 
代 都 更 牢 圈 地 确立 了 它 作为 整个 科学 找 术 的 基础 的 地 位 . 数学 
正 突破 传统 的 应 用 范围 向 儿 平 所 有 的 人 类 知识 领域 洪 址 ,并 越 
来 越 直 接地 为 人 类 物质 生产 与 日 常生 活 作出 丙 献 . 同时 5 数学 作 
为 一 种 文化 ,已 碱 为 人 类 文明 进步 的 标志 , 因此 ,对 于 当今 社会 
每 一 个 有 有 文化 的 人 士 而 言 , 不 论 他 从 事 有 种 职业 ;都 震 要 学 习 炒 
学 ,了 解 缴 学 和 运用 数学 . 现代 社会 对 数学 的 这 种 需要 ?在 未 类 
的 世纪 中 无 颖 将 更 加 与 日 俱 增 . 

另 一 方面 ,20 世纪 归 学 思 想 的 深刻 变革 ;已 将 这 门 科学 的 
核心 部 分 引 向 高 度 抽 象 化 的 道路 . 面 对 各 种 深 殉 的 数学 理论 和 
复杂 的 数学 方法 ,门外汉 往往 只 好 和 望而却步 , 这 料 , 提 商 绿 学 的 
可 接受 广 , 就 战 为 一 种 当 务 之 意 ， 

一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数学 发 展 的 水 
平民 应 并 县 是 数学 水 平 提 高 的 基础 ; 贿 着 由 国 现代 数学 研究 与 
教育 的 长 是 和 进 步 ,数学 普及 工作 在 我 国 也 锡 到 重视 . 蛙 在 60 年 
代 , 华 时 庚 、 匡 文 伶 竺 一 批 数 学 家 亲自 动手 手写 的 数学 通俗 读 
物 , 激 发 了 一 代 青 少 和 车 学 习 数 学 的 兴趣 ,影响 闹 延 至 疮 . 玻 革 开 
放 以 来 ,我 国 数 学 界 对 传播 现代 数学 又 作 出 了 新 的 努力 , 但 总 体 
来 说 ,我 国 的 数学 普及 工作 与 发 达 国家 相 比 尚 有 差距 : 我 国 数学 
要 率先 赶 超 世界 先进 水 平 , 数 学 普及 与 传播 方面 的 赶 趣 力 是 一 
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解决 问题 的 策略 


个 重要 的 环节 和 扔 切 的 任 筋 ,为 此 ,借鉴 外 国 的 先进 经 验 是 必 不 
可 少 的 ， 

《通俗 数学 当 著 译 从 ?的 编辑 出 版 , 正 是 要 通过 翻译 .引进 国 
外 优秀 数学 科普 读物 ,推动 国内 的 数学 普及 与 传播 工作 ,为 我 国 
数学 赶 超 世界 先进 水 平 的 密 伟 工程 贡献 力量 . 从 书 的 选 题 计划 ， 
是 出 版 社 与 编 委 会 在 对 国外 数学 科普 潜 物 广泛 调研 的 基础 上 讨 
论 确定 的 . 所 选 著述 ,基本 十 都 是 在 国外 已 广 为 流 传 .受到 公众 
好 评 的 佳作 .它们 在 内 容 上 包括 了 不同 的 种 类 ,有 的 深入 浅 出 介 
绍 当 代数 学 的 重大 成 就 与 应 用 ;有 的 循循善诱 上 启迪 数学 思维 与 
发 现 技巧 ;有 的 富 于 哲理 阐 酸 数学 与 自然 或 其 他 科学 的 联系 ;等 
等 ,试图 为 人 们 提供 全 新 的 观察 视角 ,以 宇 探 现代 数学 的 发 展 概 
魏 ,领略 数学 文化 的 丰富 多 采 . 

丛书 的 读者 对 象 , 力 求 定 位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 , 为 此 丛书 
中 适当 纳入 了 不 同 晨 次 的 作品 ,以 能 包括 大 .中学生 5 大 、 中 学 教 
师 ; 研 究 生 ;一 般 幸 技工 作者 等 在 内 的 广大 读者 都 能 开卷 受益 . 
即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 ,本 从 书 的 部 分 作品 也 是 值得 一 读 
的 . 现代 数学 是 一 株 分 支 众多 的 大 树 , 一 个 数学 家 对 于 他 所 研究 
的 专业 以 外 的 领域 ,也 往往 深 有 隔行 如 隔山 立 感 ,也 需要 涉猎 其 
他 分 支 的 进展 ,了 解数 学 不 同 分 支 的 联系 . 

首要 指出 的 是 ,由 于 种 种 原因 ,近年 来 国内 科技 译 著 龙 其 是 
科普 译 著 的 出 版 并 不 景气 . 在 这 样 的 情况 下 ,上 海 教 育 出 版 社 按 
腿 国 际 版 权 公约 ,不 惜 耗资 购 叉 版 权 , 组 织 翻译 出 版 这 庄 * 通 俗 
数学 镍 著 译 从 》, 这 无 疑 是 值得 称道 和 支持 的 举措 , 参加 本 丛书 
翻译 的 专家 学 考 们 ,自愿 抽出 宝贵 的 时 间 来 进行 这 类 通常 不 被 
算 作 上 成果 但 起 能 帮助 公众 了 解 和 欣赏 数学 成 果 的 有 和 蔓 工 作 , 同 
样 也 是 值得 肯定 与 提倡 的 . 

像 这 样 集中 地 翻译 .引进 数学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 见 ， 
值得 高 兴 的 是 ,这 项 工作 从 一 开始 就 得 到 了 数学 界 许多 人 士 的 
壮 同 与 支持 ,特别 是 数学 大 师 陈省身 先生 两 次 为 从 书 题词 ,使 我 
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译作 去 计 


位 深 爱 鼓舞, 到 目前 为 止 ,这 套 从 书 己 出 版 了 13 种 , 印 数 大 多 请 
万 ,有 的 已 经 是 第 四 次 印刷 ,这 对 编译 者 来 说 确 是 令 人 瞩 时 的 信 
息 ,我 们 热切 希望 广大 壮 者 继续 关心 ,扶植 这 项 工作 ,使 (通俗 数 
学 名著 译 从 ?的 癌 版 获得 更 大 的 成 功 . 

让 我 们 举 手 迎 接 数学 科学 的 新 的 黄金 时 代 , 让 公众 了 解 、 喜 
爱 数学 ,让 数学 走 进 千家 万 户 ， 


《通俗 数 学 各 羡 译 从 ) 编 委 会 
2001 年 8 月 


本 书 是 训练 德国 IMO 队 的 产物 ,是 从 我 们 只 有 短 短 14 天 的 
训练 一 一 其 中 还 包括 六 个 半天 的 测验 一 一 所 产生 的 结果 ; 这 使 我 
们 只 能 作 极 为 紧凑 的 训练 ,“ 大 的 思想 "是 个 主导 原则 . 书 中 选取 
了 大 量 的 问题 来 描述 这 一 原则 . 选 题 及 思想 是 分 类 的 有 效 方法 . 

本 书 是 为 谁 写 的 呢 ? 

为 各 种 竞赛 直到 最 高 水 平 的 国际 竞赛 包括 TIMO 和 普 特 南 
竞赛 的 教练 和 参赛 者 . 

为 指导 数学 俱乐部 并 为 俱乐部 寻求 思想 和 问题 的 正规 高 中 
教师 , 在 这 里 他 能 找到 各 种 水 平 的 问题 ,从 十 分 简单 的 到 在 各 种 
竞赛 中 提出 这 的 最 为 困难 的 问题 . 

为 想 提 出 本 周 问 题 ,本 月 问题 及 宾 年 研究 问题 的 中 学 教师 , 
这 并 不 很 容易 . 有 的 失败 了 ,有 的 保持 荐 而 首 持 续 的 对 数学 间 题 
的 讨论 中 得 以 成 功 并 生成 了 创造 的 气 氮 . 

为 仅 想 找 些 思想 并 以 一 些 非常 规 的 问题 来 丰 窗 教学 的 正规 
中 学 教师 , 

为 所 有 对 于 解难 而 有 趣 的 问题 感 兴趣 的 人 ， 

本 书 分 成 各 章 ,每 章 以 描述 主要 思想 的 典型 例子 开始, 随后 
是 许多 问题 及 其 解答 , 解答 有 时 只 是 给 出 导致 解答 的 主要 想法 
的 提示 , 这 使 得 能 把 例子 和 问题 的 数量 增加 到 1300 个 以 上 , 读 
者 如 试图 解 这 些 例 子 ,会 更 增加 本 书 的 效果 . 

问题 几乎 都 是 世界 各 国 的 宽 赛 题 , 大 多 是 前 苏联 的 ,有 的 是 
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和 匈牙利 的 ,有 的 是 凸 方 国家 的 ,特别 是 从 德国 国内 竞赛 而 来 . 竞 
党 题 通常 是 有 疝 题 栏 自 的 杂志 中 的 问题 的 变形 . 因此 对 问题 的 
起 源 也 不 容易 确定 . 如 果 你 见 到 一 个 漂亮 的 问题 ,你 起 先 会 对 这 
问题 的 创造 性 而 惊讶 ,后 来 会 在 时 早 的 来 源 中 发 现 这 结果 , 因为 
这 个 原因 ,有关 竞赛 的 参考 书 总 有 些 零星 分 散 的 感觉 . 通常 ,如 
果 某 问题 我 知道 在 25 年 以 上 的 话 ,就 不 给 出 来 源 了 ., 总 之 ,大 多 
数 问题 对 相应 领 域 的 专家 来 说 都 是 知道 的 结果 . 

数学 问题 有 大 量 的 文献 , 但 作为 一 个 教练 ,我 知道 问题 总 不 
会 足够 . 你 总 是 特别 想 要 新 题 或 老 题 的 新 解 , 任何 新 的 问题 集 都 
有 些 新 问题 ,但 像 本 书 这 样 一 本 大 的 书 , 只 有 很 少 对 读者 采 说 是 
新 的 问题 ， 

问题 的 安排 并 无 特别 的 次 序 , 特 别 它 不 是 按 难度 增加 的 次 
序 , 我 们 不 知道 如 何 评估 问题 的 难度 . 即使 是 由 75 个 解 题 能 手 
所 组 成 的 IMO 的 主 试 委员 会 ,在 对 选 芭 的 问题 的 难度 评估 时 也 
会 犯 重大 的 错误 . 400 多 个 IMO 的 参赛 者 也 不 是 可 靠 的 检验 标 
准 ,因为 太 多 是 依赖 于 经 常 改 变 的 几 百 位 教练 的 前 期 训练 ,如 果 
在 训练 中 解 过 有 关 的 问题 ,题目 会 从 很 艰 诬 变 成 为 明显 的 . 

我 要 感谢 Manfred Grathwohl 博士 ,他 带 助 我 完成 了 在 研 
究 所 的 工作 站 及 我 家 中 的 PC 机 上 的 各 种 LaTFX 文本 工作 . 在 
有 逢 么 困难 的 时 剧 , 他 是 个 有 能 力 的 友好 的 顾问 ， 

在 证 明 中 会 有 些 错误 ,对 此 我 贷 全 责 , 因 为 没有 一 个 间 事 读 
过 手稿 . 读者 会 错过 一 - 些 重要 的 策略 ,因为 我 对 本 书 的 篇 蛋 有 个 
限制 . 特别 ,高 等 方法 都 略 去 了 . 但 这 也 许 还 是 市 场 上 最 完全 的 
训练 书籍 . 很 大 的 缺口 是 没有 像 概率 和 算法 等 新 的 论题 , 一 个 例 
外 是 第 13 章 的 博弈 论 , 这 在 IMO 中 几乎 没有 ,但 在 俄罗斯 是 很 
普通 的 ， 


法 兰 克 福 ( 美 萝 河 时 } 德国 
亚 瑟 ， 恩 格 尔 
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第 1 章 不 变量 原理 


我 们 提出 第 一 个 高 级 的 解 题 策 略 . 在 解 某 些 类 型 难题 时 它 
是 特别 有 用 的 ;而 这 类 题目 是 容易 识别 的 , 我 们 将 通过 解 一 些 运 
用 这 个 策略 的 问题 来 说 明 , 事实 上 ,只 有 通过 解 题 来 学 解 题 . 

我 们 的 第 一 个 策略 是 寻找 不 变量 , 它 称 为 不 变量 原理 . 这 原 
理 适 用 于 算法 (博弈 ,变换 ). 某 一 事情 要 反复 地 进行 . 哪些 是 依 
旧 相 同 的 ? 什么 是 不 变 的 ?有 一 句 容易 记 住 的 话 : 


如 果 有 重复 ,寻找 不 改变 的 东西 | 


在 算法 中 有 个 出 发 的 状态 S 和 一 连 串 台 法 的 步骤 (运动 ， 
变换 ). 寻求 对 下 面 问题 的 回答 : 

1. 是 否 能 达到 一 个 给 定 的 侨 访 ? 

2. 找 出 所 有 可 以 达到 的 终 态 ， 

3. 是 否 收 分 于 一 个 终 态 ? 

4. 如 果 存 在 的 话 , 找 出 所 有 纯 逢 环 或 混 循 环 的 周期 ， 

因为 不 变量 原理 是 个 启发 性 的 原理 , 量 好 是 通过 体验 和 感 
受 来 学 , 通过 解 下 面 的 例 1 到 例 10 就 可 得 到 这 种 体验 ， 

例 1 -从 平面 上 一 个 点 S=(a, 和 (其 中 0<b 达 a) 出 发 ,我 
们 按 下面 规 则 产生 一 列 点 (Ts Yn): 

X=a Y=b ,Tet = 


求 imzr, 和 limy,. 


这 里 很 容易 找到 一 个 不 变量 , 从 my 一 xy 对 一 切 
成 站 可 以 推 知 对 一 切 有 ,zy 二 ab. 这 就 是 我 们 寻找 的 不 变量 . 
开始 时 我 们 有 yo 二 xo. 这 个 关系 也 保持 不 变 . 的 确 , 假 定 y, 研 ， 
对 某 个 = 成立, 那么 z+ 是 以 yo 为 端点 的 线段 的 中 点 ,向 因 
为 调和 平均 严格 地 小 于 算术 平均 ,yi | 二 +41. 这样 


i 
DO 可 上 1 了 11 下 二 yy, 2 < 2 


对 一 切 2 成立 ,所 以 有 limz, 二 limy, 二 x 且 x:==a5 或 7 一 vab. 

这 里 不 变量 对 我 们 大 有 帮助 ,但 看 到 不 变量 还 不 是 问题 的 
解决 ， 尽管 完成 全 部 解 是 很 容易 的 . 

例 2 设 正 整数 是 奇数 ,在 黑板 上 写 下 喜 1,2,…,2m. 然 
后 取 任何 两 个 数 a,5, 贸 去 这 两 个 数 并 写 上 |a 一 51. 证 明 ; 最 后 
留 下 的 是 一 个 奇数 。 

解 ; 设 S 是 黑板 上 所 有 数 的 和 , 井 始 时 和 数 是 S$ 一 1 十 2 十 … 
十 2n 二 nt(2n 十 1) ,这 是 个 盏 数 . 每 一 步 使 S 减 小 2minta,5), 它 
是 个 偶数 . 所 以 S 的 奇偶 性 是 个 不 变量 , 在 整个 化 简 的 过 程 中 
总 有 S 二 1(mod 2), 所 以 最 后 结果 也 是 个 奇数 . 

例 3 一 个 圈 分 成 六 个 扁 形 . 把 数 1,0,1,0,0,0 依次 (例如 
接 递 时 针 方 向 ) 填 入 扇形 中 . 可 以 把 两 个 相仿 的 教 都 增加 1. 通 
这 著 干 步 后 是 否 能 使 所 有 六 个 数 都 相同 ? 

解 ; 设 罚 形 中 的 数 依 次 为 ai as， … as; 则 了 了 == 一 az 十 as 
一 Qa 十 as 一 Qs 是 个 不 变量 , 开始 时 1 一 2. 目标 [一 0 是 不 能 达到 
的 ， 

例 4 国会 的 每 个 议员 一 第 有 三 个 敌人 .证明 ; 可 以 把 他 们 
分 在 两 个 房间 中 ，, 使 得 每 个 议员 在 他 所 在 的 房 中 至 多 有 一 个 项 
人 . 

解 ;, 开 始 我 们 把 所 有 议员 任意 地 分 在 两 个 房 中 , 设 日 是 每 
个 议员 在 他 所 在 房间 中 敌人 数目 的 总 和 . 假定 议员 4 在 他 的 房 
中 至 少 有 两 个 敌人 ,那么 另 一 间 房 中 他 至 移 有 一 个 敌 大 . 如 果 把 


一 史 一 


J tm - ir CT 了 十 -1 -1 -人 一 上 


中 十 可 十 十 之 2 Caf 十 甸 十 of 十 di)， (2) 
P, 到 原点 的 距离 无 界 地 上 升 ,这 就 意味 着 至 少 有 一 个 分 量 
必定 变 得 任意 地 大 . (2) 会 永远 是 等 式 吗 ? 
这 里 ,我 们 知道 到 原点 的 距离 是 很 重要 的 函数 . 每 当 有 一 列 
点 时 ,上 应 该 考虑 这 函数 . 
出 发 点 ,Cro + tT 
每 一 步 ; zt 一 于 + Yi 一 wa 
图 1.1 和 其 术 平 均 - 几 何平 均 不 等 式 表 明 对 一 切记 ， 


I 11 + ? 
Du 这 
4 。 


Hr tl < 
求 出 公共 的 极限 limx, 二 limy, 二 7 二. 


Xn 此 二 | Yn+! Yn 
围 1.1 
这 里 不 变量 能 帮助 我 们 . 但 找 不 变量 并 没有 系统 的 方法 ,而 
只 是 一 种 启示 . 这 是 经 营 行 之 有 效 的 方法 , 但 并 非 永远 如 此 . 


上 面 两 个 不 等 式 启示 我 们 从 n 过 渡 到 nn 十 1 时 , 要 寻求 了 yw 
或 ,一 z 的 变化 . 


二 Int a/ Se /ye 
Ca) t+ nt nt] 下 下 {1) 
| Trt Yn 


这 提醒 我 们 利用 半角 关系 式 


0 /licosa 
心口 入 D 了 。 


因为 我 们 总 有 0< < ,可 以 令 my 一 cosa ,于 是 (1 成 为 


_ 侨 
COSar+ 1 COS pA 2 ds 


第 1 亲 :不 计量 里 开 


这 等 价 于 


法 卓 | 
oarccos 一 一 8recaos —. (2) 
1 Yn 


这 是 个 不 变量 ! 
(Cb) 为 了 避免 平方 根 ,我 们 考虑 yw 一 x 而 不 是 yy, 一 


一 了 3 
2 2 一 
atl al 一 才 oy HT 一 了 HT 一 了 


或 
Dy yi (3) 
这 是 第 二 个 不 变量 . 


围 i2 areecost 一 arcsints 一 v1~—£. 
由 图 1,2,(2) 和 (3) 式 ,我 们 得 到 


2 
Xo Tx .YI 
arceos EO—%arcceos =2"arcsin 一 
0 i 万 
2 
。 于 
—2arcsin EE—5 
ya 


noo 时 , 右 端 项 收 但 于 Y yo 一 x6/y. 最 后 ,就 得 到 


YT recosCro /yy 
不 用 不 变量 要 解 这 个 问题 是 不 大 有 希望 的 . 顺便 说 一 下 ,从 任何 
充 赛 的 标准 说 这 都 是 个 很 难 的 题目 . 


例 7 数 ql sd2 sds 的 每 一 人 是 1 或 一 1, 并 且 有 


二 4 他 2 全 全 4 二 dsda dds 十 :十 全 总 1 全 2 二 3 二 0, 
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解决 问题 的 贷 巾 


证 明 :4|n. 

解 ;这 是 个 数论 题 ,但 也 可 以 用 不 变量 来 解 . 如 果 把 任何 -- 
个 a 换 成 一 a,, 因 为 有 四 个 循环 相 邻 的 项 都 改变 符号 ,S 模 4 并 
不 改变 . 确实 ,如 果 四 项 中 两 正 两 负 , 就 没有 改变 ; 如果 其 中 一 个 
或 个 同 号 ,S 改变 土 4; 如 果 四 个 都 同 导 ,S 改变 士 8 

开始 时 $==0, 所 以 S 志 0(med 4). 一 步 一 步 地 把 每 个 负 导 
都 变 成 正 号 ,并 不 改变 SCmod 4), 最 后 依然 有 S=0(mod 4) ,但 
又 因 S$ 二 nn, 妈 4|n. 

例 8 2n 住 大 使 应 洲 出 席 一 次 宴会 , 每 个 大 使 至 多 用 一 1] 
个 辟 人 .证明 : 可 以 安排 大 使 们 学 在 一 个 图 桌 这 ,使 得 没有 人 与 
他 的 敌人 是 吉 坐 ， 

解 :开始 证 大 使 们 任意 人 坐 . 设 互 是 相 邻 两 人 为 敌对 者 的 
对 数 . 我 们 要 找 一 种 当 五 20 时 能 使 这 个 数 减 小 的 算法 . 设 (4A， 
B) 是 一 对 融 对 者 ,B 坐 在 A 的 右边 {图 1.3). 我 们 必须 把 他 们 隔 
开 并 尽 可 能 少 地 产生 扰动 . 这 可 以 通过 把 某 段 驱 BA' 倒 过 来 得 
到 图 1.4 来 达到 壬 的 . 如 果 图 1.4 中 的 (A,A 和 (5(B,B 都 是 友 
好 的 对 ,日 就 碱 小 了 . 剩 下 只 要 证 明 ,B 坐 在 4 “右边 的 这 样 的 一 
对 总 是 存在 的 . 我 们 从 A 开始 道 时 针 地 沿 桌 子 走 , 至 少 会 直到 » 
个 A 的 朋友 . 在 他 舍 的 右边 茶 少 有 个 位 子 ,这 些 位 子 上 不 会 
都 坐 着 B 的 敌人 ,因为 B 至 多 只 有 ”一 1 个 敌人 . 这 样 总 有 一 个 
4 的 朋友 4 的 右 邻 是 日 的 朋友 B.. 


再 ”4 Bb'p 


图 1.3 将 弧 4 有 例 葡 . 图 1.4 


一 6 一 


第 1 章 不 赤 条 不 再 


注 ; 本 题 与 例 4 相似 但 要 难得 多 . 这 是 图 论 中 的 下 述 定理 : 
设 扎 是 有 个 顶点 的 线性 图 ,如果 性 何 两 个 顶点 的 度数 之 和 大 
于 或 等 于 mn 一 1, 则 G 有 哈 客 尔 顿 路 . 在 我 们 的 特殊 情形 下 ,甚至 
证 明了 必 有 Hamilton 问 路 . 

例 9 在 五 边 形 的 每 个 顶点 处 放 一 个 整数 I ,它们 的 和 5S 
一 Dix 六 0. 和 如果 了，Y， zz 是 放 在 相继 三 个 顶点 上 的 数 ， 而 且 
3<0, 就 把 Cryyx) 换 成 (z 十 y ,一 yyy 十 z), 只 要 有 一 个 y 二 0 就 
重复 这 样 做 , 斌 确定 这 一 算法 是 否 总 会 迟 止 【1986 年 IMO 的 
最 难 的 题目. ) 

解 , 这 一 算法 总 会 停止 , 证 明 的 关键 是 (如 例 4 和 例 8) 找 一 
个 整数 值 的 非 旬 了 晴 数 f(z ,zt ,xa ,Ts), 它 的 值 在 作 所 给 的 
运算 时 是 减 小 的 , 做 出 这 题 的 十 一 个 学 生 中 除 一 个 外 都 找 出 同 
一 个 卫 数 ， 


5 
fr yo 3 ,rs 一 > (Ti— Tt) 
一 1 


Ti Ts T+ 二 1， 

设 3 一 工 4 <0, 则 因为 s>0, fn — fia=2sr4<0. 如 果 这 算法 不 会 
个 止 ,就 能 找到 非 员 整数 的 无 穷 下 降序 列 吉 放 握 疡 开 记 …. 而 
这 样 的 序列 并 不 存在 ， 

普林斯顿 的 B. Chagelle 问 ; 到 停止 时 需要 走 多 少 步 ? 他 考 
虑 由 所 有 形 如 si 让 二 x 十 十 下 十 zj_1( 碟 1 直 5,j 污 让 的 和 
所 定义 的 无 限 的 多 重 集 S. 多 重 集 是 可 以 有 相间 元 素 的 集合 , 在 
这 个 集合 中 ,除了 一 个 元 素 以 外 的 一 切 元 素 或 者 不 变 , 或 者 与 别 
的 元 素 发 生 对 换 , 只 有 sd4,5) 一 习 变 成 一 zz, 这样 每 做 一 步 ,5 
中 恰 有 一 个 元 素 从 负 的 变 成 正 的 . 因为 ;>>0,5 中 只 有 有 限 多 个 . 
负 元 素 . 停止 前 要 走 的 步 数 等 于 S 中 和 负 元 素 的 个 数 . 我 们 看 到 
.i 不 必 一 定 是 整数 ， 

注 : 利 用 计算 机 找 出 在 输入 ap,cyaye 时 能 给 出 到 停止 时 
要 走 的 步 数 公式 是 有 趣 的 . 如 果 := 上 1 这 并 不 花 很 多 力气 , 例如 
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解决 问题 的 策 辕 


输 大 为 (nm 1 一 4rnyo 时 给 出 和 步 数 fn}= 二 20n 一 10. 

例 10 收缩 的 平方 . 经 验 的 探索 . 从 正 整 数 数 列 5=(a. 呈 ， 
cy tf 击发， 时 出 数列 9 三 TS 一 (| 和 一 站， 和 一 ee 一 地 |， 
[dt 一 上) 序列 SS 9S: 一 TS ,3S 一 T(S;y),-… 是 否 总 会 结束 
于 (0,0.0,0)? 

我 们 收集 一 些 资料 作为 解 的 提示 : 

(0,3,10,13)r>(3.7,3,13)r>0dd,10,107F> 
(O60 (0.86,6.6 00,0,.0,0), 

(B817,3,107) (690,14,104,99) m9 {5.00,5,90) Fr 
85.85,85.85)7r>10,0,0.0)， 

(91，108,95,294)r>(17，13,199,203)r> 
(4,.186,4,186)m > (182,182,182,182) (00.0,0,0), 

l. 设 maxs 是 坊 的 最 大 数 ， 出 | INaxS EaxS, , 而 只 要 
maxS, 站 0, 束 有 maxS, ;之 maxS,. 验证 这 些 观察 的 结果 ,这 会 
对 我 们 猜测 给 出 证 明 . 

2. S 和 tS 走 到 终止 有 同样 的 步 数 . 

3. 最 多 在 四 步 之 后 ,数列 的 所 有 四 项 都 变 成 偶数 , 确实 ,只 
要 模 2 来 计算 就 足够 了 . 由 于 循环 对 称 性 ,只 要 检验 六 个 数列 
0001 mr> 0011 一 0101 P51111 0000 和 1110 0011. 这 样 ,我 
们 就 证 明了 上 述 推测 , 至 多 在 四 步 后 ,每 项 都 能 被 2 整除 . 至 多 
八 步 后 ,每 项 都 能 被 2? 整除 ,…… ,至 多 在 4 步 后 ,每 需 都 能 被 
2 整除 . 只 要 maxS<2*, 所 有 项 都 必定 变 为 0. 

在 观察 1 中 ,我 们 用 了 另 一 个 策略 , 即 极端 原理 : 取 最 大 元 . 
第 3 童 用 来 讲述 这 个 原理 . 

在 观察 3 中 ,我 们 用 了 对 称 性 ,应 该 常常 想到 这 个 策略 , 尽 
管 我 们 并 没有 用 来 讲 这 个 想法 的 章节 . 

推广 ， 

(a) 从 四 个 实数 出 发 ,例如 


一 名 一 一 


第 1 漳 : 不 变 扒 频 歼 


V2 x Y3 6 

x—y2 x—y3 e 一 Y3 e—y2 

Y3 一 2 T 一 e 32 x—e 

r 一 上 一 3 十 vV2 xx 一 e 一 3 十 Y2 xr—e—y3ty2 一 e 一 3 十 ,2 


0 0 0 0 
髓 做 几 个 试验 会 使 人 想到 ,对 所 有 非 负 的 实 药 四 数组 总 会 结束 
于 (0,0,0,0). 但 当 : 二 1 有 是 S$S==( 忆 ,tf 二 ) 时 我 们 有 

了 TS) 一 (一 1 人 一 18 人 一 1 下 GD) (tt—1)). 
如 时 冲 二 产 十 夺 1, 即 :二 1.839 286 755 2…, 则 这 个 过 程 绝 不 会 停 
止 (根据 观察 2). 这 个 上 在 差 一 个 变换 六 DD ==at 十 b 下 是 唯一 的 . 

ch) 从 S= Ca Ar 1 Cas 是 非 负 整 数 ) 出 发 ;对 于 
7 二 2, 至 多 两 步 后 达到 (0,0). 对 n= 二 3, 我 们 对 0,1,1 得 到 长 度 
为 3 的 纯 循 环 :011 mr 101 一 110 一 011 对 w= 二 5 我 们 得 到 
00011 一 00101 一 01111 呈 10001 上 10010 > 10111 一 11000 
rm 01001 一 31011 -01100 上 10100 Fr* 11i00 > 00110:Fy 
01010 = 11110 ry 00011， 
它 是 长 诬 为 15 的 纯 循环 . 

1, 对 nn 一 6(n 二 7) 从 000011(0000011) 出 发 , 求 周期 ， 

2. 证 明 对 n= 二 8, 从 00000011 出 发 ,算法 会 停止， 

3, 证 明 对 nn 二 2， 总 会 到 达 (0,，0,，…, 0). 对 于 xn 关 2 (除了 
某 些 例外 ) ,我 们 得 到 惟有 两 个 数组 成 的 图 :一 个 数 是 0, 另 一 个 
数 平均 说 来 常 是 一 个 正 数 a. 根据 观察 2, 可 以 设 4=1, 则 有 
la 一 2|= 二 a 十 bmod 2 ,我们 可 以 在 GFC2)( 它 是 有 两 个 元 内 0 和 
1 的 有 限 域 ) 中 来 进行 计算 . 

4. 设 nn 关 2,c(m) 是 循环 的 长 度 ,证 明 c(2n) 一 2c(n)( 除 菜 
些 例 外 ). 

5. 证 明 对 奇数 ,5S 二 (0,0,…,0,1,1) 在 某 个 关中 ， 

6. 代数 化 . 对 数列 (ao，a，…，a -11) 赋 于 多项式 p(xr) = 二 
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oa 1 十 … 十 cao， 其 系数 在 GF(2) 中 , 且 x*==1. 和 多项式 (1 十 
pz) 属于 TS). 如 有 可 能 就 用 这 个 代数 化 . 

7. 下 面 的 表 蚌 用 计算 机 得 到 的 . 尽 可 能 多 地 猜 出 cn) 的 性 
质 ,并 证 明 你 能 证 明 的 结论 ， 


23 25 


27 29 31 33 39 37 3 41 43 
tr) 3797 47507 31 1] 023 4 0953 233 097 4 095 41 943 5 461 


问 题 


1. 从 正 整数 1,2,…,4n 一 1 省 发 , 舍 一 步 你 可 以 将 其 中 任何 
两 个 数 换 成 它们 的 差 . 证 明 ; 在 4 一 2 步 后 留 下 的 是 一 个 侦 数 . 

2. 从 集合 {3,4,12} 出 发 ,每 一 步 可 以 选 其 中 两 个 数 a,5, 并 
把 它们 换 成 0.64 一 0.85 以 及 0.8a 十 0,65. 是 否 能 在 有 限 步 后 达 
到 自 标 (a) 或 (bh)， 

(a)y {4,6,12}, 

(Cb) {x,yrz} 且 17 一 4|,|y 一 6| 和 |z 一 12] 都 小 于 1/Y3? 

3. 设 一 张 8X8 的 界 际 象棋 盘 按 通常 方式 染色 ( 即 黑 白 交 
蔡 ), 可 以 (a) 把 一 行 或 一 列 中 的 所 有 格子 改变 刻 色 ;(b) 把 任何 
一 个 8X2 正 方形 中 的 所 有 格子 都 改变 颜色 , 目的 是 得 到 具有 一 - 
个 纺 格 子 . 这 目的 能 够 达到 吗 ? 

4. 从 状态 ta, 六 出 发 ,其 中 a,6 是 正 整 数 . 对 这 初始 状态 可 
用 旭 下 算法 ; 

当 a>0 时 ,如 果 a 则 (0) 一 (C24 ,6 一 ga); 
否则 就 (ta, 一 (a 一 b,265). 
对 怎样 的 初始 状态 这 算法 会 停止 ”如 果 会 停止 ,在 多 少 步 后 停 
止 ” 关 于 局 期 和 尾部 能 知道 什么 ? 
当 a,b 是正 实 数 时 回答 同样 的 间 题 ， 
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5. 在 一 个 圆 局 上 以 任意 次 序 安放 了 5 个 1 和 4 个 0. 然 后 
在 相同 的 两 个 相 邻 数 之 间 写 一 个 0, 而 在 不 同 的 两 个 相 邻 数 之 
间 写 一 个 1, 并 把 原先 的 ( 九 个 ) 数 据 去 . 如 果 一 直 重 复 这 过 程 ， 
不 可 能 得 到 九 个 上 推广 这 结论 1 

6. 在 桌 上 有 a 枚 岂 子 ,5 枚 黑子 和 * 校 红 子 . 每 一 步 可 以 取 
商 个 异 色 的 子 ,并 把 它们 换 成 一 个 第 三 种 颜色 的 子 . 如 果 最 后 只 
剩 一 个 棋子 ,这 个 棋子 的 颜色 与 游戏 的 进程 无 关 . 什么 时 候 会 到 
达 只 有 一 枚 棋子 的 状态 ? 

7. 在 桌 上 有 吕 枚 和 白 子 光 校 黑子 和 ce 杖 红 子 . 每 一 步 可 以 取 
两 个 异 色 的 子 并 把 它们 都 换 成 第 三 种 颜色 的 子 . 求 出 所 有 棋子 
能 变 成 同一 种 颜色 的 条 件 . 假定 开始 有 13 个 白 子 ,15 个 黑子 和 
17 个 红 子 ,是 否 能 把 所 有 棋子 变 成 同色 的 ? 从 这 些 模子 可 以 变 
成 的 是 怎样 一 种 状态 ? 

8. 在 一 个 长 方形 的 表格 中 每 格 填 一 个 正 整数 ,每 次 可 以 把 
一 行 中 的 每 个 数 加 倍 ,或 者 把 一 列 中 的 每 个 数 减 去 1 证 明 : 通 
过 若干 次 这 种 改变 可 以 得 到 全 是 0 的 数 表 . 

9. 从 1 到 108 的 每 一 个 数 反复 地 被 换 成 该 数 所 有 数字 的 
和 ,直至 得 到 108 个 一 位 数 , 这 些 数 中 1 多 还 是 2 多 ? 

10. 一 个 半边 形 的 顶点 分 别 标 上 实数 zlyzz sss. 设 a,6， 
cd 是 相继 的 四 个 标号 ;如果 避 一 上 (6 一 收 之 0; 可 以 把 8 和 e 对 
换 . 判断 这 种 对 换 操 作 是 否 能 无 限 进行 下 去 ? 

14, 在 图 1.5 中 ,可 以 改变 一 行 . 一 列 或 与 一 条 
与 对 角 线 平行 的 线 上 所 有 数 的 符号 . 特别 ,也 可 以 
改变 每 一 个 顶 角 上 方 格 中 数 的 符号 . 证 明 : 表 中 至 
少 总 会 有 一 个 一 1. 图 1.5 

12. 有 一 行 共 1 000 个 整数 ,下 面 还 有 第 二 行 数 , 它 构造 如 
下 :在 第 一 行 的 每 个 数 a 下面, 放 着 正 整 数 (a), Fe) 表示 a 在 
第 一 行 中 出 现 的 次 数 . 以 同样 的 方法 从 第 二 行 又 得 到 第 三 行 等 
等 . 证明: 总 会 有 一 行 和 它 的 下 一 行 完全 相同 ， 
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13. 在 8X8 的 棋盘 的 每 个 方 格 中 有 一 个 整数 . 每 次 可 取 一 - 
个 4Xx4 或 3X3 的 正方 形 , 并 把 其 中 的 每 个 数 都 加 上 1. 是 否 总 
能 得 到 一 个 数 表 ,使 得 (a) 表 中 每 个 数 都 是 偶数 :(b) 表 中 每 个 数 
都 是 3 的 倍数 ? 
14. 把 数 7 后 的 第 一 个 数字 去 掉 , 并 把 它 加 在 鳃 下 的 数 上 , 反 
复 这 样 做 ,直到 得 出 一 个 十 位 数 , 证 明 : 这 个 数 中 有 两 个 数字 相同 . 
15. 在 格 点 (4r,y) (x,y 是 正 整数 ) 的 点 (1,1) 处 有 一 个 棋 
子 . 棋子 每 走 一 步 可 以 使 一 个 坐标 加倍, 或 从 大 的 坐标 中 减 去 小 
的 坐标 , 位 于 点 (1,1) 外 的 棋子 可 以 跳 到 哪些 点 ? 
16. 数列 1,0,1,0,1,0,… 共 第 七 项 起 的 每 一 来 者 是 它 前 面 
六 项 的 和 被 10 除 的 余数 , 证 明 ; 这 数列 中 不 会 出 现 … ,0,1,0,1， 
口 ，1 
17. 从 任何 35 个 整数 出 发 ,可 以 任 取 其 中 23 个 数 ,把 这 些 
数 每 个 都 加 上 1, 重复 这 样 的 步骤 ,总 可 使 所 有 35 个 数 都 变 成 
相等 . 证 明 这 一 点 . 如 果 把 35 及 23 改 成 wm 和 ,为 了 使 得 可 以 
把 所 有 效 都 变 成 相等 ,mm 和 >? 应 满足 怎样 的 条 件 ? 
18、 把 整数 ] ,2,…, 2n 接任 何 次 序 喜 在 标号 为 1,2,…,2# 
的 2 个 位 置 土 ,又 在 每 个 数 上 加 上 它 所 在 位 置 的 标号 . 证 明 总 
有 两 个 数 (mod 2n) 是 同 余 的 . 
直 9. 一 个 捅 座 的 ”个 播 孔 均匀 地 分 布 在 单位 圆周 上 并 编号 
为 1,2 1. 有 一 个 与 它 相 配 的 插头 , 对 于 怎样 的 ma 可 把 插头 
上 的 手 针 适当 编号 ,使 插头 插 人 时 至 少 有 一 个 揪 针 搬 进 编号 相 
同 的 插 筷 中 ? 
20. 计算 gcdfa, 轨 和 emta,) 的 方法 如 下 ， 
从 二 a,y= 二 48,4 二 a,v 二 上 出 发 并 变动 如 下 ， 
”和 妖 果 xy 就 yy 一 X00 十 坟 3 
如 果 工 计 y 就 Tt 一 yw 十 久 


程序 结束 时 必 有 有 r=y—gcd(ab) 世 二 lem(a,by. 证 明 
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这 些 结论 . 
21. 黑板 上 写 着 三 个 整数 4,5,c, 然 后 擦 去 一 个 整数 , 换 上 
妖 两 个 数 的 和 减 去 1， 这 一 操作 重复 多 次 最 后 得 到 了 17,1967， 
1983. 开始 的 数 能 否 是 (a)2，2, ?2 或 是 (b)3， 3 
3, 3 吗 ? < 
22. 在 图 1.6 的 每 个 点 上 放 有 一 个 棋子 . 
每 次 可 以 同时 把 任何 两 个 棋子 向 相反 方向 移 
动 一 位 . 目的 是 要 把 所 有 棋子 放 在 同一 点 上 . 
什么 时 蛋 可 以 做 到 这 点 ? 1.6 
23. 从 x 个 各 不 相同 的 整数 工 ) ,zxz ,n>2) 出 发 ,重复 
下 面 步 又 ， 


Tx + 9 人 ,至 了 四 瑟瑟 


证 明 :了 ,了 ,… 总 会 导致 各 分 量 都 不 是 整数 . 

24. 从 一 个 mXn 的 整数 的 数 表 出 发 ,每 一 步 可 以 改变 任 一 
行 或 任 一 询 中 所 有 数 的 符号 . 证 明 : 可 以 使 每 行 及 每 列 中 所 有 数 
的 和 都 是 非 负 的 《和 作 一 个 整数 值 的 函数 , 它 在 每 一 步 操作 后 值 
都 会 增加 ,但 又 是 有 上 界 的 ,这 样 在 其 步 操作 后 必定 成 为 常数 ， 
达到 它 的 最 大 值 . ) 

25, 设 有 一 个 此 2nt 边 形 Ai, 有 A; 了 ‘Aa, :在 它 内 部 取 一 点 
P, 它 不 在 任何 对 龟 线 上 .证明 ;P 点 必 在 偶数 个 以 点 ;As 
As 中 的 点 为 顶点 的 三 角形 内 部 ，. 

26,. 三 个 目 动 机 工 互 和 了 在 票 上 打印 一 对 正 整 数 . 输 人 


(a; 介 时 ,了 和 五 分 别 给 出 (a 十 1,6 二 1) 和 ( 扩 , 儿 )， H 只 接受 偶 


数 a, 5. 工 需 要 输入 两 对 数 (a, 的 和 人 ce), 并 输出 (a,c). 从 
‘(5,19) 出 发 ,能 否 得 到 下 面 的 票 .Ca}(1,50);(b})(1,100)? 
开始 有 (人 (apta< ab , 问 对 怎样 的 ,可 以 达到 (1,n)? 
27. 三 个 自动 机 了 RR, S 在 票 上 打印 一 对 正 整 数 . 当 和 输入 (zx， 
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时, 7 了 尺 和 SS 分 别 给 出 票 Cr 一 yyy)，(r 十 y;Y) 和 (yyx) 作 为 输 
出 .开始 时 给 出 票 (1,2), 用 这 些 自动 机 是 奉 能 够 得 到 (a) (19， 
79);Cb}(819,357)? 试 找 出 不 变量 , 从 (a; 如 出 发 能 得 到 什么 样 的 
数 对 (p,q)” 最 好 通过 怎样 的 数 对 来 开始 我 科 的 操作 ? 

28. 在 黑板 上 与 有 ”个 数 , 每 步 可 以 擦 去 其 中 任何 两 个 数 ， 
例如 a 与 上 ,并 写 出 数 (a 十 5)/4. 重复 这 步 又 一 1 次 ,就 只 留 下 
一 个 数 , 证明: 如 果 开 始 时 黑板 上 写 的 是 ”个 1, 那 么 最 后 留 下 
的 数 必 不 小 于 Yn. 

29. 对 -个 非 西 的 不 自身 相交 的 多 边 形 P 进行 如 下 操作 : 
设 A,B 是 两 个 不 相 邻 的 顶点 ,车 PP 在 AB 的 疗 一 侧 , 可 把 多 边 
形 的 联结 和 A,B 的 一 部 分 关于 AB 的 中 点 口 作 反射 ,证 明 ; 在 有 
限 次 这 样 的 反射 后 ,多 边 形 会 变 成 凸 多 边 形 , 

30. 解 方 程 :Cx 一 3x 十 3) 一 3Cri 一 3r 十 3) 十 3 二 x 

31. 设 aaz an 是 1,2,…',n 的 一 个 排列 . 如 果 是 奇 
数 , 则 莱 积 P=(e 一 1) (as 一 2)…(a, 一 n) 是 偶数 , 证 明之 ! 

32. 在 一 次 大 型 国际 会 议 上 有 过 多 次 握手 . 我 们 把 握 过 奇 
数 次 手 的 人 称 为 青 数 人 ,否则 称 为 偶数 人 人 , 证 明 :在 任何 时 刻 奇 
数 人 都 有 偶数 个 . 

33. 从 一 条 直线 上 依次 标 为 0,1 的 两 个 点 出 发 ,每 一 步 可 
以 加 进 或 去 掉 两 个 相 邻 的 标 为 (0,0) 或 (1,1) 的 点 , 目标 是 达到 
唯一 一 对 点 ,依次 标号 为 (1,0). 你 能 达到 这 个 目的 吗 ? 

34. 通过 一 系列 形 如 

fom ap(+1j 或 For 一 D2A( 二 | 
的 变换 ,是 否 能 把 fr) 二 x 十 4x-3 变 成 g(r) 一 在 十 107 十 9? 

35. 平方 数 的 数列 中 是 否 有 子 数列 是 无 穷 等 差 数列 ? 

36. 整数 1,2,…,n 以 任何 次 序 排 列 好 . 每 一 步 可 以 把 两 个 
相 邻 的 整数 对 换 . 证 明 :经 过 奇数 次 对 换 不 可 能 得 到 原先 的 排 
列 . 
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37. 在 上 一 问题 中 ,每 走 一 步 改 成 为 是 把 任何 两 个 整数 交 
换 位 置 . 证 明 上 面 的 断言 依然 正确 . 

38. 整数 1,， 2，-… 1 恢 次 排列 , 每 一 步 可 取 尾 何 四 个 整 
数 ， 把 第 一 个 与 第 四 个 ,第 二 个 与 第 三 个 分 别 变 换 . 证 明 ; 当 
n(n 一 1)/2 是 企 数 时 .可 以 用 这 种 步骤 得 到 排列 n,n 一 1,…,1. 
但 如 果 an 一 1)72 是 奇数 ,就 不 可 能 得 到 这 排列 ， 

39. 考虑 所 有 格子 方块 (zx,y), 其 中 xy 是 非 负 辖 数 , 它 是 
方志 的 左下 负 顶 点 的 坐标 , 并 就 用 作 该 方 卖 的 宗 记 . 把 方块 
(0,0),(1,0), 50,1), 2,0) (1,1), (002) 涂 上 阴影 . (a) 在 这 六 
个 略 子 的 每 格 中 有 一 个 棋子 ;(b) 在 (0,0) 格 中 只 有 一 个 棋子 . 步 
台 : 如 果 (x,y) 中 有 棋子 ;有 是 (x 十 1,y) 和 和 (x,y 十 1) 中 没有 棋子 ， 
可 以 去 掉 (x,y) 中 的 棋子 ,并 在 (x 十 1 四 各 Lx,y 十 1 中 备 放 一 
个 棋子 ,日 的 是 去 掉 有 阴影 的 格子 中 的 棋子 . 在 情形 Ca) 或 (b) 这 
有 是否 可 能 ? (Kontsevich, TT 1981) 

40. 在 六 轴 干 方 或 x- 轴 上 的 一 些 格 点 处 随意 放 有 棋子 . 棋 
子 的 跳 法 是 ;一 个 棋子 可 以 跳 过 邻 格 的 棋子 而 到 下 一个 空格 ,并 
把 卡 过 的 那个 棋子 去 掉 , 例如 (xz,y), (Cx,y 十 1}) 如 有 棋子 , 且 在 
《x,y 十 2) 处 无 棋子 ,就 可 以 去 掉 (x;y) 及 (tx,y 十 1) 处 的 棋子 而 
在 Cr,y 十 2) 处 放 上 一 个 棋子 . 是 否 能 使 棋子 跳 到 (0,5) 处 而 把 
其 他 棋子 都 去 掉 ?”(j. HH. Conway) 

41. 给 定 一 个 空间 点 集 3S, 可 以 通过 将 S 的 每 一 点 按照 空间 
一 点 和 (大 站) 作 上 反射 来 扩大 S. 设 开始 S 由 一 个 立方 体 的 七 个 
顶点 组 成 . 间 能 否 把 该 立方 体 的 第 八 个 顶点 也 扩大 到 S 中 来 ? 
(此 题 原 书 有 错 - 一 校注 )} 

42. 在 一 个 无 限 棋盘 上 玩 如 下 游戏 :开始 时 ,在 一 个 n 头 ” 
的 正方 形 的 每 格 中 放 一 个 棋子 ,每 一 步 是 一 个 棋子 沿 横 问 或 纵 
向 味 过 分 格 中 的 棋子 而 到 它 后 面 的 空格 中 , 被 瞧 过 的 那个 模子 
也 随即 去 掉 5 棋 子 的 中 法 实质 上 与 第 40 题 中 相同 ), 求 一 切 ma 
使 得 这 游戏 结束 时 可 以 只 剩 一 个 模子 《LIMGO 1993 及 AUD 
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1992) 

43. 在 -- 个 10 x 10 的 方块 中 , 九 个 1X1 方 格 被 感染 了 . 在 
单位 时 间 后 .至 少 有 两 个 与 被 感染 的 方 格 有 公 具 边 的 相 邻 的 格 
于 也 被 感染 . 问 感 染 是 格 能 传播 到 每 个 格子 ? 

44. 如 果 才 项 式 了 x) 和 gCr) 分 别 是 

(a) fr (= 2; 

(Ch) flr)=22 ra) 2; 

Cr 一 人 
用 加 , 减 , 箭 是 否 能 从 ft7) 和 g(r) 得 到 hn) 二 x? 

45, 计算 舍 入 误差 的 积累 . 从 x, 二 1, vw, 二 0 出 发 ,用 计算 机 
产生 出 数列 

DT 一 ]2 ,tt-F 
ts 
对 于 m 一 10 10 10 103 ,10* 和 10 , 求 妇 十 如. 

46, 从 黑板 土 两 个 数 18 程 19 出 发 ,每 步 可 加 上 另 一 个 等 于 
前 面 的 两 个 数 之 和 的 数 , 能 得 到 数 1 994 吗 ? (JIM) 

47. 在 一 个 (a} 正 五 边 形 ;(b} 正 六 边 形 中 面 出 所 有 对 角 线 ， 
开始 时 在 每 个 顶点 及 每 个 对 角 线 的 交点 处 标 上 一 个 数 1. 每 -- 
步 可 以 把 一 条 边 或 对 角 线 土 的 所 有 数 改 变 符号 ,通过 若 于 步 后 
是 理 可 以 把 所 有 标记 的 数 都 变 成 一 1? (IIM) 

48. 在 图 1.7 中 ,有 公共 边 的 两 个 方 格 称 为 相 邻 的 . 考虑 下 
面 的 运算 本, 取 任意 黄 个 相 邻 的 数 并 加 上 同一 个 整数 , 能 够 把 图 
1.7 经 若干 次 选 代 本 变 成 图 1.8 吗 ? 


3 了 |89 

415|6. 61214 

71$] 9 315[1| 
图 1.7 图 1.8 


49. 在 黑板 上 与 有 在 于 个 十 或 一 . 可 以 接 去 颗 个 符号 ,并 根 
据 往 去 的 两 个 符号 模 刚 或 不 同 而 加 上 -~ 个 十 号 或 一 号 . 则 黑板 
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上 最 后 留 下 的 一 个 符号 与 擦 写 的 过 程 无 关 . 

50. 在 黑板 上 有 一 些 字母 eya 和 所 可 以 把 两 个 e 换 成 一 个 
e ,两 个 4 换 成 一 个 585; 两 个 5 换 成 一 个 a ,一 个 a 和 一 个 5 换 成 一 
个 ,一 个 a 和 一 个 e 搁 成 一 个 a ,一 个 5 和 和 一 个 e 撞 成 一 个 .证 
明 : 节 后 留 下 的 一 个 字母 不 依赖 于 葵 换 的 次 序 ， 

51. 一 条 龙 有 100 个头, 一 名 武士 一 便 可 以 砍 掉 它 的 15， 
17,20 或 5 个 水 ,就 在 这 四 种 情况 下 ,在 龙 的 扇 上 义 分 别 会 长 出 
24, 2，14 或 17 个 新 的 头 . 如 果 把 涉 都 砍 光 时 , 龙 就 死 了 . 龙 会 
死 吗 ? 

s2. 是 否 能 把 整数 1,1,2,2,…,] 998,1 998 排 成 一 行 ,使 
得 在 任何 两 个 ; 之 间 恰 好 有 ;一 1 个 其 他 的 数 ? 

$53, 对 于 二 次 多 项 式 ax: 十 bx 十 c， 人 允许 做 下 面 的 运算 ， 
{a} 把 a 和 ec 对 换 ;th) 把 z 换 成 I 十 1, 其 中 :是 任何 实数 .重复 收 
这 样 的 运算 ,能 把 六 一 了 一 2 变 成 一 x 一 1 吗 ? 

Sd4. 开始 时 有 三 崔 棋 子 ,分 别 有 三 校 , 台 校 及 c 杖 梭 子 ， 每 次 
可 以 把 有 和 枚 棋子 的 那 一 崔 中 的 一 术 棋 子 移 到 有 y 枚 棋子 的 那 
一 堆 中 , 记 d= 二 y 一 x 十 1, 如 果 >0， 恨 行 就 给 你 d 元 钱 ; 如 果 
4d<<0, 你 就 给 纪行 | dl 元 钱 . 重复 此 程序 在 干 步 后 发 现 又 回 到 原 
到 的 分 布 ,在 这 时 候 你 最 多 能 得 到 多 少 ? 

55. 设 dtn) 是 nnE 入 的 所 有 数字 的 和 , 解 方程 ;nn 十 dln) 十 
dlaltn)}=1] 997. 

56. 从 四 个 全 等 的 直 征 三 角形 出 发 ,每 次 可 以 任 取 一 个 三 
角形 ,用 直角 项 点 处 的 高 把 它 分 成 两 个 三 角形 . 证 明 : 不 可 能 没 
有 全 等 的 三 角形 . (MMO 1995)》 

57. 从 平面 上 点 Stas 相 C0<<a<286) 出 发 , 按 规则 

人 a Yb = ry Yt = ry 
得 到 一 列 点 (xr y,). 证 明 有 极限 点 C(x.y), 且 x 二 yy. 求 出 这 极 
限 . 
58. 考虑 二 进 制 的 字 多 一 ciar…aw( 即 每 个 a 是 0 或 1). 可 
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以 在 其 中 播 进 XXX、 去掉 XXX 或 在 尾部 加 上 XXX 其 中 瑟 
是 任何 二 进 制 的 字 ). 我 们 的 目标 是 经 过 一 - 连 串 这 样 的 变换 ,把 
01 变 成 10. 这 是 否 可 以 做 到 ? (LMGO 1988 ,口试 ) 

59. 一 个 正方 体 的 七 个 顶点 上 标 上 数 0, 另 一 个 斋 点 标 上 数 
1. 每 次 可 以 选 一 条 楼 ,把 这 楼 的 两 端的 数 都 加 上 1. 目的 是 使 得 
Ca) 八 个 数 都 相等 !(b) 信 个 数 都 能 被 3 整除 , 能 够 做 到 吗 ? 

80. 从 平面 上 点 Sea,o0<p<a) 出 发 , 按 规则 


DnYy 2 yy 
_ TY 本 人 
二 站 一 如， 一目, + 一 "Yl 

" 中 十 yy, 过 占 ] | 十 多 


-™ 


产生 一 列 点 SC, yn 2, 证 明 这 点 烈 有 极限 (Cr, vy) a 且 由 一 人 求 
出 这 个 极限 . 


解 管 


1. 每 一 步 整数 的 个 数 减少 1, (4 一 2) 步 后 只 有 一 个 囊 数 . 
开始 时 有 22 个 奇数 ,奇数 个 数 是 偶数 , 如 果 两 个 奇数 被 换 掉 , 奇 
数 的 个 数 减少 2. 如 果 一 个 是 奇数 或 两 个 都 是 偶数 ,奇数 的 个 数 
依旧 . 内 为 开始 时 奇数 的 个 数 是 偶数 ,直到 最 后 奇数 的 个 数 总 是 
偶数 . 所 以 留 下 的 是 一 个 倘 数 ， 

Z (a) 《0.6a 一 0.86) 十 (0.86 十 站 .的 壮 一 @ 十 上 六. 因为 a 十 
六 十 让 二 于 十 位 十 1 二] 于 点 Cw,8,0) 丰 以 口 为 中 心 ; 半 径 为 13 
的 球面 上 . 而 由 于 到 十 鱼 十 i22 盖 142 ,目标 在 以 已 为 中 心 半 径 为 
14 的 球面 上 ,这 目标 不 能 达到 . 

fb) (7 一 4 十 (y 一 6 十 (zz 一 12)2<1. 眼 标 不 能 达到 
这 星 重 要 的 不 变量 是 点 (a 避 ,到 点 0 的 是 离 ， 

3. (a) 把 有 5 个 黑 格 和 8 一 5 个 白 格 的 一 行 或 一 列 改变 颜 
色 , 成 为 8 一 5 个 黑 格 和 5 个 扬 格 , 黑 格 的 个 数 改 变 了 | (8 一 户 ) 一 
5 二 18 一 26| ,这 是 个 虱 数 , 黑 格 个 数 的 奇偶 性 并 不 改变 . 由 于 开 
始 时 是 偶数 ,因此 它 永 远 是 偶数 . 一 个 黑 格 子 是 不 能 达到 的 . 
(b) 的 推理 也 类 似 . 
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4. 下 面 是 对 自然 数 , 有 理 数 及 无 理 数 都 有 效 的 解法 , a 十 
5 一 4 是 不 变量 ,这 算法 可 以 改 述 如 下 ， 


如 果 < :把 a 换 和 成 2a: 


如 果 4 了 , 抠 ea 措 成 2 一 二 2 一 一 2) 二 2 一 二 (modn), 


这 样 ,把 4 一 家 加 信 ( 模 加) 而 得 到 数列 
dr2as2 a 2 a mod n). {1} 
把 a 用 =” 去 路 (用 二 进 制 ), 共 有 三 种 情况 : 
(ta) 结果 是 有 限 小 数 ; ain 二 0. ce 二， 二 和 4 1 ， 
di 二 1 这 时 2t4a 三 0{modn}) ,但 2a 关 0 (modn)( 当 :< 和 时). 国 
而 算法 恰好 在 步 后 停止 . 
(b) 结果 是 无 限 循环 小 数 


=0,aaasd di dadida ds 
算法 不 会 停止 ,数列 (1) 有 周期 ,前 面 不 循环 的 部 分 有 pp 项. 
《c) 结果 是 无 限 不 循环 的 :三 一 0、didsds…, 在 这 情况 下 ， 


算法 不 会 停止 ,数列 (i) 不 是 循环 的 . 

$5. 这 是 问题 例 10( 收 缩 的 平方 ) 的 特殊 情况 . 加 法 按 模 2 进 
行 :0 十 0 二 011 十 1 二 0,1 十 0 二 0 十 1 二 1, 设 (ri Xx29 呈 ，In) 是 开 
巡 时 0 和 和 1 在 图 周 上 的 分 布 ,每 一 步 是 把 (rl ，x2，…， ZX,) 换 成 
(ri 十 Toyrz 十 xy 十 xl 有 了 两 个 特殊 的 分 布 是 下 = (1， 
1,…,1) 和 40.0,… 和 0). 这 里 我 们 要 倒 过 来 做 . 假定 最 后 能 
和 那 前 一 个 状态 必然 是 玉 , 而 再 前 一 个 是 交 苦 的 数组 (1， 

1,0,"*"), 因为 nn 是 冶 数 ,没有 这 样 的 nn 数组 存在 . 

现 设 nn 一 2，g,g 是 向 数 .下面 的 迁 和 代 
CT sd ) er 十 十 
PE i i i i i i 


Cr 十 了 ; 人 二 zs 9 


解 决 问题 的 第 由 


表明 , 存 g==1 时 ,和 渤 代 会 到 达 了 工 当 o 放 1 时 ,当日 仅 当 能 得 到 长 
度 为 2* 的 gq 个 全 同 的 段 , 即 有 周期 2: 时 ,我 们 最 终 会 到 达 工 试 
证 明 这 点 . 

倒 过 来 做 的 解 题 策 了 略 将 在 第 j4 章 中 讨论 ， 

6. 每 一 步 后 所 有 三 个 数 ape 都 改变 奇偶 性 . 如 果 有 - -个 
数 有 与 站 外 两 个 数 不 同 的 奇偶 性 , 它 将 保持 这 性 质 到 底 , 这 将 是 
留 下 的 那 - .个 ， 

7 81) 王 成 一 个 一 数组 (aa 十 2 一 1r 一 1 fa 一 二 十 
2 .0 一] 及 (a 一 1,8 一 1,c 十 2) 之 --…, 在 每 一 情况 下 ,1 二 (a 一 记 ) 
cmod 3) 是 个 不 变量 .但 5 一 (mod 3 和) 和 4 一 ctmod 3} 了 世 是 不 变 
入. 所 以 [0(moq 3) 与 a 十 c 尘 0(mod 3) 合 起 来 就 是 达到 
同色 状态 的 条 件 . 

8. 如 果 在 第 一 列 中 有 等 于 ] 的 数 ,把 它 { 或 它们 } 所 在 的 行 
加倍, 再 把 第 -- 列 中 的 数 都 减 去 1. 这 使 第 一 列 中 数 的 和 减 小 ， 
直到 得 出 一 列 1, 青 减 去 1 变 成 一 列 0, 再 对 下 一 列 这 样 做 等 等 

9. 考虑 模 9 的 余数 ,这 是 个 不 变量 . 因为 10: 二 1{mod 9) ,1 
的 个 数 比 2 的 个 数 多 1， 

10. 由 (a 一 四 (一 cj<0 可 得 a6 十 cd<<ac 十 bd, 对 换 的 操作 
使 相 邻 项 乘积 的 和 S 增加 . 在 我 们 的 情况 下 a5 十 bc 十 cd 换 成 
ac 二 cbt+bd. 由 于 ab 十 cq<ac 十 Bd, 因此 和 5S 增加 .但 S 吕 能 取 


有 限 多 个 值 . 
11. 边界 上 的 八 个 数 (除去 角 上 的 四 个 ) 的 乘积 是 一 1, 它 是 
不 变 的 . 


12. 每 一 列 中 的 数 从 第 二 个 开始 是 上 升 的 有 界 的 正 整 数 数 
列 ， 

13. (a) 设 5 是 除 第 三 ,六 行 外 的 所 有 数 的 和 . 如 果 开 始 时 
3 天 0(mog 2) ,棋盘 上 总 会 有 奇数 . 

(hy 设 $ 是 除 第 四 、 八 行 外 所 有 数 的 和 , 则 SCmod 3) 是 个 
不 变量 . 如 果 开 始 时 S 关 0Cmod 3), 则 棋盘 二 总 有 数 不 被 3 
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整 族 ， 

14. 由 7 三 10mod 9) 全 7 %5=s7(mod 9). 数字 的 和 (mod 9) 
是 不 变 的 , 如 果 最 后 奢 个 十 位 数 的 各 位 数字 都 不 间 , 它 的 各 位 数 
字 之 和 将 是 0 十 1 十 … 十 9 二 45; 而 45 模 9 为 0, 这 是 不 可 能 的 . 

15, 棋子 可 从 (1,1) 到 达 (x,y), 当 旦 和 仅 当 ged(xr,y) 二 2， 
2 包 赔 ,人 允许 的 跳动 使 gcdtx,y) 不 变 或 如 仿 . 

16, 这 里 ,jr yrs ysis 二 2271 十 xs 十 Bx 十 8x4 十 
10z; 十 12xs (mod 10) 是 个 不 变量 , 从 (1,0,1,0,1;0) 二 8 出 
发 ,目标 (0,1,0,1,0,1)= 二 4 是 不 可 能 达到 的 . 

17, 设 gcdtmm) 一 1 在 第 4 章 例 5 中 ,我 们 要 证 明 nx 
二 my 二 1 在 (1;2;…,m 一 1} 中 有 和解 x 及 wy, 把 该 方程 重新 写成 
nz 二 (yy 一 也 十 mw 十 1, 现 把 任何 x 个 正 整 数 x1 ,x … xm 放 在 
一 个 贺 周 上 , 设 x 是 最 小 的 数 . 沿 加 局 把 = 个 数 作 为 一 段 ,每 次 
把 一 段 中 每 个 数 加 1. 如 果 这 样 做 "次 ,就 绕 加 局 走 了 x 图 ,并 
且 第 一 个 数 比 其 他 数 多 加 了 1. 这 样 就 可 使 | xwa 一 之 wi | 减 小 1 
“在 区, 中 例如 最 小 的 数 有 3 个 相同 ,上 述 方法 做 三 次 就 
使 | zo 一 zm | 减 小 1} ,这样 反 复 进行 直到 最 大 数 和 最 小 数 之 差 
为 0. | 

但 如 果 gcdtm,n) 二 dd 党 1, 这 种 化 法 并 不 总 是 可 能 的 . 若 痉 
个 数 中 一 个 是 2, 其 余 的 都 是 1. 如 果 这 种 操作 做 在 次 后 ,mm 个 数 
成 为 平均 分 配 , 总 和 是 mw 十 1 十 kn; 吨 mr 十 1 十 &n 三 0C(modm), 但 
d 不 整除 m 十 rn 十 1( 因 为 d 放 1), 赤 束 不 整除 r 十 1 十 kn 矛盾 1 

18. 用 反 证 法 , 假定 所 有 的 余数 0,1,…,2n 一 1 都 出 现 ,所 
有 整数 和 它们 的 位 置 标号 数 的 和 是 

Sl 一 2C1 十 2 十 玉 十 2n) 一 2n(n 十 1) 寺 0(mod 2n)， 
所 有 余数 的 和 是 
$s 一 0 十 1 十 … 十 2n 二 n(2n 一 1]1} 二 n(mod 2n), 
妆 盾 1 
19. 设 插 脚 的 编号 为 详 y 记 yi ,显然 证 十 记 十 … 十 记 二 n(n 


解决 问题 的 第 了 


11)72. 如 果 于 是 再 数 ,编号 关 = 证 1 一 /0 王 1，2，…， 训 就 符 
合 要 求 . 友 过 来 ,如 果 这 是 个 好 的 编号 ( 却 符 合 要 求 的 编号 ), 标 
号 为 i, 的 插脚 和 插 筷 相合 是 在 插头 问 前 转 过 i 一 j 或 i 一 j 十 n 
格 时 才 对 . 这 就 意味 着 (7 一直 二 (is 一 2) 十 十 (i, 一) 一 1 十 
2 十 异 十 n(modn), 左边 是 口 ,右边 是 mn 十 1)72, 它 被 请 整除 只 
有 在 n 是 奇数 时 才 成 立 . 

20. 这 一 变换 的 不 变量 是 

Pgcd(xr,y)=gcd(r—y.7)=ged(r, yr); 

Qo ya—2ap R20, yO. 
PP 种 RR 显然 是 不 变 的 . 下 让 QQ 的 不 变性 . 开始 时 有 ab 十 ba 一 
24b, 这 显然 正确 ,一步 之 后 ,QQ@ 的 左边 成 为 (vw 十 #) 十 (y 一 x 
一 -1 十 JE 或 人 一 Yu 十 ya 十 一 2 十 ws 序 和 的 左边 不 变 . 
最 后 有 .一 y 一 gedfa 的 肛 TCR 十 轨 一 206->( 人 十 zt 2 一手 条 一 
ab/gcd{ta.d)=lem(ta pb). 

21. 如 果 开始 时 三 个 数 都 大 于 1 ,它们 就 都 大 于 1. 从 第 二 个 
二 数组 起 ,最 大 的 数 总 是 另 两 个 数 的 和 碱 去 1. 如 在 若干 步 后 得 
出 的 是 eicfasepsce), 则 < 一 a 十 6 一 1 退回 一 步 是 (ab 一 
a 十 1). 这 样 ,可 以 从 最 后 的 状态 (17,1 967.1 983) 唯 一 地 向 前 
找 ( 下 到 第 守 个 二 数组),(17,1 967,1 983)* (17,1 967,1 951) 
<-{17,1 935,1 951)=—{]7.1 919,.1 935}<—re 17.15.317< 
(17 15 3 (13,15,3)(311, 13) 一 <-(5 7 3)< {5,3,3), 
再 前 一 个 二 数组 是 含 1 的 (3,3,1) ,这 不 可 能 . 这 样 ,(5,3,3) 是 
第 一 步 操作 后 产生 的 . 我 们 可 以 从 (3,3,3) 得 到 (5.3.3), 但 从 
(2,2,2) 得 不 到 ， 

22. 设 a, 是 在 圆 上 第 i 个 点 处 的 棋子 的 个 数 . 考虑 和 式 $= 


5 ia,, 开 始 时 S 二 yi = 一 52 ,而 最 后 要 有 Ar 人 (kE 1 


… ny), 每 次 移动 使 S 改变 0,n 或 一 n. 因此 S(tmodn) 是 不 变 
基 . 最 后 有 S=0(modh. 从 而 开始 时 应 有 S 二 0(modn) ,这 就 是 
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n 为 奇数 的 情况 . 在 奇数 n 时 达到 目标 是 显而易见 的 ， 

23. 解法 一 :假定 我 们 从 (zz 出 发 只 能 得 到 整数 的 
地 数组 ,那么 最 大 和 最小 的 数 的 差 是 减 小 的 . 因为 差 是 整数 ,从 某 
一 时 刻 起 它 就 会 是 0. 确实 ,最 大 的 x 如 果 在 一 行 中 出 现 次 ,在 & 
步 后 就 会 更 小 ;如 果 在 一 行 中 最 小 的 y 出 现 m 次 ,那么 它 在 m 步 
后 就 会 变 得 更 大 . 经 过 有 限 步 会 得 到 整数 的 数组 (a,a,*…,a). 
我 们 要 证 明 ,从 两 两 互 不 相同 的 数 ,不 会 得 到 全 部 相同 的 数 . 假定 


1 pn 不 全 相同 ,但 于 二 包 > 各 一 和 各 一 i = ; 刚 入 一 宝 2 


一 站 一 各 一 必 一 和 一 如果 首 是 奇数 , 则 所 有 相等 ,与 假设 
玫 慎 . 对 于 偶数 n= 二 28, 我 们 要 排除 (a pa i ,bb) 的 情况 ia 关 
让 .假定 


2 sh 
.2 2 2 ' 
了 2 十 ya M4 = ,sn =b, 

2 


贞 于 这 卫 串 等 式 的 左 六 之 和 相等, 即 知 a 一 户 这 就 是 说 ,不 可 能 
得 到 半数 组 (a,Basb ya,P) (a 让 )， 
解法 二 ;设立 二 {Ty TY 二 yy 二 (yy yy)， 


yy 一 二 2 《六 十 .ai 二 27arin) 
一 1 1 一 1 


< 2 (277 二 T2781) = 之 好 

式 中 标号 4 十 1 理解 为 1. 等 式 当 且 仪 当 二 ,二 x (i 二 1,2, sn) 
时 成 立 . 这 样 ,平方 和 是 正 整数 的 严格 下 距 数 列 ( 直 到 所 有 数 都 
相等 ). 而 如 在 解 1 中 所 证 ,从 不 同 的 数 出 发 不 可 能 在 有 限 步 后 
得 到 相同 的 数 . 

另 一 解法 概述 :试用 几何 解法 . 由 于 各 分 量 之 和 是 不 变 的 ， 
这 就 是 说 ”个 点 的 重心 每 一 步 后 都 是 相同 的 . 

24. 如 果 某 一 行 或 某 一 列 的 和 是 负 的 ,把 这 行 (或 列 } 中 数 
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者 政变 符 导 , 则 表 中 所 有 数 的 和 严格 增加 , 但 和 不 能 一 让 增加 ， 
这 样 最 张 能 使 所 有 行 及 列 的 和 都 非 负 ， 

25. 对 角 线 ( 作 所 有 对 角 线 ) 把 多 边 形 的 内 部 分 成 若干 个 四 
多 边 形 . 装 碟 两 个 有 公共 边 的 相 邻 的 多 边 形 记 和 PP, 公共 边 在 
半角 线 天 存 上. 对 于 不 以 于 三 为 过 的 一 前 形 ,P 和 有 殊 或 者 部 在 
这 “期 形 内 .或 者 部 不 在 这 -角形 内 . 因此 . 当 点 从 P| 内 走 到 
也 内 时 ,P 所 属 的 角形 的 个 数 玻 恋 : ,一 41. 其 中 司 ,1 是 和 多边 
撒 的 柑 反 了 两 便 的 项 点 的 个 数 . 国 误导 二 一 2002.0 一 忆 是 人 
数 . 而 当 已 点 在 全 AGQIG 是 4 与 4; 的 交点 ) 因 时 , 显 
然 王 在 2m-2 个 :首开 内 (二 面 的 * -前 形 ?" 是 指 以 密 近 形 项 点 
中 :点 为 项 点 的 - 租 形 ). 所 以 对 于 一 个 不 在 任何 对 前 线 上 的 点 
P.P 在 偶数 个 角形 内 . 

26. 你 无 法 去 掉 差 5 一 a 的 奇 国 子 ， 基 从 (5.19) 可 以 到 达 
(1150) ,得 不 能 到 达 ( ,100). 

个 自动 机 都 使 gcd(z 不 变 . 从 (1,2) 可 以 达到 (19， 

79) ,但 不 能 达到 (819,357). 当 目 仅 当 gcd6p 0) 一 gedfa 0 一 好 
时 ,从 (六 可 以 达到 (po 最 好 其 (和 往 下 到 (1 十 1 再 
同上 走 到 (p,q). 

28. 从 与 4 > > 等 价 的 不 等 式 十 十- 再 : > Fp 可 基于 
些 数 的 倒数 之 和 S 是 不 增加 的 . 开始 时 有 S= ma 从 而 最 后 有 
S<<n, 对 最 后 的 数 习 ,有 去 3> 二 

妈 . 允许 作 的 恋 换 使 边 的 长 麻 及 方向 不 变 ( 这 里 仅 指 蛮 成 
与 原 边 平行 的 边 ). 因此 只 有 有 上 腿 个 多 边 形 , 此 外 在 每 次 反射 后 
面积 严格 增加 . 因此 这 过 程 是 有 限 的 ， 

注 ; 对 关于 直线 AB 对 称 的 相应 的 问题 达 困 难得 多 . 定理 依 
然 成 立 , 但 证 明 不 正切 等 . 各 条 边 依 归 不 变 , 但 方向 会 改变 , 因此 
过 程 的 有 限 性 不 能 容易 地 推出 (存根 据 直 线 作 反射 时 ,猜测 27 
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次 反映 足以 得 到 凸 多 边 形 ). 

30. 设 fx) 一 让 一 37 十 3. 我 们 要 解 方程 fCf(x)) 二 x, 振 
要 找 丽 数 /°F 的 不 动 点 . 首先 看 fz) 二 x 也 就 是 妍 究 了 的 不 
动 点 . F 的 每 个 不 动 点 也 是 jf* /的 不 动 改 . 确实 

让 下) 让) 人》 一 人 

先 解 f 672) 二 训 即 江 一 4 二 3 二 0, 解 为 二 3,xe 王 1 (fr) 
一 导 中 国 次 方程 x 一 Sr 生 12x 一 10z 十 3 二 0. 我 们 已 若 两 个 
角 3 和 1, 所 以 左 端 被 x 一 3 和 x 一 1 整除 .内 而 被 Cr 一 3)(x 一 1) 
一 闻 一 4r 13 整除 . 这 在 关于 多 项 式 的 一 章 中 证 明 , 但 读者 已 在 
中 学 中 知道 这 点 .用 姑 一 47 十 3 除 四 次 方程 的 左 端 得 到 产 一 27 
十 让 一 2x 十 1 二 0 节 等 价 二 Cx 一 1 六 二 0, 所 以 另外 两 个 解 是 xz: 
二 zj 一 1, 这 里 未 得 到 另外 的 新 解 , 但 一 般 说 来 ,从 站) 二 x 到 
fF) 一 x; 解 的 个 数 要 加 售 . 

31, 假定 乘积 已 是 奇数 , 则 它 的 每 个 内 于 必 为 奇数 . 考虑 这 
些 数 的 和 5, 显然 S 是 奇数 ,内 它 是 奇数 个 奇数 的 和 . 男 一 方面 ， 
5= D(a 一 站 一 Da 一 了 i 一 0 (因为 a 是 1 到 # 的 排列 ). 
不 盾 ! 

32. 我 们 把 与 会 者 分 成 偶数 人 集合 已 和 奇数 人 集合 O. 我 
们 和 看 到 在 氛 手 过 程 中 〇 中 元 娄 个 数 的 奇 侦 性 不 变 . 确实 ,如 采 
两 个 奇数 人 握 王 , 〇 增加 了 2; 如 果 两 个 个 数 人 所 手 , 口 碱 少 了 
2. 如 果 侦 数 人 和 奇数 人 握手, 1O| 不 改变 , 因为 开始 时 |O| 一 0 
这 集合 的 奇 倘 性 不 变 . 

33. 考虑 如 下 计算 的 数 L: 在 每 个 1 下面 , 写 下 它 右面 的 0 
的 个 数 ,并 把 这 些 数 相 加 , 开始 时 U=0, 每 一 步 后 U 要 么 不 改 
变 , 要么 增 如 2 或 减少 2, 从 而 避 总 是 偶数 , 但 对 于 目标 和 而 言 已 
二 1 ,因此 这 个 目标 是 不 能 达到 的 . 

34. 若 虑 二 项 式 二 axis 十 BX 十 c, 它 有 判别 式 六 一 ac. 
第 一 个 变换 把 f(x) 变 成 (a 十 b 十 OY 十 (8 十 2a)x 十 4v 判 别 式 为 
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(十 26 宇 一 4afe 十 B 二 ce) 一 尼 一 4ar. 而 用 第 二 个 变换 ,得 到 二 项 
式 ce 十 (一 2c)x 十 (a 一 上 十 习 , 戎 别 式 还 是 六 一 ac. 因而 判别 
式 是 不 变 的 ,但 并 十 4r 十 3 的 判别 式 为 4,x 十 10zx 十 9 的 兰 别 
式 是 64. 所 以 不 能 从 第 一 个 二 项 式 得 到 第 二 个 三 项 式 . 

35, 对 于 等 差 数 列 中 连 着 的 个 平方 数 , 我 们 有 4 一 a 二 
ai—ats ttas—aad (a Ta ) = a —a (eta ), 为 a; 二 a 
aytas , 必 有 4 day ds, 

假定 fi; 号 ,后 ,是 无 窃 等 差 数 列 , 测 

dA Ad dd 
这 就 得 到 阶 半 ,因为 没有 无 穷 下 降 的 正 整 数 数列 . 

36. 设 整 数 1,2,…,n 以 任 -一 方式 排列 , 数 7 和 二 如 果 大 的 
数 在 小 的 左面 ,就 称 它们 不 按 次 序 , 这 时 它们 作成 一 个 反 序 ,证 
明 交 换 相 邻 两 数 改 变 反 序 个 数 的 奇偶 性 . 

37. 交换 任意 两 个 整数 可 以 看 成 交换 相 邻 两 数 奇 数 次 . 


38. 4,n 一 1,…,1 的 反 序 数 是 于 生 一 证 明 每 一 步 不 改变 
反 序 数 的 奇偶 性 , 如 果 xn 一 1)72 是 个 数 ,把 个 整数 分 成 个 
相 邻 数 对 (对 奇数 ,让 中 间 一 个 数 不 配 对 ), 然 后 由 第 -个 数 ， 
最 后 一 个 数 ,第 二 个 数 以 及 倒数 第 二 个 数组 成 四 数组 ,等 等 . 
39. 对 于 标 为 Cr,y) 的 方 格 , 我 们 赋 子 权 1/2:!1". 我 们 看 到 
当 一 个 棋子 换 成 两 个 旁边 的 棋子 时 ,有 棋子 的 方 格 的 总 的 权 并 
不 改变 . 第 一 列 的 总 权 是 
1 1 
1 十 误 二 二 十 …… 一 2 
右面 的 一 列 的 总 权 是 前 一 列 的 总 枚 的 一 半 , 因 此 整个 棋盘 上 的 
权 是 
2 十 1 十 方 十 … 一 4 


在 (a) 中 ,有 阴影 的 方 格 的 总 权 是 2 子 ,棋盘 上 其 他 部 分 的 总 
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的 权 是 1 于 ,从 而 其 余部 分 的 总 权 不 足以 安置 有 阴影 区 域 中 的 并 
子 . 在 (b) 中 ,单个 的 棋子 的 权 为 1. 假定 可 以 在 有 限 步 中 使 有 阴影 
区 域 中 没有 棋子 , 则 在 z 一 0 那 一 列 的 权 最 多 是 去 . 在 > 一 0 这 一 


行 中 , 权 最 多 也 是 寺 , 有 阴影 区 域外 的 其 余部 分 权 为 立 , 在 有 限 步 


后 只 能 音 住 一 部 分 ,所 以 仍 得 到 矛盾 ， 

40. 可 以 便 10,4? 中 有 棋子 ,但 不 能 使 棋子 到 达 (0,5). 我 们 
引信 点 Cx; 加 的 范 数 为 nx;y) 二 1|r| 十 |y 一 51. 定义 该 点 的 权 
为 wr', 其 中 a 是 a 十 a 一 1 二 0 的 正 根 .一 组 棋子 5 的 权 定 义 为 

W(S)= Yea, 
PES 
在 ys0 的 所 有 格 点 上 部 放 上 棋子 . y 一 0 上 的 棋子 的 权 是 十 
2 2 a 二 十 2a1. 在 把 半 平 面 xy 所 0 都 放 棋 子 时 ,总 的 权 蚌 
Co 十 20 {1 十 a 十 十 ***) -ee og 十 20 二 1, 

我 们 还 观察 到 , 沿 水 平方 向 向 yy 轴 的 跳动 保持 总 权 不 变 ， 
澳 垂 直方 向 四 上 跳动 也 保持 总 权 不 变 . 其 他 跳动 使 总 权 减 小 . 目 
标 (0,5) 的 权 是 1. 因为 在 六 轴 上 及 在 r 轴 下 方 任何 分 布 的 有 限 
个 棋子 的 权 小 于 1, 从 而 有 限 次 跳动 后 不 能 达到 目标 . 

41. 作 上 坐标 系 ,使 该 立方 体 的 那 七 个 点 的 华 标 为 (0;0,0)， 
(0,0,0D ,0,1,0) ,C1,0,0) (110) ,01,0,1) ,C0,1,1), 我 们 观 
察 到 ,在 作 反 射 时 一 个 点 保持 坐标 的 奇偶 性 ,因而 不 能 得 到 三 个 
溪 标 都 是 奇数 的 点 . 由 此 不 能 到 达 点 (1,1,1). 这 由 映照 的 公式 
有 [>24 一 ,或 者 用 它 的 代 标 形式 (Cryyyg) 请 (2 一 并 ,2 一 多 
2c 一 所 可 以 推出 ,其 中 4A=(apclyz 一 (rzryywz). 这 里 的 不 变量 
是 S 中 点 的 坐标 的 奇 候 型 . 

42, 图 1.10 表明 怎样 把 由 棋子 所 占据 的 L 形 的 四 块 利用 一 
个 空格 ( 它 是 图 中 黑色 棋子 关于 它 旁 边 那 个 白 子 的 对 称 位 ) 变 成 
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-个 模子 的 方法 .在 网 1.9 中 反复 彤 这 种 操作 ,可 以 把 任何 nx» 
方块 化 成 1x1.,2X2 或 3xX3 的 方块 , 1X1 方块 已 经 成 为 只 有 一 
格 有 棋子 的 情况 ,2x2 的 四 个 棋 变 成 -- 个 棋 的 情形 是 显 热 的 . 


图 1.9 
ol Le LT 
9 LIel | [ii 
_lole| [el | | [elol 

图 .40 


把 3X3 方块 变 成 一 个 棋 下 就 向 不 到 . 棋盘 上 至 少 会 有 师 个 
棋子 . 但 也 许 会 有 不 用 1 形 四 块 的 和 荔 外 方法 能 获得 成 功 . 为 说 
明 这 一 想法 是 不 成 立 的 ,我 们 从 任何 被 3 整除 的 出 发 ,把 棋盘 
按 对 佣 线 方式 染 成 A,B.C 三 种 颜色 (和 斜 的 对 角 线 的 方 鼎 者 是 A 
色 , 旁 边 一 条 都 是 BB 色 ,再 旁边 -~ 条 都 是 ( 色 . 然 乒 六 是 4 色 ， 
等 等 }. 把 放 有 棋子 的 有 ,B.C 色 棱 于 数 分 别 记 汶 a@ ce 片 始 时 
a 二 5 三 忆 即 4 二 5==c(mod 2). 也 就 是 二 个 数 有 各 问 的 奇 愧 性 , 
三 跳动 一 次 后 , 贞 个 数 减 小 1, 一 个 数 增 加 1. 这 样 我 们 就 找到 了 了 
不 变量 4 志 b 寺 c(mod 2). 旭 果 权 闪 上 上 只 留 下 - -个 模子 ,这 个 关 
系 惑 被 破坏 了 了 . 我 人 甚至 还 可 以 说 得 更 多 -- 些 ;如 果 和 棋盘 本 贸 有 
两 个 供 子 . 它 人 必定 在 同色 的 格子 中 . 

43. 考虑 有 2 个 ,3 个 或 1 个 被 感染 分 居 的 健康 格子 . 可 以 
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看 到 被 感染 区 越 的 周 界 是 不 会 增加 的 (但 可 以 减少 ). 开始 时 , 受 
感染 区 域 的 周 界 至 多 是 4X9=36. 所 以 目标 4X10=40 是 不 会 
达到 的 . 

44. 对 fg 攻 这 三 种 运算 ,我 们 得 到 和 多项式 

PIF str) =r, 1) 
它 应 该 对 任何 r 成 立 . 对 (a 和 (hb) ,我 们 给 出 特定 的 工 的 值 ,使 
(1) 不 正确 , 在 {a} 中 1 (2) 二 gg(2) 二 6, 在 对 6 反复 用 二 种 运算 
时 ,总 是 得 到 6 的 信 数 ,但 (1} 的 右边 是 2. 

在 (b) 中 让 ( 计 ) 一 8( 二 ) 一 1,(D) 的 左边 是 个 整数 ,而 右边 
六 是 个 分 数 ， 

在 (cy 中 能 够 找到 和 g 的 多 项 式 , 使 它 等 于 

‘ff—g) +2g—2f=x. 

45. 我 们 应 该 有 并 十 六 = 二 1( 对 所 有 
数字 , 可 得 右面 的 表 , 这 是 很 粗 的 计算 . 
并 没有 出 现 * 大 量 的 抵 销 ”, 通常 不 能 得 
到 这 样 精确 的 结果 . 在 有 几 百 万 次 运算 
的 情况 的 计算 中 ,要 用 双 精 度 才 能 得 到 1.0000006680 
单 精度 的 结果 . 1.0000066666 

46, 因为 1994 二 18 十 19X104, 我 们 问题 45 的 表 
得 到 18 十 19 一 37,37 十 19 一 56,……,19?5 十 19 一 1994. 从 18 和 19 
出 发 要 找 出 能 够 达到 的 所 有 数 就 不 容易 . 见 第 6 
章 . 特 别 是 该 章 末 当 na 一 3 时 的 Frobenius 问题 . 

47. Ca} 不 ! 五 边 形 边 界 于 的 一 1 的 个 数 


1.0000000000 
1.0000000001 
1,0000000007 
1.0000000066 
1.0000000685 


的 厅 偶 性 不 变 . 
(Cb) 不 ! 图 1.11 中 涂 成 黑色 的 九 个 数 的 磁 
积 不 变 . 


图 1.11 
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48. 把 方 格 如 图 1.12 区 蔡 地 当成 黑色 和 和 白色. 设 克 和 只 分 
别 是 白 格 和 黑 格 中 数 的 和 . 用 操作 工时 不 改变 善 多 
一 B. 对 图 1.7 和 1.8, 差 分 别 是 3 和 一 1. 从 5 不 能 得 i 
到 一 1. 

多. 把 十 和 一 分 别 换 成 二 1 和 一 1, 作 所 有 数 的 乘 ” 辆 [42 
积 了 ,显然 已 是 不 变量 . 

50, 用 。 玫 示 代 赫 这 -一 运算 ,这 样 我们 有 

eo ed ep ua—p ta b=e, 

运算 * 是 交换 的 (因为 没有 说 到 次 序 ) ,容易 验证 它 是 结 台 的 , 即 
对 所 有 出 现 的 字母 部 有 (p:)*r 二 prtger). 这样 ,所 有 字 革 的 乘 
各 不 依赖 于 相 敢 的 次 序 ， 

51. 法 的 个 数 模 3 不 变 , 开 始 时 为 1 ,永远 如 此 ， 

52. 把 1 998 换 成 ”我 们 求 存在 这 种 排 法 的 必要 条 件 . 设 
PpP: 是 第 一 个 上 的 位 置 , 则 务 --- 个 在 pe 十 位 . 计算 在 置 的 数 
昌 两 次 ,得 到 1 十 2 十 … 十 2n 二 (py 二 pi 二 1) d(Cps 二 py 十 2) + 
(pet 二 #2). 对 于 PP 二 > p, 得 到 了 一 n(3n 十 1)/4. 对 于 
三 0,1(mod 41),P 是 整数 . 因为 1 998 寺 2(mod 4) ,这 个 必要 条 
件 不 满足 , 寻 于 二 4,5,8 诸 障 , 试 找 出 排 法 ， 

53. 这 下 :个 不 变量 问题 . 作为 主要 的 候选 者, 我 们 考虑 判别 
式 呈 第 一 和 运算 显然 不 改变 万. 第 二 种 运算 不 改变 党 项 式 的 要 
的 差 . 现 有 站 王 柜 一 4 一 cg 一 4 曾 一 za 一 -十 rs， 
Ca 二 zi 从 而 DD 二 a Cr 一 15). 也 就 是 说 第 二 种 运算 不 改 灾 
D, 由 于 两 个 一 项 式 的 判别 式 是 9 和 5, 和 目标 不 能 达到 . 

54. 考虑 了 =a 十 人 六- 上 必 一 28 ,其 中 上 8 是 现今 的 收益 (开始 时 
#8 二 人 00). 如 果 把 一 个 棋子 从 第 一 堆 移 到 第 二 排 .得 到 了 一 ka 一 1 
二 CAT1 六 二 一 2g8 ,其 中 二 gg 二 一 a4 工 ,部 天 一 四 一 2 二 
1 十 六 人 2p i128 一 2T20 一 2 二 由 十 六 -+ 一 24 二 了 我 们 
看 到 操作 一 步 后 了 不 改 蛮 . 如 果 我 们 回 到 原来 的 分 布 (a.b4c) ,gg 
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必定 是 0. 

不 变量 了 =a8 十 be 十 ca 十 g 可 得 无 一 个 解法 .证明 它 ， 

55. 变换 d 使 被 3 除 的 余数 不 变 。 从 而 把 方程 模 3 有 形式 
0 寺 2. 无 解 . 

56. 设 开始 时 的 边 长 为 1, Pp,， 9(1 之 Pp,1>q)， 则 所 有 后 来 
的 三 角形 都 是 相似 的 ， 比 例 系 数 为 如 9 把 这 种 (mx, 2) 现 的 三 
角形 切 开 , 就 得 到 Gm 十 1, 站 型 和 (Cm， 2 十 1) 型 的 两 个 三 角形 ， 
我 们 作 如 于 的 “翻译 ” 考虑 非 负 坐 标的 格子 方 格 , 每 个 方略 用 
它 的 去 下 角 顶 点 的 坐标 来 标记 . 在 方 格 (0,，0)? 中 放 四 个 棋子 . 把 
(m,n) 型 三 角形 切 开 等 价 于 在 方 格 tm 十 1，nn) 及 方 格 txm2, 十 
了 中 各 放 一 个 棋子 以 取代 方 格 Cmx， nn) 中 的 那个 棋子 . 对 于 方 格 
(Cm, 台中 的 棋子 , 赋 以 权 2-”*、 开始 时 总 的 权 是 4， 每 做 一 步 
不 改变 总 的 权 . 我 们 又 得 到 了 问题 39. 开始 权 为 4, 如 果 能 够 在 
一 个 不 同 的 方 格 中 得 到 一 个 模子， 由 总 权 比 4 小 .事实 上 要 得 
到 权 4 就 要 每 格 都 有 一 个 棋子 , 这 在 有 限 步 内 是 不 可 能 知 到 
的 

57. 比较 zyzre 和 3 得 知 ro 一 x 是 不 变量 . 如 
果 人 能 证 明 [limzx, 二 limy, 二 x; 则 x =ab, r= a b, 

由 于 六 所 根据 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 , + 在 (z 十 
372 的 左面 , ri+ 在 Cx 十 y+1) /2 的 诺 面 . 这 样 , x 过 < 
yoy /2. 确实 我 们 有 共同 的 极限 
7. 实际 上 ,对 很 大 的 ni, 酌 如 nn 宇 5, 有 Vy 人 (ys 十 Tn)12 及 
yat 一 eHR 一 Ta)7 4 、 

S58 对 你 峡 子 数 开本 ) 王 站 十 2 十 3 十 十 na. 在 往 何 
位 置 去 掉 或 插 进 任何 字 XXX 会 得 到 了 一 六 关 …D ,其 中 TCW) 
二 ZYy(mod 3), 因为 1(01) 二 2.1(10) 二 1, 目 的 不 能 达到 . 

59. 取 四 个 顶点 ,使 得 其 中 任何 两 点 都 没有 边 相 联结 . 设 XX 
是 这 些 点 上 的 数 的 和 . 开始 时 [一 x 一 ?一 土 1, 每 做 一 步 不 改变 


入 决 奖 痢 的 柴 贱 
1 所 以 (a) 和 (b}) 都 不 能 达到 |， 


60. 提示 :考虑 数列 S, 一 1/z， 和 ,二 1/y,. 一 个 不 变量 是 
S| 1 十 2 ， | 二 与, 十 27. 二 1 十 2 
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本 章 的 问题 涉及 把 一 个 集 分 成 有 限 个 子 集 . 集 的 划分 是 通 
过 把 一 个 子 集 的 每 个 元 素 染 成 同一 种 产 色 来 做 的 . 下 面 是 个 典 
型 的 例子 ， 

1961 年 英国 的 理论 物理 学 家 M. E. Fisher 解 出 了 一 全 有 名 
的 很 难 对 付 的 问题 . 他 证 明了 一 张 8x8 的 棋盘 用 2X1 骨 牌 覆 
盖 的 方法 有 2* 义 901 种 ,也 缉 12 988 816 种 . 现在 我 们 切 去 棋 
盘 对 角 的 两 小 格 . 把 这 个 缺 角 的 棋盘 用 31 张 2X1l 的 骨牌 材 盖 
有 允 少 种 方法 呢 ? 

看 起 来 这 个 问题 比 Fisher 解决 的 问题 更 为 复杂 ,但 其 实 并 
非 如 此 , 这 个 问题 是 很 平凡 的 . 不 能 把 这 残缺 的 棋盘 覆盖 住 , 的 
确 , 每 张 骨 牌 盖 住 一 个 黑 格 和 一 个 白 格 ,如 果 能 够 有 盖 住 棋盘 的 
方法 , 它 将 盖 住 31 个 黑 格 和 31 个 白 格 . 但 缺 人 朋 的 棋盘 上 30 个 
格子 是 一 种 颜色 的 ,32 个 格子 是 另 一 种 颜色 的 . 

下 面 的 问题 是 以 染色 或 奇偶 性 为 基础 的 最 机 灵 的 不 可 能 性 
的 证 明 . 有 些 其 实 应 属于 第 3 章 或 第 4 章 , 但 它们 用 到 了 染色 ， 
就 放 在 这 一 章 中 . 少量 几 个 也 属于 密切 相关 的 第 1 章 . 缺 角 的 模 
盘 要 用 两 种 颜色 ,本 章 的 问题 常常 会 要 两 种 以 上 的 颜色 . 


问 题 


1. 第 形 的 地 板 是 由 2X2 及 1X4 的 板块 所 拼 成 . 有 一 块 板 
块 坏 了 . 只 月 一 种 的 板块 可 用 . 证 明 : 换 用 后 不 能 拼合 成 功 . 


解决 问题 的 本 财 


2 用 图 2.1 中 的 五 种 四 格 拼 板 各 --- 块 能 拼 册 -个 长 方形 


”gn 吨 田 有 晤 是 


图 2.1 

3. 一 张 10X10 的 棋 挫 不 能 用 25 张 图 2.1 中 的 工 形 四 格 拼 
概 来 覆盖 . 图 中 的 这 些 拼 板 从 磊 到 右 叫 做 ; 直 形 四 格 拼 板 ,T 形 
四 格 则 板 , 方 形 四 格 拼 板 ,1 形 四 格 拼 板 和 和 斜 形 四 格 拼 板 . 

4. 8x8 棋盘 不 可 能 用 15 让 工 形 四 格 拼 板 和 一 瑞 方 形 四 格 
拼 板 米 畴 盖 . 

5. 10X10 的 板 不 可 能 用 25 块 直 形 四 格 拼 板 来 覆盖 . 

6. 考虑 去 掉 四 个 角 土 各 一 小 块 的 nn 
的 棋盘 . 对 于 怎样 的 n; 能 够 用 工 形 的 四 格 
拼 板 覆盖 ? (和 参见 图 2.2) 

7, 是 否 能 把 250 块 1 XX1x4 的 砖头 放 
进 一 个 10X10X10 的 箱子 里 ? 

8. a 的 长 方形 可 以 用 1 XxX» 的 长 方 
形 覆 盖 , 当 且 仅 当 je 或 中 |& 图 2.2 

9. 在 一 张 (2n 十 JJ xf(22+1) 械 盘 上 , 切 掉 角 上 一 个 方 格 . 
对 于 怎样 的 wn, 可 以 用 2X1 上 骨牌 覆盖 棋盘 剩 下 的 部 分 , 并 使 一 


19. 如 图 2.3( 可 将 图 2.3 看 成 这 五 个 箱子 的 俯 
视图 一 一 校注 》, 五 个 重 箱子 放 成 十 字形 ,箱子 顶 上 


标 有 字母 T, 箱子 移动 只 能 绕 它 的 边 转动 (例如 最 圭 
面 的 箱子 可 以 绕 它 的 经 过 右 下 角 且 与 纸 面 锥 直 的 那 
条 边 转 到 中 间 一 排 箱子 中 右面 那个 箱子 的 上 
面 成 为 日 | 形 一 一 译 者 注 ). 这 些 箱 子 转 成 图 
2.4 的 新 位 置 . 最 终 这 行 箱子 中 哪个 箱子 原来 2.4 
4 


2.3 
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是 在 十 字 中 间 的 ? 

11. 图 2.5 是 连接 14 个 城市 的 道路 图 ， 是 否 有 一 条 路 线 经 
过 每 个 城市 恰好 各 一 次 ? 

12. 在 一 张 9X9 模 盘 的 每 个 格子 中 有 一 | 一 了 / 
个 甲虫. 在 某 一 信号 后 ,每 只 甲虫 都 沿 对 角 线 De 
方向 息 到 一 个 邻 格 中 ,这 样 就 可 能 有 的 格子 里 J 
会 有 几 只 甲虫 ,而 有 的 客 子 里 会 没有 甲 点 . 求 此 -人 一、 
没有 甲虫 的 空格 数目 的 最 小 可 能 值 . 让 25 

13. 平面 上 每 个 点 染 成 红色 或 次 色 . 证 
明 : 存 在 四 个 顶点 同色 的 长 方形 , 推广 这 一 结果 . 

14. 空间 的 每 个 点 染 成 红色 或 蓝 色 , 证明 :在 这 空间 的 边 长 
为 1 的 正方 形 中 ,或 者 至 少 有 一 个 正方 形 有 三 个 红色 的 顶点 ,或 - 
者 至 少 有 … 个 正方 形 , 它 的 四 个 顶点 都 是 蓝 色 的 . 

15. 证 明 ;不 存在 一 条 曲线 与 图 2.6 中 的 每 段 线 
段 恰好 有 一 个 交点 . 

16, 在 5X5 棋盘 的 一 个 格子 中 写 人 数 一 1, 其 他 四 
24 个 格子 中 写 人 数 十 1. 每 一 步 可 以 把 一 个 上 Xea( 其 中 ae]1) 的 
正方 形 中 格子 里 的 数 都 改变 符号 ,目的 是 使 每 个 格子 中 的 数 都 
成 为 十 1. 为 达到 这 个 目的 ,开始 时 一 1 应 放 在 那个 格子 中 ? 

17. 平面 上 的 点 染 成 红色 或 蓝 色 ,用 民 , 电 分 别 表 示 两 端 都 
是 红 点 员 蓝 点 的 线段 的 长 度 的 集合 .证 明 其 中 总 有 一 个 集合 包 
售 所 有 正 数 . 

18. 平面 上 的 点 染 成 三 种 闸 色 之 一 , 证 明 ; 总 有 两 个 同色 的 
点 ,其 距离 为 1， 

19, 一 个 凸 五 边 形 的 顶点 都 是 整 点 , 且 它 的 每 条 边 的 长 度 
都 是 整数 ,证 明 它 的 周 长 是 偶数 . 

20, 平面 上 n(n 实 5) 个 点 可 雇用 两 种 颜色 这 样 来 染色 ,使 得 
没有 一 条 直线 能 把 丙种 赢 色 的 点 分 开 . 

21. 有 许多 1X1 的 正方 形 ,你 可 以 对 每 个 正方 形 的 四 边 用 
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四 种 颜色 分 别 给 它们 染色 . 同样 颜色 的 边 可 以 烙 起 来 , 自 的 是 得 
到 一 个 Xn 的 长 方形 ,要 求 这 个 太 长 方形 的 每 条 边 只 有 同一 
种 颜色 ,日 大 长 方形 的 四 边 的 颜色 各 不 相同 . 对 怎样 的 m,n 可 
以 做 到 这 一 点 ? 

22. 有 很 多 单位 正方 体 和 六 种 颜色 . 用 六 种 颜色 染 每 个 正 
方 体 的 面 ,并 把 同 鱼 的 面 类 起 来 ,目的 是 得 到 一 个 XsXi 的 盒 
于 ,这 个 大 盒子 的 每 个 面 只 有 向 一 种 颜色 , 它 的 六 个 面 的 颜色 要 
各 不 相同 . 对 于 怎样 的 x,s,! 这 可 能 司 到 ”? 

23, 考虑 平面 上 二 个 格 点 4 一 (0,0) ,B= 二 (0,1) ,C={1,0). 从 这 
些 格 点 出 发 , 以 六 ,B,CC 为 中 心 作 反 射 , 或 以 中 间 得 到 的 反射 点 为 
中 心 作 反射 , 这 样 是 否 能 得 到 正方 形 的 男 一 顶点 D 二 {1.1)? 

24. 空间 的 每 个 点 染 上 红 , 绿 , 蓝 王 色 之 ~…, 用 尺 ,G,B 分 别 
表示 两 端 都 是 红 ( 绿 , 蓝 ) 点 的 线段 的 长 度 的 集合 . 证 明 ; 其 中 至 
少 有 一 个 集合 包含 所 有 非 氏 实数. 

25. 艺术 画廊 问题 . 一 个 艺术 画廊 是 简单 * 边 形 ( 不 一 定 是 
出 的 ). 求 能 够 守望 整个 建筑 的 警卫 的 最 小 的 数目 (不 论 该 边 
形 的 形状 多 人 么 复杂 )， 

26. -~ 个 ?7X7 的 方块 被 16 个 3x<1 及 一 个 1X1 的 小 块 所 
覆盖 ,1 关 1 的 小 据 可 以 在 件 么 位 置 ? 

27. 正 2 边 形 的 顶点 上 AAA, 分 成 六 对， 证 明 : 如 果 
1 一 4 十 2 或 n 一 4m 十 3, 必 有 两 对 顶点 是 相等 线段 的 端点 . 

始 . 6X6 第 形 由 2X1 上 骨牌 拼 成 , 划 至 少 有 一 根 断 层 线 , 即 
切 开 答 形 而 不 切 开 任 何 骨 牌 的 直线 . 

29. 一 个 25 X25 矩阵 的 每 个 元 素 是 十 1 或 一 1, 设 a, 是 第 i 
行 中 所 有 元 素 的 箭 积 ,5, 是 第 ; 列 中 所 有 元 素 的 乘积 . 评 明 ;a 
十 所 -十 az 十 嫩 十 十 az; 十 Bs; 尖 0， 

30. 能 否 把 53 块 大 小 为 1 X 1x4 的 砖头 放 进 一 个 6X6xX#6 
的 箱子 中 ? 砖头 的 面 与 箱子 的 面 平 行 . 

31. 平面 上 有 二 个 冰球 4,B,C, 冰球 手 击 球 时 ,每 次 把 一 个 


— 让 一 - 
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球 打 到 穿 过 另 两 球 的 直线 . 在 击 球 1001 次 后 所 有 三 个 球 都 会 回 
原 地 二 ? 

32, 一 个 23 关 23 的 正方 形 全 由 TX1,2X2,3X3 的 小 块 所 
拼 成 . 最 少 要 几 块 1X1 的 块 ? (AUO 1989) 

33. 正方 体 所 有 项 点 及 各 面 的 中 心 都 标记 出 来 ,又 夯 出 所 有 
的 对 角 线 . 沿 面 的 对 角 线 走时 ,是 否 能 走 过 一 切 标记 出 的 点 ? 

34. 在 4Xn 的 棋盘 上 没有 马 的 闭 回路 . 

35, 平面 上 的 点 双色 染色 ., 证明, 有 三 个 同色 点 是 正三 角形 
的 顶点 . 

36. 球面 上 的 点 双色 染色 . 证明: 球面 上 有 三 个 同色 点 是 正 ， 
三 角形 的 顶点 . 

37. 给 了 一 个 mXn 的 长 方形 最 少 要 对 几 个 1 1X1 的 小 块 
着 色 ,才能 使 留 下 的 地 方 不 可 能 放 得 下 一 个 工 形 三 块 拼 板 ? 

38. 把 正 整 数 都 染 成 黑色 及 白色 , 两 个 不 同色 的 数 的 和 是 


黑色 的 ,而 它们 的 乘积 是 白色 的 . 两 个 白色 的 数 的 乘积 是 怎样 
”的 ? 找 出 所 有 这 样 的 染色 法 . 
解 答 
1. 如 图 2.7 把 地 板 染 色 . 4X1 的 板块 总 盖 住 0 个 或 2 个 黑 
格 ,2X2 的 板块 总 盖 住 1 个 黑 格 . 由 此 即 可 推 知 不 
能 把 一 个 板块 换 成 另 一 种 板块 . En 
2. 任何 一 个 有 20 个 格子 的 矩形 可 以 像 国 际 象 
棋盘 那样 染 成 十 个 黑 格 和 十 个 白 格 , 四 种 四 格 拼 板 
每 个 都 盖 住 2 个 黑 块 和 2 个 白 块 . 而 工 形 四 格 拼 板 。 图 2.7 
总 是 盖 住 3 个 睦 块 ,1 个 白 块 或 是 3 个 白 块 .1 个 黑 块 ， 
3, 工 形 四 格 拼 板 或 是 普 住 1 日 3 黑 
小 芯 , 或 是 盖 住 3 白 1 黑 小 块 ( 见 图 2.8) 上 TT 
要 全 部 盖 住 10X10 方形 ,这 两 种 四 色 拼 
板 的 块 数 要 一 样 多 ,但 25 是 奇数 , 矛盾 ! 


4. 方形 四 格 拼 板 盖 住 2 黑 2 白 小 块 . 其 余 的 30 个 黑 格 和 
30 个 日 烙 要 有 同样 多 级 两 种 拼 板 . 男 一 方面 6 个 格子 要 15 块 
四 格 拼 板 . 因为 15 是 奇数 ,覆盖 是 不 可 能 的 . 

5. 如 图 2.10, 按 对 角 线 方式 把 小 块 染 成 0,1,2,3 四 种 颜 
色 , 在 棋盘 上 不 论 如 何 安放 直 形 四 色 拼 板 , 普 是 盖 住 每 种 颜色 各 
一 块 ,但 共有 26 块 是 1 色 的 ， 
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另 解 ,如 图 2.9 染色 , 每 块 水 平 放 属 的 直 形 拼 板 盖 住 每 种 颜 
色 的 小 块 各 一 抉 , 而 每 块 坚 放 的 拼 板 盖 住 4 个 同色 小 块 . 在 水 平 
放 四 的 直 形 振 板 放 好 后 ,分 别 有 a 十 10,a 十 10,asa 过 0,1,2,3 
色 的 小 块 , 它们 应 都 是 4 的 和 蔬 数 ,但 这 是 不 可 能 的 ,因为 sa 十 10 
和 a 不 会 都 是 4 的 倍数 . 

系 棋盘 上 有 开 一 4 个 方 格 ,要 [「 
用 四 格 械 板 盖 住 ,n? 一 4 必须 是 4 的 
信和 数 , 即 x 必须 是 偶数 . 但 这 并 不 充 国 国 
分 ,为 看 到 这 点 ,把 棋盘 上 格子 如 图 
2.11 染色 , L 形 四 格 拼 板 盖 住 3 白 1 
黑 或 3 黑 1 白 小 块 ,因为 棋盘 上 黑 时 
户 格子 一 样 多 ,因此 两 种 拼 板 ( 即 盖 
住 3 黑 1 铂 的 拼 板 与 盖 住 3 白 1 黑 


的 拼 板 ) 的 个 数 要 一 样 多 . 因此 共 需 使 用 偶数 块 拼 板 , 即 二 一 4 
必定 是 8 的 倍数 . 这 样 nn 必 有 形式 4 十 2 实际 构造 就 容易 知道 
这 条 件 也 是 充分 的 ， 

7. 把 合子 的 等 一 小 格 给 予 举 标 人 zyyyz) ;其 中 1&7 yz 
10. 把 每 一 小 块 用 标号 为 0,1,2,3 的 四 种 颜色 染色 , 如 果 xz 十 3 
十 zx 二 1Cmod 4) ,就 把 (x,y,x) 这 格子 染 成 标号 为 1 的 这 种 颜 
色 , 这 种 染色 法 使 每 块 1 XiX4 的 砖头 总 是 占据 了 四 种 颜色 的 
小 块 各 1 块 ,而 不 论 它 怎样 安放 , 如 果 箱 子 可 以 放 进 250 块 1X 
1X4 的 砖 , 那 标号 为 0,1,2,3 的 颜色 的 小 块 各 有 250 块 , 我 们 
看 看 这 一 个 安放 的 必要 条 性 是 否 满足 . 图 2.10 显示 了 最 低层 格 
子 的 染色 ,颜色 标 导 为 0,1,2,3 的 小 块 分 别 有 26,25,24,25 块 
《图 2.10 中 数字 0,1,2,3 相应 于 颜色 标号 3,0,1,2), 接 下 来 的 
一 屋 相 当 于 前 一 层 加 上 lmod 4). 因而 第 二 屋 中 颜色 为 1,2， 
3,0 的 块 数 为 26,25,24,25. 第 三 层 颜色 为 2,3,0,1 的 块 数 分 别 
为 26,25,24,25. 第 四 层 颜色 为 3,0,1,2 的 块 数 分 别 为 26,25， 
24,25，, 等 等 . 因此 ,颜色 为 0 的 块 数 冲 找 有 {26 一 25 二 24 十 25)X 
2 十 26 十 25 一 251. 因而 10Xi10X10 箱子 中 不 能 装 入 250 块 1X 
1X4 的 苇 头 ， 

3. 如 果 nla 或 nlb, 可 以 用 1Xn 的 长 条 覆盖 a X66 害 形 是 
显然 的 , 假定 *fa, 即 aa 一 十 r,0<r<it 如 图 2.9 那样 把 下 形 
的 小 块 染色 . 颜色 为 1,2,……r 的 小 块 各 有 可 十 上 块 ,颜色 为 了 十 
lr 十 2,… yn 的 小 块 各 有 5g 块 .个 玉 平 放置 的 1Xn 长 条 盖 住 
每 种 颜色 的 小 块 各 1 块 , 竖 放 的 1Xn 长 条 盖 住 同一 种 颜色 的 
块 , 在 上 个 水 平 放置 的 长 条 已 放 好 后 , 留 下 的 颜色 为 1,2,*…,r 
的 方 格 各 有 (2 十 5 一 由 块 ,而 颜色 为 r 十 1,r 十 2,… ,ni 的 方块 各 
有 6 一 上 块 . 因 批 必定 ni5g 十 8 一 h,n|b9 一 .但 如 果 整除 两 个 
数 , 它 必 整 除 这 两 数 的 差 , 这 样 n15. 

空间 的 类 似 是 ; 如 果 aXbXe 的 盒子 可 用 mnX1X1 的 长 条 
装 满 ,出 na 或 nl 四 或 nn|c 
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9. 如 图 2.12 把 板 染 色 , 有 2xw 十 n 个 白鼠 和 2 六 十 3n 个 黑 块 ， 
总 共 4z2 十 4n 抉 , 把 这 些 都 羡 住 ,需要 2 
十 2n 块 骨 有 牌 . 供 为 这 些 骨 牌 中 一 半 是 水 平 
放 的 , 即 有 于 十 x 块 竖 放 的 ,ni 十 n 块 水 平 
放 的. 每 个 竖 放 的 骨牌 善 住 一 黑 一 品 的 小 
抉 , 当 所 有 竖 放 的 肯 牌 都 放 好 后 , 盖 住 了 证 
十 五 个 白 块 及 黑 拨 , 留 下 的 源 个 百 顽 和 稀 
十 25 个 黑 块 必须 由 水 平 的 骨牌 来 惠 盖 . 水 转 2.12 
们 的 骨牌 只 羡 住 同色 的 小 块 ,要 用 水 平 的 骨牌 盖 住 wx? 个 白色 小 
块 ,n 就 必须 是 偶数 . 用 实际 的 构造 容易 看 到 这 个 必要 的 条 件 也 
是 充分 的 . 因而 对 于 (4n 十 1) X(d4n 十 1 的 概 , 所 要 求 的 覆盖 是 可 
能 的 ,而 对 于 C47 一 1) XC4n 一 1) 的 板 则 是 不 可 能 的 

10. 设 把 地 板 的 每 一 小 块 如 国际 象棋 盘 染 色 , 而 十 字形 的 
五 个 箱子 的 中 间 一 个 放 在 黑 格 中 , 则 其 他 四 个 箱子 都 放 在 白 格 
中 . 容易 看 到 ~ 下 要 转动 偶数 次 , 而 T= 要 转动 奇数 次 . 因 
此 图 2.13 中 (从 左 数 的 ) 第 1,3,4,5 个 箱子 与 原 
先 在 同色 格 中 . 又 1,3,5 个 箱子 现在 在 同色 格 
中 ,因此 原来 也 在 同色 格 中 ,但 开始 时 没有 三 个 
在 黑 格 中 的 箱子 ,它们 必 在 白 格 中 . 第 2 个 箱子 转 过 奇数 次 , 现 
在 是 在 黑 格 中 ,因此 它 原来 在 白 格 中 . 第 4 个 箱子 现在 在 黑 格 
中 ,因为 它 转动 过 偶数 次 , 它 厌 来 也 是 在 黑 格 中 的 . 从 而 ,第 4 个 
箱子 是 在 中 间 的 那个 箱子 . 

11. 如 图 2.14 所 示 ,把 城市 染 成 黑 的 和 白 的 ,使 相 邻 的 城市 
的 颜色 不 同 . 每 条 走 过 14 个 城市 的 道路 总 有 如 
下 形式 ;上 黑 日 黑白 …*… 上 黑白 或 白 黑 白 早 …*… 白 
黑 . 因此 经 过 七 个 黑 城 和 十 个 白城 , 但 地 图 上 有 
六 个 黑 城 和 八 个 白城 , 因此 ,没有 一 条 路 线 能 走 
过 每 个 城市 恰好 一 次 . 

12. 把 各 列 交 替 地 染 成 黑 的 和 白 的 . 得 到 图 2.14 
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45 个 黑 格 和 36 个 白 格 . 在 让 动 后 每 个 甲虫 改变 了 颜色 , 即 白 格 
的 虫 到 了 黑 格 , 黑 格 的 虫 到 了 白 格 . 因此 至 少 有 九 个 黑 格 是 空 
的 . 易 多 可 以 使 空格 恰 为 九 个 . 

13. 考虑 满足 1 所 7 夸 n 十 1] ,1 志 y 太 wm"! 十 1 的 格 点 (zyy)， 
每 一 行 中 的 x 十 1 个 点 可 以 有 zr! 种 染色 方式 . 由 抽 展 原则 ,在 
nm: 十 1 行 中 荣 少 有 两 行 的 染色 方式 相同 , 设 这 样 的 两 行 的 纵 坐 
标 为 志和 入. 对 于 每 个 1iE 11, 2 十 1} ;点 Ci 不) 和 (i,m) 是 同 
色 的 , 因为 只 有 7n 种 颜色 ,总 有 一 种 颜色 重复 使 用 了 . 设 (a, 有 和 
个, 上 8 是 同色 的 . 这 样 , 顶 点 为 人 ay 有， 人， by (ay 的 此 
形 的 四 个 顶点 是 同色 的 . 

本 题 可 以 推广 为 维 的 箱子 ,代替 边 长 为 n 和 mn""*! 的 格 点 
短 形 ,用 长 度 分 别 为 一 1,d; 一 1 ,dd 一 1 的 格 点 箱子 ,其 中 
di = 十 1 ,di 二 和 十 1. 

14. 用 B 表示 “存在 一 个 顶点 都 是 蓝 点 的 单位 正方 形 * 这 一 
性 质 . 

情况 1 空间 的 每 个 点 是 蓝 点 全 卫 . 

情况 2. 存在 红 点 P , 作 棱 锥 的 底 为 边 长 为 1 的 正方 形 
Ps Pi PP ,县 Pi 也 是 棱锥 的 顶点 ,各 楼 长 度 都 是 1. 

情况 2.1. 四 个 点 P;,i 二 2,3,4,5 是 蓝 点 二 B. 

情况 2.2. 点 Pi 一 2，3，4，5 中 有 红 点 ,例如 P。 是 红 点 . 
做 一 个 直 三 棱柱 ,每 条 扶 长 度 为 1( 底 是 个 正三 角形 ,三 个 侧面 
都 是 正方 形 ) ,使 P Ps 是 一 条 ( 竖 的 ) 棱 , 另 四 个 顶点 为 P, ,P,， 
Ps , Pa， 

情况 2.2.1. 四 个 点 了 ,j==6,7,8,9 都 是 蓝 的 ==B. 

情况 2.2.2. Pi ,一 6,7,8,9 中 有 红 点 ,例如 Ps 是 红 点 . 这 
时 P; ,P; ,Ps 是 单位 正方 形 的 三 个 红 顶 点 ， -可 [ 

15. 在 图 2. 15 中 是 一 个 共 五 块 的 图 . 其 了 
中 二 块 是 由 五 段 线段 围 成 的 ( 标 为 坷 ), 另 两 一 半生 
块 标 为 情 的 是 由 四 条 线段 力 成 的 . 假定 有 一 图 2.15 


解决 条 征 航 策 散 
根 曲线 与 每 段 线 段 恰 区 一 点 ,这 曲线 的 起 点 或 终点 中 ,总 有 -个 
点 在 标 为 奇 的 块 内 . 但 标 为 奇 的 有 三 块 ,而 一 条 曲线 的 端点 数 为 
0 或 2. 

16. 如 图 2.16 把 5Xx5 的 板 染 色 ， 每 个 Xa 正方形 (a 二 1) 
中 有 偶数 个 黑 格 . 如 果 开 始 时 一 1 在 其 个 黑 格 
中 , 那么 在 黑 格 中 总 有 奇数 个 一 !， 可 见 开 始 时 
一 1 只 有 在 白 格 中 才 可 能 全 变 成 十 1. 旋转 90" 表 
明 ., 一 1 只 能 放 在 中 心 的 格 中 . 

如 果 一 1 放 在 中 心 的 格 中 ,那么 我 们 经 过 如 
下 五 步 就 可 以 达到 全 部 变 成 十 1 的 日 的 ， 

1. 左下 角 3X3 方块 中 数 改 变 符号 ; 

2. 右上 有 角 3Xx3 方块 中 的 数 改 变 符 号 ; 

3. 左上 角 2X2 方块 中 的 数 改 变 符号 ;} 

4. 右 下 角 2X2 方块 中 的 数 改 变 符 导 : 

5. 整个 5X5 方块 中 的 数 都 改变 符号 . 

17, 假定 这 定理 不 正确 . 于 是 红 点 间距 离 不 会 是 a, 茧 点 间 
中 高 不 会 是 65 不妨 设 cs 上 取 一 个 蓝 点 C, 作 等 腰 三 角形 ABC 
使 AC 二 BC=5 且 AB=a. 因为 C 是 蓝 点 ,A 不 会 是 茧 的 ,于 是 
外 必 是 红 点 , 点 BB 不 会 是 红 的 ,因为 它 与 红 点 A 的 距离 是 a，, 但 
B 也 不 能 是 蓝 的 ,因为 它 与 蓝 点 的 距 腐 是 5. 逆 盾 ! r 

18. 这 三 种 颜色 设 为 黑 , 白 , 红 . 假定 任何 距离 为 。 2 , 
1 的 两 点 都 不 是 同色 的 . 取 一 个 红 点 ~ 并 作 如 图 2.17 
的 点 ,与 了 成 边 长 为 1 的 正三 角形 的 另 了 晴 点 必定 一 
个 是 黑 的 一 个 是 白 的 , 因而 点 必定 是 红 的 . 把 图 ”图 2 


2,17 绕 -点 旋转 就 得 到 红 点 ~ 所 成 的 贺 . 这 个 
圆 上 有 长 为 荆 的 弦 . 矛盾 1! 
另 解 :在 共有 11 根 单位 长 度 的 线段 所 成 


的 图 2.18 中 ,如 果 要 长 度 为 1 的 线段 的 两 端 都 
不 同色 , 硅 少 要 四 种 颜色 ， 图 2 18 
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19. 如 同 国 际 象 措 辑 盘 那样 把 整 点 染色 ( 即 黑白 交替 , 例 
旭 , 当 十 y 二 0Cmod 2 时 ,点 (zy 是 眼 的 , 台 则 就 是 黑 的 ). 对 
于 让 边 形 的 每 条 按 AB, 设 A.B 分别 是 Cri ,yy ) 和 {xz ,wz), 取 点 
Tap 为 Try ,这样 4 有 BT 是 育 角 三 角形 , 且 AB 是 笠 边 (Ta 
可 能 就 是 A,B 西点 之 一 ), 这 样 作出 五 个 直角 三 角形 . 从 一 个 项 
点 {例如 妨 ) 出 发 沿 十 条 直 和 衣 边 走 , 即 ATasBTarCTeD… 最 后 
回 旬 4 点 . 因为 每 个 格 点 与 相 邻 的 格 点 不 同色 ,所 以 所 走 过 的 
长 度 是 偶数 , 即 征 条 直角 边 的 长 度 之 和 基 侦 数 ,而 直角 二 角形 的 
斜 边 长 度 与 两 直角 边 长 度 之 和 有 相同 的 奇偶 性 ,因此 五 条 斜 边 
长 度 之 和 ,也 就 是 所 给 五 边 形 的 周 长 是 偶数 . 

20. 不 实 5) 个 点 中 ,如 有 三 点 共 线 ,例如 有 A,B,C 在 一 直 
线 上 ,把 中 间 的 点 染 成 白色 , 另 两 点 染 成 黑色 (五 点 中 的 其 他 两 
点 任意 染色 ) 即 可 , 否则 总 有 四 个 点 是 上 是 四 边 形 的 四 个 顶点 . 把 
对 顶点 一 组 染 成 日 色 , 另 一 组 当成 黑色 . 这 时 ,不 会 有 一 根 坦 线 
把 白 点 和 黑 点 分 开 ， 

21. 结论 :能够 粘 成 一 个 兽 X2z 矩形 , 当 且 色 当 带 与 a 的 奇 
蛋 性 相同 . 

(a) m 和 + 都 是 背 数 ， 如 图 2.19 可 以 粘 成 1 Xn 矩形， 图 
2.20 所 表示 的 是 从 这 些 长 条 可 粘 成 Xn 短 形 . 


2 2 2 2 
CE 品 
图 2.19 图 2.20 


(Cb) mr 和 ma 都 是 偶数 . 考虑 按 长 为 奇数 的 矩形 .大 小 为 
Cm 一 XC 一 1),1X(n 一 1 ,Cm 一 1)X1 和 iX1, 可 以 把 它们 
粘 成 一 个 mn 的 窍 形 ， 


2 2 2 2 


(cr) m 是 偶数 ,” 是 奇数 . 棚 定 能 够 符合 题 中 的 荣 件 粘 出 一 
个 mxXn 的 矩形 . 考虑 这 和 矩形 的 一 条 长 为 奇数 的 边 , 设 它 是 染 成 
红色 的 . 我 们 计算 小 正方 形 的 红 边 的 总 数 . 在 惩 形 的 周 答 上 , 共 
有 7 条 红 边 ,而 在 矩形 内 部 小 正方 形 的 红 边 的 条 数 是 个 数 , 因 为 
每 条 小 正方 形 的 红 边 都 与 男 一 个 小 正方 形 的 红 边 粘 在 一 起 ,从 
而 红 边 的 条 数 是 奇数 . 而 小 正方 形 的 总 数 与 小 正方 形 的 红 边 条 
数 相同 ， 即 也 是 奇数 . 另 一 方面 , 这 数 就 是 wm，#, 它 是 个 偶数 . 
亨 丰 ! 

22. 解法 与 前 一 题 相似 . 

23. 当 一 个 格 点 (Cas 总 以 覆 点 Gm) 为 中 心 作 有 反射 时 ,所 得 
到 的 点 (ce 使 c 一 2m 一 a,d 王 2 一 b. 因此 < 与 ad 与 六 的 奇偶 
性 相同 , 所 以 从 A,B,C 出 发 作 反 射 ,永远 不 可 能 得 到 正方 形 的 
另 一 顶点 D=(1,1). 

24. 设 Pi ,P,P 是 三 种 颜色 的 点 全 体 . 用 反 证 法 , 设 Pi 中 
两 点 的 距离 不 会 是 a ,，P; 中 两 点 的 距离 不 会 是 az , P; 中 两 点 的 
距离 不 会 是 a;. 不 妨 设 a1l 这 as 实 ai 庆 0. 

设 x1E Pl， 以 xi 为 中 心 , ai 为 半径 的 2 | Wg 
球面 为 5S, 则 SCP; UP;, 因为 a 这 a; ,SC XI 
让 . 设 x2EP[|S. 贺 {yE SId(r,y)=as} 
CP;，, 因为 已 中 两 点 距离 不 会 是 az， 这 图 
的 半径 记 为 x. 在 图 2.21 中 ,as 护 aj 之 r 一 图 2.21 
aay 1 一 a2/4a1 之 az Y3/2 且 有 a3 扩 @2 所 


好 2 V3< 委 2r， 这 样 ,P: 中 有 两 点 距离 为 4 

另 一 个 有 创意 的 解法 可 在 第 4 章 (问题 67) 中 找到 . 它 对 于 
该 章 更 困难 的 平面 问题 68 是 个 很 好 的 训练. 黄 个 解 都 使 用 了 抽 
履 原 理 ， 

25. 用 不 相交 的 对 角 线 ( 指 不 在 边 形 内 相交 的 对 角 线 ) 把 
该 画廊 前 分 成 三 角形 . 简单 的 归纳 法 可 证 这 样 的 剖 分 总 是 下 能 
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的 . 然后 把 这 些 三 角形 的 顶点 (好 边 形 的 顶点 ) 用 三 种 颜色 合 
适 地 染色 ,使 每 个 三 角形 的 三 个 顶点 有 不 辐 的 颜色 , 归纳 方法 即 
易 葛 总 能 够 合适 地 予以 染色 . 考虑 出 现 次 数 最 少 的 颜色 ,假定 是 
红 的 . 在 红 顶 点 处 的 警卫 可 以 看 到 所 有 的 卉 ,因此 警卫 人 数 最 少 


有 | 


26. 以 对 角 线 方式 把 小 抉 染 成 0,1,2 三 色 , 于 是 每 个 3X1 
的 长 条 盖 住 三 种 颜色 的 小 块 各 1 块 . 在 图 2.22 中 共有 17 个 0， 
16 个 1 和 16 个 2 单据 的 小 块 必须 盖 住 标 有 “0 的 小 块 . 此 外 ， 
如 果 旋 转 90" 它 仍 应 是 “0”, 可 能 的 位 置 就 只 有 中 心 块 .四 个 角 块 
及 图 2.22 中 外 面 边 上 的 中 间 块 . 另 一 种 染色 法 可 得 不 同 的 解 
法 , 如 图 2.23 那样 用 三 种 颜色 0,1,2. 即 标 为 0 的 块 是 中 心 块 、 
四 个 角 抉 及 外 边 的 中 间 块 , 1X3 的 抢 形 有 两 种 类 型 , 盖 住 1 个 0 
及 2 个 1; 或 者 盖 住 1 个 1 及 2 个 2. 假定 所 有 的 0 块 都 被 1X3 
长 条 所 盖 住 ,就 有 9 条 第 一 类 型 及 ?7 条 第 二 类 型 的 长 条 . 它们 共 
盖 住 9X2 十 7 一 25 个 标 有 "1” 的 小 块 和 7X2=14 个 标 有 “2” 的 
小 抉 . 这 一 了 矛盾 证 明了 是 1x1 的 小 块 盖 性 了 标 “0” 的 小 据 . 


27. 假定 各 对 顶点 的 距离 都 不 同 . 对 于 线段 A,A,, 给予 一 
个 数 :1p 一 9| 和 和 2x 一 ip 一 g| 中 较 小 的 那个 ,就 得 到 数 1,2,…， 
n. 设 这 些 数 中 有 上 个 偶数 和 mn 一 上 个 奇数 , 相应 于 奇数 的 是 p,q 
奇偶 性 不 同 的 A A,. 因 抽 在 剩 下 的 线 毁 中 有 天 个 顶点 是 奇数 足 
标 及 天 个 顶点 是 偶数 足 标 ， 以 及 奇偶 性 相同 的 顶点 联 成 的 站 条 
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线 ， 因 而 点 是 偶数 , 对 于 形 为 4m， 4 十 1，4Pa 十 2，4m 十 3 的 数 
m， 惨 数 的 个 数 点 分别 是 2n1,2m,2m 十 1,2m 十 1, 因而 二 4m 或 
4 十 1]. 

28. 我 们 考虑 属于 3 W. Golomb 和 R. I Jewett 的 邻 人 售 
寻 的 证 明 . 假定 有 个 没有 上 断层 线 的 6X6 方形 . 可 能 成 为 断层 线 
的 线 总 共有 十 条 (8 X6 格子 纸 的 除 边 线 外 的 
格子 线 ), 注意 到 每 一 块 骨 有 牌 恰好 使 -~ 条 不 成 L 
为 断层 线 ( 即 把 这 张 骨 了 牌 切 成 两 个 1 x 1 的 小 
块 ). 进一步 (这 是 关键 之 点 ) ,如果 某 - -可 能 
成 为 断层 线 的 线 ( 例 如 图 2.24 中 的 [.) 只 切 开 
一 张 骨 牌 , 则 在 这 根 线 的 两 侧 的 其 余部 分 的 图 2.24 
面积 都 是 奇数 ,因为 面积 是 6Xi 去 掉 … 个 1X1 小 块 ,然而 这 样 
的 地 方 不 能 被 骨牌 所 放 满 . 因此 十 条 可 能 的 断层 线 的 每 一 条 至 
少 切 开 两 张 骨牌 . 因此 至 少 应 有 20 张 骨牌 .但 有 6X6 方形 的 面 
积 仅 为 36, 而 20 张 骨牌 的 面积 却 为 40, 这 就 产 牛 出 矛盾 ! 故 不 
太 在 有 此 性 质 的 6X6 方形 . 

注 ;pXg 人 建 形 可 用 上 骨牌 拼 成 日 无 断层 线 , 当 月 公 当 (1) pq 
是 偶数 ; {2)p 之 5,g 宇 5; (3}(p,g) 关 (6,6). 

29. dlas az —b bo bo 二 第 阵 中 所 有 元 素 的 乘积 . 设 a1 十 
bas Tb 二 二 Taz 十 区 5 一 0， 要 使 之 相 妆 抵 销 ， 各 数 中 的 正 数 
和 负数 必须 一 样 多 . 如 果 在 a, 中 及 个 仙 项 ,在 5 中 就 有 25 一 
i 个 负 项 . 数 nn 和 25 一 nn 的 奇偶 性 不 同 ,从 而 乘积 di "Hes 与 
站 De 的 符号 不 同 , 不 可 能 相等 ， 矛盾 ! 

30. 6x8x6 的 正方 恒 由 27 个 2x2x2 个 正方 体 组 成 . 如 
国际 象棋 棋盘 那样 把 这 些 正方 体 交 替 地 染 成 黑色 和 白色 . 14 个 
正方 体 是 黑 的 , 13 个 是 白 的 . 即 有 112 个 单位 正方 体 是 黑 的 ， 
104 个 单位 正方 体 是 白 的 . 任何 1X1Xx4 的 砖头 用 去 2 个 黑 的 
和 “个 和 的 单位 正方 体 ,53 抉 苇 要 用 106 个 白 的 单位 正方 体 . 
但 只 有 104 个 白色 的 单位 正方 体 , 
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31. 不 能 ,每 击 冰 球 一 次 ,三 角形 ABC 的 定向 政变 了 . 

32. 假定 可 以 不 用 1X1 的 块 , 把 各 行 的 方块 交 蔡 地 染 成 黑 
色 和 白色 , 即 第 一 行 都 黑色 ,第 二 行 都 白色 等 等 . 这 样 帮 格子 比 
卢 格子 雪 23 个 ,2X2 的 正方 形 盖 住 的 黑 格 和 白 格 一 样 儿 ,3X3 
的 正方 形 盖 住 的 黑 格 比 白 格 宪 3 个 . 因此 黑 格 数 与 白 格 数 的 差 
被 3 整除 ,但 23 不 被 3 整除 . 因此 这 假设 是 错 的 . 所 以 至 少 要 用 
一 个 1X1 小 块 . 实际 构造 可 证 明 一 个 1X1 小 块 就 够 了 . 把 1X 
1 小 堵 放 在 中 央 ,把 其 余部 分 分 成 四 个 节 和 11 的 矩形 . 每 个 12 
X11 眶 形 可 以 用 -一行 86 个 2X2 的 块 及 三 行 各 4 个 3X3 块 来 填 
满 ， 

33. 不 行 , 在 走动 时 , 面 的 顶点 和 中 心 是 交替 地 经 过 的 .但 
一 个 正方 体 有 8 个 顶点 和 86 个 面 . 这 恰好 就 是 问题 11. 

34. 如 图 2.25 把 棋盘 染 成 四 种 颜 
全 a.b,eud. 每 个 a 格 必 前 有 < 格 成 后 生生 和 中 
洽 一 个 < 格 . 图 中 a 格 与 c 格 个 数 相 
等 ,它们 必须 全 在 一 条 闭路 上 .为 了 到 so 
达 所 有 方 格 ,我 们 必须 避免 b 格 与 c 格 2.25 
连 在 一 起 . 当 某 一 跳 从 某 个 c 格 跳 到 一 个 4 格 时 ,如 果 不 先 跳 到 
另 一 个 < 格 的 话 ,是 不 可 能 跳 回 到 a 格 上 的 . 如 真 的 存在 一 条 马 
的 闭路 ,就 说 明 c 格 的 个 数 必 比 a 格 要 多 . 矛盾 1 而 在 4X3 的 
棋盘 上 有 8 条 开 的 (而 非 闭 的 ?路线 可 殿 马 走 电 每 个 方 格 和 从 好 各 
一 次 . 试 找 出 这 8 条 路 线 来 ， 

35. 考虑 正六 边 形 及 其 中 心 . 

36. 在 球 内 必 内 接 正二 十 面体 . 从 对 它 的 面 上 的 三 角形 (的 
顶点 ) 用 双色 染色 出 发 ,不 论 怎么 染 下 去 ,在 上 距离 2( 没 着 边 ) 时 
总 有 成 正三 角形 的 二 个 点 是 同色 的 ， 

37, 设 mr 和 nn 部 是 悄 数 ,每 隔 一 条 把 一 个 坚 条 染色 ,在 留 下 
部 分 已 不 能 旋 1. 形 的 三 块 拼 板 了 ., 我 们 证 明 染 色 的 块 数 不 能 更 
少 了 . 的 确 ,可 以 把 矩形 分 成 wan/4 个 2X2 的 方块 ,在 每 个 方块 


时 


中 董 少 要 染色 两 块 . 答案 是 mmy72. 

设 是 偶数 ,m 是 奇数 , 在 奇数 的 这 个 方向 每 隔 一 条 把 一 条 
全 部 染色 (每 一 条 是 偶数 上 块 , 共 染 (m 一 1)72 条 ) ,我们 证 明 染 
得 更 少 就 不 够 了 . 确实 ,在 这 和 矩形 中 可 切除 掉 nfm 一 1)/4 全 2X 
2 方块, 其 中 的 每 个 方 亿 中 至 少 有 两 小 块 要 染色 , 这 时 答案 为 
ntm—1) /2, 

设 m 和 + 都 是 奇数 , 且 # 宇 m. 因为 两 个 方向 都 是 奇数 , 取 
-个 能 更 节省 染色 块 的 方向 . 如 此 一 共 染 了 (mwm 一 1)/2 条 工 Xp 
的 带子 . 我 们 证 明 不 能 染 得 更 少 , 切 下 一 个 大 工 形 , 留 下 一 个 (im 
一 2)X tn 一 2) 的 矩 形 , 大 1 形 可 以 切 成 (1m 十 n 一 6)/2 个 2X2 
块 及 一 个 3X3 的 方形 少 一 个 角 . 在 2X2 方块 中 必须 染 (m 十 用 
一 他 坪 ,在 3X3 和 矩形 缺 一 个 角 的 小 工 形 中 蒜 少 要 染色 3 块 . 用 
归纳 法 可 得 到 答案 ntm 一 1)/2, 

38. 设 m 和 和 n 是 两 个 拍 数 . 我们 权证 明 ma 是 白 数 . 设 上 是 
个 黑 数 , 则 mm 十 是 黑 数 ,mn 十 kr 二 Cm 十 5 是 户 数 ,kn 是 白 
数 . 如 果 ma 是 黑 数 , 刚 mn 十 kn 是 黑 数 , 这 了 矛盾 就 证 明了 mn 是 
白 数 ， 

设 上 是 最 小 的 所 数 , 从 前 面 的 结果 可 得 出 结论 ,所 有 上 的 倍 
数 都 是 白 数 . 下 证 没有 别 的 饭 数 . 设 w 是 个 自 数 ,把 ”写成 路 十 
rr; 其 中 0 委 r<. 如 x 关 0; 则 因 瑟 是 最 小 的 白 数 ,r 是 黑 数 ,因而 
忽 十 > 是 黑 数 , 这 证 明了 所 有 白 数 都 是 的 倍数 . 
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-个 成 功 的 做 研究 的 数学 家 掌握 着 一 批 简单 而 又 应 用 广泛 
的 ,富有 启发 性 的 原理 ,并 反复 运用 它们 : 这 些 原理 并 不 属于 某 
一 学 科 但 却 可 用 于 数学 的 所 有 分 支 , 通常 他 并 不 明显 地 表达 但 
下 意识 地 知道 它们 , 这 些 原理 之 一 的 不 变量 原理 在 第 1 章 中 已 
讨论 过 , 只 要 问题 中 有 变换 或 可 以 引进 一 个 变换 ,就 可 以 用 这 原 
理 , 如 果 你 有 一 个 变换 ,请 寻找 不 变量 ! 本章 中 我 们 讨论 极端 原 
理 , 它 确实 普遍 可 用 ,但 并 不 容易 识别 , 因而 需要 训练 . 它 也 叫 变 
分 法 , 它 经 常 可 得 出 极为 简短 的 证 明 ， 

我 们 要 证 明 存 在 具有 某 种 性 质 的 对 象 . 极端 原理 告诉 我 们 
去 找 使 某 果 数 最 大 或 最 小 的 对 象 . 对 于 所 得 到 的 对 象 , 通 过 证 明 
微小 的 扰动 ( 变 分 ) 将 使 该 函数 继续 增加 或 减少 ,就 表明 它 具 有 
所 希望 的 性 质 , 如 果 有 几 个 最 佳 的 对 象 , 用 哪 一 个 通常 是 无 关 紧 
要 的 . 此 外 , 极端 原理 常常 是 构造 性 的 , 它 给 出 构造 该 对 象 的 
算法 . 

我 们 将 通过 解 17 个 几何 .图 论 、. 组 合 和 数论 的 例子 来 学 习 
极端 原理 . 但 先 向 读者 提醒 三 件 熟知 的 事实 ; 

(a) 每 个 非 负 整 数 或 实数 的 有 限 非 空 集 A 有 最 小 的 元 素 
minA 和 最 大 的 元 素 maxA， 

(b) 每 个 正 整数 的 非 空子 集 有 最 小 的 元 素 . 这 叫做 良 序 原 
理 , 它 等 价 于 数学 归纳 法 原理 ， 

(c) 实数 的 无 限 集 4 不 一 定 有 最 小 或 最 大 的 元 素 . 如 果 A 


解决 问题 的 葬 用 


是 有 上 界 的 , 则 它 有 最 小 的 上 界 supA(A 的 上 [ 确 界 ). 如 果 A 是 
有 下 界 的 , 则 它 有 最 大 的 下 界 infA(A 的 下 确 界 ). 如 果 supAE 
4, 风 sup4 王 max4, 部 果 infAEA, 则 infA 二 minA. 

例 1 (a) 一 个 平面 被 nn 条 直线 最 多 分 成 几 部 分 ? (DD) 空 
间 被 nn 个 平面 最 多 分 成 几 部 分 ? 

解 , 我 们 分 别 把 (a), 《中 的 数 记 为 户 及 s,. 初学 者 会 用 递 
排 法 来 解 . 要 想 求 pi1 一 fp,) 及 54 二 gls,) ,实际 上 ,在 nn 条 
里 线 ( 平 面 ; 上 再 加 进 一 条 直线 (平面 ;时 ,容易 得 到 

Pu = pnt ly,s,r = 8, p,, 

这 个 方法 没有 错误 ,因为 如 我 们 下 面 会 看 到 的 , 递 排 是 个 可 广泛 
应 用 的 基本 思 概 . 伍 有 经 验 的 解 题 者 会 试图 用 自己 的 头脑 来 解 
决 这 个 问题 . 

在 (a) 中 我 们 有 个 计数 的 问题 , 计数 的 一 个 基本 原理 时 一 一 
对 应 , 第 一 个 问题 是 :是 否 可 以 把 平面 的 户 部 分 双 射 到 一 个 较 


易 计数 的 集合 ? = 条 直线 的 交点 有 | ”) 个 ,但 每 个 交点 恰好 是 一 


个 块 的 最 深 点 (极端 诛 理 !) ,因此 有 |(”} 个 块 有 最 深 志 , 没 有 最 


琛 点 的 块 是 下 面 无 措 的 , 这 ?条 线 把 (我们 引进 的 ) 水 平 直线 
切 成 # 十 1 段 (图 3.1) ,这 些 下 无 界 的 
块 可 以 与 这 些 线段 对 应 ,这 样 有 na 十 1， 


也 即 [ 。) 十 ( ) 个 坪 没 有 最 深 点 , 所 以 
平面 总 共 被 分 成 | 
1 
Po 全 
块 
Cb) 空间 中 三 张 平面 作出 一 个 点 ,共有 | ) 个 顶点 . 每 个 项 
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点 恰 是 空间 的 一 个 块 的 最 深 点 ,因而 有 (”] 个 块 有 最 深 点 . 而 没 
有 最 深 点 的 每 一 个 块 把 一 个 水 平平 面 记 切 成 p 部 分 ,所 以 空间 


分 成 的 块 数 是 
“(0+ (tl 


例 2 和 例 1(b) 的 继续 , 设 w 宇 5, 证明 在 空间 的 5 块 中 ,至 少 
有 (2n 一 3)/ 生 个 四 面体 . {HMO 1973) 

给 出 结果 使 问题 简化 了 很 多 . 有 经 验 的 解 题 者 常常 能 从 结 
果 猜 出 解 题 的 途径 . 

设 志 是 空间 的 5 拨 中 四 而 体 的 个 数 . 我 们 要 证 吉之 522 一 
3) /4. 

分 子 的 解释 :nm 个 平面 的 每 一 个 上 都 至 少 放 有 两 个 四 面体 ， 
而 在 三 个 例外 的 而 上 上 只 有 一 个 四 面体 . 

分 母 的 解释 ;每 个 四 面体 计算 了 四 次 ,对 每 个 面 都 算 了 一 
次 ,因而 要 除 以 4. 

由 这 些 提示 的 原则 就 容易 找 出 证 法 . 设 s 是 # 个 平面 之 一 . 
它 把 空间 分 成 两 个 半空 间 日 |, Hs. 至 少 有 一 个 半空 间 ( 例 如 
Hi) 含 有 顶点 ( 即 所 给 而 中 三 个 面 的 交点 ),， 在 H 中 取 与 e 路 
离 最 小 的 顶点 局 (极端 原理 ),D 是 平面 syez， Dp 
5 的 交点 . 这 时 ey,ei ,e2183 决定 了 一 个 四 面体 
T=ABCD( 图 3.2) ,其 余 "一 4 个 平面 不 会 与 De 
T 相 截 (如 果 平 面 s 与 相 截 ,e' 至少 与 AD， B 
BD.,CD 之 一 相交 于 点 人 @, 它 与 6 的 距离 比 DD 
与 e 的 距离 更 小 . 矛盾 1). 所 以 工 是 nn 个 平面 图 3.2 
所 确定 的 一 个 四 面体 . 

这 对 于 x 个 平 而 中 任何 一 个 平面 都 对 . 如 果 在 一 个 平面 的 
两 侧 都 有 顶点 ,就 至 少 有 两 个 四 而 体 ( 指 它们 的 某 个 面 ) 在 该 平 
面 上 . 


剩 下 要 证 明 的 是 ， 在 交 个 平面 中 至 多 只 有 三 个 平面 使 得 所 
有 顶点 都 在 该 平面 的 同一 侧 . 


C 
我 们 用 反 证 法 . 如 果 这 样 的 平面 有 四 
个 ,这 四 个 面 El 4 它 ?Et 界 出 一 个 四 面体 4 
ABCD( 图 3.3). 因为 1 之 5 另外 还 有 平面 


s, 它 不 会 与 四 面体 的 六 条 楼 都 相交 , 设 它 | 
与 BA 的 延长 线 交 于 点 王 , 则 日 和 五 在 平 | 
面 ACD 的 两 侧 . 矛盾 ! 
例 3 平面 上 有 nn 个 点 ,其 中 任何 三 点 都 成 为 面积 所 ] 的 三 
角形 , 证明 :所 有 nn 个 点 在 一 个 面积 所 4 的 三 角形 内 


解 :在 个 点 的 ("个 三 点 组 中 , 取 一 个 三 点 组 4,B,C 合 
和 A4BC 有 最 大 面积 下, 显然 F<1. 过 A,B,C 作对 边 的 平行 线 ， 


得 到 -= 角形 A1B1C , 它 的 面积 F Ce 
一 4F< 雪 4. 我 们 证 明和 人 4 BC 包 Fr 
合 所 有 7 个 点 . 8 


假定 有 一 个 点 PP 在 人 A1BiC 
外 , 则 人 和 ABC 与 P 至 少 在 A1B， 
BiCCA: 的 某 条 线 的 两 侧 . 设 站 | 全 Bl 
是 在 BIC 的 两 侧 , 于 是 ABCP 
的 面积 比 A4BC 大 ,这 与 ABC 
面积 最 大 的 假设 矛盾 (图 3.4). 

` 例 4 在 平面 上 有 2n 个 点 ,其 中 无 三 点 共 线 . 这 些 点 中 悦 
有 nn 个 是 农场 :FF 二 {Fi,Fo,*' ,FF ), 男 个 是 水 并 :W 三 {Wi， 
Ws，…*，W,) ,打算 从 每 个 农场 议 一 条 直路 到 一 口水 并 . 证 明 : 可 
以 在 水 并 和 农场 间作 一 个 双 射 ,使 得 性 何 两 条 直路 都 不 相交 , 即 
对 应 的 农场 与 水 并 所 联结 的 线段 是 不 相交 的 ， 

解 : 考 虑 FW 的 任何 双 射 六 如 果 从 每 个 下 联 一 条 直线 
段 到 fF ) ,就 得 到 一 个 道路 系统 , 存 所 有 n1 个 道路 系统 中 ,我 
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们 选取 道路 总 长 最 小 的 系统 . 假定 这 系统 中 有 相交 的 线段 下, 开 ， 
种 户 W( 图 3.3), 用 FW 和 下 ;Ws 代替 这 
两 条 线段 ,由 三 角形 不 等 式 , 总 的 路 长 将 减 
小 . 所 以 ,总 长 最 小 的 道路 系统 中 没有 相交 
的 道路 . 

例 5 设 全 是 平面 上 的 点 集 . 且 中 每 个 WW Wi 
点 是 但 中 另 两 个 点 的 中 点 , 证 明 : 介 是 无 限 图 35 
集 . 

证 法 一 :假定 如 是 有 限 集 , 如 中 有 点 离 最 天 的 两 点 点 ,B. 了 
是 CD 的 中 点 (CDPED), 图 3.6 表 明 |ACI> ce 


FY 
1AB| 或 |AD| 半 |AB|, 8 
证 法 二 :我 们 考虑 02 中 最 左面 的 点 ( 即 在 4 


坐标 系 中 z 坐标 最 小 的 点 ,可 能 有 几 个 ) ,其 D 
中 最 左下 方 的 点 记 为 M. M 不 会 是 9 中 两 个 图 3.6 
点 丰 及 B 的 中 点 ,因为 {A,B} 中 的 一 个 点 或 在 M 点 的 左面 ,或 
在 M 的 下 面 . 

例 6 在 任 一 凸 五 边 形 中 总 有 三 条 对 角 线 可 以 组 成 三 角形 , 

解 :图 3.7 表示 一 个 凸 五 边 形 ABCDE. p 
设 BE 是 最 长 的 对 角 线 , 由 三 角形 不 等 式 可 上 E C 
推出 | BDI 二 |CE|>>|BE| 十 1CD| 光 1BE1. 
即 由 BE,BD,CE 可 作出 一 个 三 角形 . 总 8 

例 7 在 每 个 四 面体 中 ,总 有 同一 顶点 处 
的 三 条 楼 可 作成 三 角形 . 

解 : 设 AB 是 四 面体 ABCD 的 最 大 边 . 因为 (|ACI 十 14D| 
— [AB|)+(CBCIT+|BDI—|1BA|)=(|AD| 二 + |BD|—1AB|} 
十 (|ACI 十 1BC| 一 1ABD) 半 0,; 从 面 ,或 者 |AC| 十 1ADI 一 |AB| 
>>0 或 者 1BC| 十 1BD| 一 |AB| >0. 无 论 在 哪 种 情形 ,总 有 同一 
顶点 处 的 三 条 楼 可 作成 一 个 三 角形 . 

例 8 平面 上 每 个 格 点 处 都 标 有 一 个 正 整 数 , 且 每 个 数 都 


A 


力 3.7 


是 它 轨 个 分 数 ( 上 .下 . 左 , 右 的 四 数 ) 的 算术 平均 数 . 证 明 ; 所 有 
标 出 的 数 都 相 苇 . 

解 ; 考 虑 最 小 的 标 出 的 数 ms, 设 上 是 标 有 mm 的 格 点 , 它 相 邻 

点 土 标的 数 为 abycyd, 则 m==ta 十 pb 十 ec 十 d)/4, 即 

a 二 pTctd = dm. ‘1) 
现 有 4 之 m. 之 m,c 之 mm,dd 之 m, 如 果 这 些 不 等 式 中 有 一 个 是 下 
格 的 ,就 有 a 二 5 十 cc 十 dd 站 drm, 它 与 (1) 式 矛盾 . 于 是 a 一 pb 一 c= 二 4 
三 2h, 由 此 可 知 所 有 标 出 的 数 都 等 于 m. 

这 是 一 个 十 分 简单 的 问题 , 把 正 整 数 换 成 正 实数 就 成 为 很 
难 的 问题 . 困难 在 于 正 实数 的 集 未 必 有 最 小 的 元 素 . 而 对 正 整数 
来 说 , 良 序 原理 就 保证 了 有 最 小 元 . 对 正 实数 来 说 这 结论 仍 成 
立 , 但 我 不 知道 初等 的 证 法 、 

例 9 没有 正 整 数 的 四 数组 (Try yyzya 使 得 

十 二 3( 站 十 二 
解 : 假 定 有 这 样 的 四 个 数 存在 ,我 们 取 使 x 十 y 最 小 的 一 
给 解 . 设 (a,b,c,qd) 是 所 选 的 解 . 于 是 
a =3te Td}=>3 a t= |a, 
3 一 3al ,0= 30， 
于 十 六 一 8 十 页 ?一 3 十 时) 
> d=3(gi 十 太 )， 
由 此 我 们 就 找 天 了 新 的 解 (cyd ays61)， 且 让 十 柜 < 之 a? 十 所, 艺 
盾 ! 

我 们 用 到 了 3|a’ 十 站 =331a,315 这 个 事实 ,请 证 上 明 . 在 处 理 
元 穷 弟 降 时 将 回 到 类 似 的 例子 . 

例 10 由 Sylvester 在 1893 年 所 提出 的 Sylvester 问题 于 
1933 年 由 Galiai 用 极 繁 的 方法 解决 ,而 在 1948 年 L. M. Kelley 
用 极端 原理 仪 几 行 就 证 出 了 . 

平面 的 有 限 点 集 S 有 如 下 性 质 ; 尾 何 过 其 中 两 点 的 直线 必 


和 这 二 相 扫 


解 :假定 这 些 上 总 不 是 共 线 的 , 在 直线 及 不 在 这 线 上 的 点 马 
所 成 的 诸 对 (zz, 二 ) 中 , 取 使 请 到 工 的 距离 a 最 小 的 一 对 . 设 了 是 
六 到 L 的 垂 线 的 垂 足 . 由 假设 ,L 上 至 少 有 三 个 点 a,b 和 和 c. 由 此 
其 中 总 有 两 点 {例如 a 和 和 如) 在 了 的 同 侗 {图 3.8). 设 5 比 a 离 了 
更 近 . 于 是 b 到 直线 ap 的 踪 离 比 & 更 小 . 下 慎 ! 
p 
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例 11 Sikinia 州 的 每 条 路 都 是 单行 道 , 每 两 个 域 市 间 恰 有 
一 条 路 .证 明 丰 在 一 个 这 样 的 域 市 ,从 另外 每 个 城市 或 者 可 直接 
到 该 城市 ,总 者 可 经 过 至 多 另 一 个 城市 而 到 达 该 域 . 

解 :对 每 个 城市 ,计算 适 到 这 城市 的 道路 数 , 其 中 最 大 的 数 
是 mm, 而 设 好 是 达 玫 这 个 数 的 城市 , 记忆 为 有 直路 通 到 M 的 mm 
个 城市 的 集合 . 设 民 是 除 M 及 My 
中 城市 外 的 所 有 城市 的 集合 . 如 站 fi 
果 民 二 位 ,结论 当然 成 立 . 如 果 六 
ER, 则 有 EED 使 有 踏 久 一 E-* 
M. 因 若 不 存在 这 样 的 三 , 则 从 MI 
及 所 有 DD 中 的 城市 都 有 直路 到 “ 
X, 妈 有关 十 1 条 路 通 到 X. 这 与 图 3.9 
对 怕 的 假设 相 齐 盾 . 这 样 ,每 个 进入 的 道路 数 最 大 的 城市 都 满 
足 本 题 的 条 人 忻 ( 图 3.9). 

例 13 xnXnXn 衬 盘 上 前 不, 束 然 ,能 控制 XP 棋盘 的 最 
少 的 不 的 数目 是 .但 能 控制 nXnXn 棋 盐 的 最 少 的 看 的 数目 
民 。 证 什么 呢 ? 


许 决 占用 的 区 时 


解 ; 我 们 试图 从 小 的 nn 来 猜测 结果 . 但 先 要 有 好 的 在 空间 中 
放置 车 的 表示 法 . 在 wXn 方形 上 放 n 层 ,每 层 wnXnXx1 个 ,并 用 
1,2,"，,n 表示 各 层 . 车 就 放 在 mn 方形 中 ,但 数字 表示 该 车 所 
在 的 层 数 . 图 3.10 给 出 狂 测 
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现在 来 进行 证 明 . 设 在 该 棋盘 的 wi* 个 立方 体 中 放 有 民 个 
车 ,使 它们 能 控制 整个 棋盘 . 取 车 的 数目 最 少 的 一 层 上 ,可 设 L 
就 是 与 .rs 平面 平行 的 那 一 层 , 设 工 这 层 中 有 + 个 车 . 假定 这 1 
个 车 在 zf - 方 同 控制 了 1 行 ,又 在 心 - 方 向 控制 了 2 行 . 可 说 4 
之 训 . 显然 有 t 之 i111 之 42. 在 上 这 一 层 中 ,这 些 车 不 能 控制 (x 一 
0 一 扣 ) 个 格子 . 这 些 格子 必须 由 x;- 方 向 来 控制 . 我 们 考虑 
与 -1323 平面 平行 的 那 n 层 . 其 中 不 含 上 中 车 的 wn 一 + 层 中 至 少 
有 (tn 一 t1)(n 一 f2) 个 车 ,而 其 余 的 1， 层 的 每 层 中 至 少 有 :个 车 
(由 上 的 到 法 ?因而 我 们 有 


Rat tnt) tt f+ > 


右边 在 为 偶数 时 取 最 小 值守 ,在 4 为 奇数 时 取 最 小 值 (六 十 
1)/2. 易 见 这 数目 既是 必须 的 ,也 是 充分 的 , 图 3.11 给 出 了 证 明 
~ 上 5 六 — 


和 3 章 -李冰 原 浊 


的 提示 . (MM 1965,AUO 1971,IM( 1971) 


注 : 控 制 2 关 zXm 关 下 棋盘 或 更 南 维 棋盘 的 确切 的 最 少 车 数 
看 米 尚 不 知道 . 好 的 上 界 也 是 受 欢迎 的 . 


4513 十 十 十 


图 3.11 


例 13 七 个 小 颖 人 坐 在 国 桌 边 ,每 个 面前 有 一 个 杯子 ,有 
的 杯子 中 有 和 牛 怒 ,总 共有 3 升 牛 奶 . 其 中 一 个 小 禾 人 把 他 的 牛奶 
均匀 分 戚 六 份 倒 入 另 六 个 杯子 , 按 并 时 币 方 向 每 个 小 敌人 都 依 
次 这 样 做 , 在 第 七 个 小 乱 人 这 样 做 了 之 后 ,每 个 杯子 中 的 牛 怒 者 
和 开始 时 一 样 多 , 求 每 个 标 子 中 开始 时 牛奶 的 量 . (AUO 1977， 
八 年 级 ) 
解 : 共 53 名 八 年 级 学 生 都 猜 出 了 正确 的 管 案 是 6/7,5/7， 
477 377 277,177,0 升 ,由 不 变量 很 容易 猜 出 结果 . 每 次 分 牛奶 
的 操作 只 是 使 结果 转 了 一 下 , 但 只 有 九 个 学 生 证 明 管 案 是 唯一 
的 , 解答 很 灵巧 ,并 只 要 几 行 . 但 我 们 仍 采用 以 一 般 原 理 即 家 端 
原理 为 基础 的 解法 . 
设 第 i 个 矮人 在 分 他 的 牛奶 之 前 有 的 最 多 的 牛奶 量 是 xx,， 
其 中 近 克 的 牛奶 的 量 最 多 ,为 x. 在 他 右面 的 人 的 牛奶 的 量 依次 
为 1 迈克 从 第 : 个 小 昂 人 那里 得 到 Xi/6, 于 是 我 们 
有 
= 二 x? 一 十 福 s fre C1) 
其 中 -msi 一 12 6), 如 果 有 一 个 式 子 的 不 等 号 成 立 ,就 不 


扒 决 忆 攻 的 生生 


会 有 等 式 (1). 从 而 -一心 一 … 一 必 一 民 其 每 个 小 矮人 人 要 分 出 
去 的 牛奶 数量 都 相同 . 由 此 容易 推出 ,开始 时 牛奶 的 分 布 为 0， 
xy6,2r76,37r76.4776,5r76,6zr76. 由 于 总 和 是 3 升 , 即 知 一 
677. 

例 14 国会 的 每 个 议员 至 多 有 三 个 数 人 ,证 明 : 可 以 把 他 
们 分 在 两 个 房间 中 ,使 得 每 个 议员 在 他 所 在 的 房 中 至 多 有 有 一 个 
笋 人 ， 

解 :考虑 所 有 把 议员 分 到 两 个 房 中 的 分 法 . 并 计算 每 个 议员 
在 他 所 在 的 房 中 的 敌人 人 数 的 总 和 E, 使 玉 最 小 的 那 种 分 法 就 有 
所 要 求 的 性 质 , 实际 上 ,如 果菜 个 人 在 他 的 房间 中 至 少 有 两 个 敌 
和 人 ,那么 他 在 如一 个 房间 中 至 多 有 一 个 敌人 , 把 他 放 到 另 一 个 房 
中 束 可 使 最 小 的 王 肯 减 小 , 即 得 了 矛 壬 ， 

在 第 1 章 中 我 们 已 用 不 变量 原理 的 一 种 , 称 之 为 非 负 整数 
下 降 数 列 的 有 限 性 原理 解 过 这 一 问题 . 因此 极端 原理 是 与 不 变 
节 了 原理 有 关联 的 . 

例 15 有 是否 能 取出 1983 个 两 两 互 不 相同 县 二 100 000 的 
正 整 数 , 司 得 其 中 任何 三 个 数 不 组 成 等 差 数 列 ?(IM(O) 1983) 

在 这 问题 中 已 没有 对 解法 的 任何 提示 . 因此 我 们 必须 重新 
找 出 它们 , 我 们 要 用 一 种 策略 性 的 思想 来 得 到 初步 的 线索 , 我 们 
构造 一 个 紧凑 的 .没有 三 项 成 等 差 数 列 的 数列 , 这 里 ,极端 原理 
帮助 我 们 找到 一 种 算法 , 我 们 用 所 谓 的 贫 禁 算法 ;从 最 小 的 非 负 
整数 0 开始 ,每 一 步 如 上 最 小 的 不 与 前 商 的 两 个 数 成 等 差 数 列 
的 整数 , 我 们 得 到 

e 0,1( 把 它 平移 3) 

e 0,1,3,4( 把 它 平 移 9) 

es 0,1,3,4,9,10,12,13( 把 它 平 穆 27， 

® 0,1,3,4,9,10,12,13,27,28,30,31,36,37,39,40( 把 它 
平移 81).， 

我 们 得 到 一 个 很 有 规律 的 数列 ,3 的 短 次 提示 我 们 用 三 进 


第 3 午 : 才 寺 蒜 理 


制 . 因此 我 们 用 三 进 制 写 这 个 数列 ,得 到 
.1,10,1],100,101,110,.111,1000,.*: 

这 头 提 示 了 两 进 制 , 我 们 猜测 所 构造 的 数列 是 由 没有 数字 
2 的 三 进 制 数 所 组 成 , 另 一 个 猜测 是 ,如 果 把 二 写成 二 进 制 ,把 
这 数 作为 二 进 制 来 读 ,就 得 到 数 a;, 对 我 们 这 题 的 解答 是 

aisaa 一 CiTiTioiTiTD = 1111011i111), =87 和 4 44。 

我 们 队 的 六 个 队员 中 ,五 个 人 给 出 了 这 个 答案 ,也 许 是 因为 
在 训练 中 我 简短 地 叙述 过 贪 禁 算法 , 它 是 一 种 很 好 但 未 必 是 最 
性 解 的 构造 原则 . 这 是 极端 原理 的 各 种 形式 之 一 . 

例 16 每 个 廿 nt 边 形 (n 守 3) 中 总 有 三 个 相继 的 顶点 六 ,BB， 
CC 使 和 4BC 的 外 接 辆 覆盖 了 整个 nn 边 形 ， 

在 通过 7 边 形 的 三 个 顶点 的 有 限 多 个 贺 中 ,总 有 最 大 的 辐 ， 
于 是 这 问题 可 分 成 两 部 分 ， 

(a) 最 大 圆 蓝 盖 了 = 边 形 ; 

(hb) 最 大 辆 过 三 个 相继 的 顶点 . 

我 们 用 到 证 法 证 (a). 假定 六 在 最 大 圆 八 ABC 的 外 接 图 之 
外 , 且 ABCA' 是 凸 四 边 形 , 出 AAA BC 的 外 接 圆 的 半径 比 
入 ABC 的 外 接 圆 半径 大 . 蔬 手 1 

， 我 们 也 用 反 证 法 证 (b), 设 4A,B,C 蚌 在 最 大 轩 上 的 顶点 ， 
A 是 B,C 之 间 的 不 在 最 大 圆 上 的 看 点 , 由 (3) 知 它 在 圆 内 , 伍 那 
样 的 话 , 八 A'BC 的 外 接 圆 比 最 大 圆 更 大 . 矛盾 1 

例 二 nv2 对 任何 正 整数 都 不 是 整数 . 

我 们 用 以 极端 原理 为 基础 的 一 种 有 广泛 应 用 的 证 法 , 设 S 
蚌 所 有 使 n v2 为 整数 的 正 整数 5 的 集合 . 若 S 不 空 , 则 有 景 小 元 
k. 大 虚 {Y2 一 1)&. 于 是 

(Y2— DRY2=2k—kY2 
因为 ES; (y2 一 1)k 和 弦 一 2 都 是 正 整 数 . 所 以 由 定义 知 
(2 一 DRES. 但 (2 一 1)h<<k. 与 上 是 S 的 最 小 元 的 假设 矛盾 . 


一 59 一 


亲 册 问题 的 策略 


内 而 $ 是 空 集 ,这 就 说 明 Y2 是 无 理 数 . 
问 题 


1. 在 例 1 中 ,证 明 平 面 的 p, 部 分 中 ,至 少 有 (2n 一 2)/3 个 
一 角形 . 

2. 在 平面 上 给 定 条 直线 (n 写 3), 其 中 无 两 条 直线 平行 ， 
对 任 售 两 直线 的 交点 ,至 少 还 有 男 - -直线 通过 这 交点 , 证 明 ; 所 
有 直线 都 过 同一 点 ， 

3. 如 时 平面 上 = 个 点 不 在 同一 直线 上 , 则 必 有 直线 恰好 过 
其 中 两 点 ， 

4. 从 若干 堆 石子 出 发 ,两 人 轮流 搬 动 石子 . 每 次 搬 动 是 把 
每 个 多 于 一 块 石子 的 堆 分 成 两 堆 . 最 后 搬 动 石子 的 人 获胜 . 对 于 
起 样 的 初始 情况 先 搬 者 获胜 ,他 的 致胜 策略 是 怎样 的 ? 

$. 是 否 存 在 一 个 四 面体 , 它 的 每 条 校 都 是 一 个 面 土 的 钝 角 
的 边 ? 

6, 证 明 :每 个 凸 多 面体 至 少 有 两 个 面 边 数 相同 . 

7. (2n 十 个 人 站 在 一 个 平面 上 ,互相 间 中 离 都 不 相同 . 每 
一 个 人 都 向 离 他 最 近 的 人 射击 .证明 ; (a) 至少 有 -一 人 存活 ; 
(hb 不 会 有 人 挨 五 检 以 上 se 子弹 的 路 线 不 会 相交 ;0d) 子 弹 的 
路 线 的 线段 不 会 洁 有 闭 多 边 形 ， 

8. 在 wnX” 棋盘 士 放 有 一 些 车 ,它们 满足 下 面条 件 :如 果 格 
子 ( 7 是 空 的 ,在 : 行 和 7 列 中 至 洗 有 2 个 车 . 证 明 ; 盘 上 至 少 
有 形 /2 个 车 . 

9. 一 个 物体 和 任何 平面 相 截 ( 如 果 相 截 的 话 )? 的 截 口 是 贺 . 
证 明 它 是 个 球 . 

10. 平面 上 一 个 闭 有 界 图 形 更 有 下 面 性 质 ; 更 中 任何 两 点 
都 可 用 都 在 更 中 的 半圆 联结 . 求 出 图 形 更 ( 西 德 提 给 1977 年 
IMO 的 不 ) 

11. 空间 中 必 个 点 中 无 四 点 共 面 , 某 些 点 之 间 联 有 线段 . 要 
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得 到 一 个 有 条 边 的 图 G. 
(a) 如 果 G 不 含有 三 角形 , 则 ks| 于]， 


Cb) 如 果 G 不 含有 四 面体 , 则 ks 到 


12. 一 个 星球 上 有 20 个 国家 . 在 任何 二 个 国家 中 ,总 有 两 
个 国家 是 没有 外 交 关 系 的 , 证 明 :这 星球 上 至 多 有 200 个 大 使 . 

13. 某 次 比赛 中 任何 两 个 参加 者 都 比赛 一 次 , 且 没 有 平局 . 
赛 后 每 人 列 出 {a) 输 给 他 的 人 ;(b) 曾 输 给 某 个 输 给 他 的 人 . 证 
明 ; 总 有 人 列 出 的 人 中 包括 其 他 所 有 人 . 

14. 设 〇 是 西 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 的 交点 . 如 果 
入 ABO, 入 BCO, 和 CDO, 入 DAD 的 周 长 都 相等 ,证 明 : ABCD 
是 莹 形 ， 

15. 在 一 条 圆 形 赛 道上 有 几 辆 完全 相间 的 车 ,它们 合 在 一 
起 恰 有 够 一 辆 车 跑 完 一 圈 的 汽油 . 证 明 :有 一 辆 车 能 在 它 绕 圈 的 
路 上 从 其 他 车 上 得 到 够 它 跑 完 一 圈 的 汽油 . 

16. 平 而 上 六 个 点 间 最 大 的 距离 为 M, 最 小 的 距离 为 m. 证 
明 :ApazV3， 

17. 一 个 立方 体 不 能 分 成 若干 个 大 小 不 等 的 立方 体 ， 

18. 空间 中 有 几 个 单位 球 ,在 每 个 球面 上 标 出 看 不 见 其 他 
任 一 球 的 所 有 的 点 .证 明 , 所 有 标 出 的 点 的 面积 之 和 等 于 一 个 球 
的 面积 . 

19. 在 平面 上 给 定 1 994 个 向 量 , 甲 乙 两 人 轮流 取 一 个 向 量 
直到 取 完 为 止 , 所 取向 量 的 和 的 长 度 较 小 者 输 . 先 取 者 是 否 有 不 
败 的 策略 ? 

20. 有 限 个 多 边 形 (不 一 定 是 凸 的 ?中 任何 两 个 都 有 公共 
点 . 证 明 ; 有 一 条 直线 与 每 个 多 边 形 有 公共 点 . 

21. 任何 面积 为 1 的 出 多 边 形 可 放 在 一 个 面积 为 2 的 矩形 
内 ， 


22. 平面 上 ?个 点 Ca 袜 3) 不 都 在 一 条 直线 上 .证明 : 存 在 一 
个 圆 经 过 其 中 三 点 ,县 在 这 圆 内 部 不 含有 所 给 的 点 . 

23. 在 人 4BC 的 边 4AB ,BC,CA 上 分 别 肥 点 Al,B1 ,0 ,使 
得 |44[ 委 1 188 | 所 1, CC | 过 二 证 明 : 入 ABC 的 面积 所 
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24. 平面 上 24 十 3 个 点 中 ,无 一 点 共 线 ,无 四 点 共 贺 . 证 明 ， 
可 以 取出 三 后 ;过 这 二 点 的 圆 恰 好 使 剩 下 的 2n 个 点 中 有 个 在 
圆 内 ,= 个 在 国外 ChNO) 

25. 考虑 平面 十 按 以 下 规则 的 走 法 . 从 点 P(xyy) 一 步 可 以 
走 到 下 面 四 点 之 一 :Er 十 2r DUOryy 一 2r) LT 一 2 y)， 
Rix 二 2y,y). 但 有 一 个 限制 , 寻 不 能 走 回 刚 离开 的 那个 点 . 证 
明 :从 点 (1,V2) 出 发 ,就 不 可 能 再 回 到 这 一 点 , (HM 1990) 

25. 用 极端 原理 解 第 1 章 的 例 8. 

27. 在 任何 15 个 沁 1 且 所 1 992 的 两 两 互 质 的 正 整 数 中 ,至 
少 有 ~… 个 质数 . 

28. 在 半径 为 1 的 圆 内 和 企 取 8 个 点 . 证 明 ; 总 有 两 点 的 距离 
小 于 工 

29. 平面 上 有 #4 个 点 , 标 出 以 这 点 中 任意 两 点 为 端点 的 所 
有 线段 的 中 点 . 证 明 :所 标 出 的 点 中 至 少 有 (2n 一 3) 个 不 局 的 点 . 

230. 棱锥 4 4 的 底 是 边 长 为 a 的 正 # 边 形 A1A;… 
A,. 证 明 ; 者 SA,A， = SA,A, 一 = SAA * 则 这 棱锥 是 
正 校外 . 

31. 在 一 个 球面 土 有 五 个 互 不 相交 的 闭 球 冠 ,它们 都 小 于 
半球 . 证 明 : 在 球面 上 有 两 个 对 径 点 不 在 任 --- 球 冠 上 . 

32. 求 方程 组 

TI T= 十 富 一 娃 ， 
Tr x ;tr = 
的 所 有 止 数 解 . 
— 627 一 


第 3 素 柜 贞 原理 


33. 求 方程 组 Cx 十 y) = 二 z, Cy 十 zx 二,(z 十 7 一 yy 的 了 所有 
实数 解 . 

34. 设 玉 是 空间 中 有 下 列 性 质 的 有 限 点 集 : 

(a) 互 不 在 一 个 平面 上 ;”(b) EE 中 无 三 点 共 线 . 
证 明 ; 或 者 王 中 有 五 个 点 是 凸 棱锥 的 顶点 , 且 棱 锥 内 无 王 中 的 
点 ;或 者 有 一 个 平面 恰 含 有 王 中 三 个 点 ， 

35, 六 个 圆 有 公共 点 A. 证 明 : 其 中 总 有 一 个 圆 包含 男 一 个 
圆 的 辑 心 (地图 心 在 那个 圆 内 或 加 同上 ). 

36. 在 一 个 圆周 上 取 1 个 点 并 作 所 有 联结 这 点 (中 的 两 
点 ) 的 菠 . 求 圆 盘 被 这 些 弦 分 成 的 堪 数 . 

37. 一 个 班级 有 30 个 学 生 , 每 个 学 生 在 班 上 有 同样 数目 的 
朋友 ,这 30 个 学 生 的 成 绩 依次 为 第 1 名 ,第 2 名,*…( 无 并 列 名 
次 ) 每 个 学 生 与 他 的 朋友 相 比 , 比 多 数 朋 友 成 绩 好 的 学 生 的 人 
数 的 最 大 值 是 多 少 ? (RO 1994) 

38, 若干 个 人 所 成 的 集合 S$S 有 下 列 性 质 . S 中 任何 两 个 人 如 
果 在 $S 中 朋友 的 个 数 相同 , 这 两 人 在 S 中 无 共同 的 明 友 . 证 明 : 
$ 中 有 一 个 人 恰好 在 $S 中 只 有 一 个 央 友 . ( 注 :S 中 假定 确 有 人 
是 朋友 . ) 

39. 傈 些 非 负 实 数 的 和 是 3, 这 些 数 的 平方 和 记 1, 证 明 ; 这 
些 数 中 可 取出 三 个 数 , 它 们 的 和 守 1. 

4. 在 纸 上 写 有 一 些 正 实数 , 它们 中 每 两 个 数 的 乘积 的 总 
和 为 1. 证 明 :总 可 以 去 掉 一 个 数 . 使 其 余数 的 总 和 比 v 2 小 . 

44. 在 是 nn 边 形 的 顶点 奸 共 放 有 mCm 语 nn) 块 石 块 . 每 一 步 
可 将 同一 项 点 处 的 两 块 石 子 称 到 它 的 两 个 相 仓 顶点 上 , 证 明 ; 如 
果 移 动 若干 次 后 石 块 的 分 布 与 开始 时 相同 , 则 移动 的 次 数 是 ? 
的 们 数 . 

42. 已 知 数 a yaseoan 及 中 ,让 都 是 1 172 ,1/n 
的 排列 . 及 a 十 外 莹 ez 二 大 六 全 之 司 二 包 . 证 明 : 对 于 户 一 1， 
,9 部 有 
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趣 决 问题 的 策 陪 


-和 
nr 十 万， > i : 


43. 在 一 条 引线 上 有 350 条 线段 . 证 明 ; 或 者 其 中 有 8 条 线段 
有 公共 点 ,或 者 有 8 条 线段 防 两 不 父 . (AU() 1972) 

44， “一 个 学 校 中 各 布 7 个 学 牛 , 每 个 学 生 在 田 阿 个 学 校 中 
有 十 1 个 熟人 ,证 明 ; 订 以 在 每 个 学 校 中 选 版 一 个 学 生 , 使 所 选 
的 一个 学 中 互相 认识 . 


解 答 


1. 用 例 2 的 想法 . 邳 里 处 理 了 更 复杂 的 空间 的 类 似 问 题 . 

2. 假定 不 是 所 有 的 直线 都 过 同一 点 ,考虑 所 有 的 交点 以 及 
每 个 交点 到 总 线 ( 指 所 给 直线 中 不 过 该 交 点 的 直线 ) 的 距离 的 最 
小 值 . 设 最 小 的 蝶 离 蚌 点 4 到 直线 上 的 距离, 至 少 有 :条 直线 经 
过 点 4A, 它们 与 1 交 于 B,C,D. 从 A 作 ! 的 重 线 AP. B,C,D 中 
有 两 点 在 己 的 一 侧 ( 可 能 有 一 点 就 是 疡 ). 设 C,D 在 P 的 一 侧 
且 |CP| 二 1DP|. 则 CC 到 AD 的 距离 小 于 A 到 ! 的 咏 离 .这 与 及 
点 上 的 最 法 矛盾 (这 一 论 诈 就 是 L.M. Kelley 所 用 的 }. 

3. 这 又 是 Sylvester 问题 的 另 -- 形 式 ， 

4. 设 我 先行 操作 , 它 完 全 依赖 最 大 的 一 堆 . 设 最 大 的 排 中 
有 局 块 右 于 ,只 要 AT>1, 就 可 以 操作 . 尝试 较 小 的 数目 会 表明 ， 
我 必须 占据 数值 MM 二 2 一 1 不管 对 手 如 何 行动 ,他 必定 会 留 下 
一 个 满足 
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的 数 倩 . 我 下 一 次 操作 时 .就 能 占据 M 一 天 一 1 这 个 数值 位 ， 
右 继 续 这 样 走 下 去 ,最 后 我 就 移动 到 =2 1 一 1. 孚 我 的 对 下 
因为 无 法 此 做 操作 . 他 就 输 了 . 因此 ,如果 -开始 M 不 是 形 如 
2 -1 的 数 , 遇 么 先 走 的 人 会 志 ， 

5, 全 4 是 面 .48C 的 最 长 边 . 于 是 (至 少 蚌 5 和 
BB. 因此 -A,B 部 是 锐角 . 
-- 一 pd 一 一 
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6. 设 下 是 边 数 最 多 的 面 ,其 边 数 为 m. 于 是 ,对 于 下 及 下 的 
邻 面 共 澡 十 1 面 , 边 数 只 有 3,4, 于 这 闫 一 2 个 可 能 . 因此 至 
少 有 一 个 数 出 现 一 次 以 上 . 

7. ta) 互相 问 的 距离 静 基 不 同 的 .于 是 有 两 个 人 及,B 之 间 
的 距离 是 最 小 的 . 这 两 个 人 是 互相 对 射 的 . 如 果 还 有 人 同和 或 
B 射 .总 有 人 幸存 ,因为 4 和 刁 用 了 一 果子 弹 . 否则 可 以 忽略 入 
及 召 , 这 样 我 们 将 面 对 同 样 的 问题 ,但 是 =” 换 为 ”一 1, 重复 上 述 
论证 ,或 者 找到 一 对 ,对 他 们 俩 发 射 了 一 耸 ; 或 者 最 后 剩 下 三 个 
大, 和 而 对 于 这 情况 tn 二 1) ,结论 是 显然 的 . 

(by 很 定 太 ,B,CD…: 向 了 射击 (图 3.12),AA 向 P 射击 而 
不 向 B 射击 ,- 帮 |AP| 达 iABl,B 向 P 射击 而 不 同 AA 射击 ,所 以 
1B8P| 过 |AB1. 因此 AB 是 三 角形 ABP 的 最 长 边 . 最 大 角 是 最 
大 边 的 对 角 , 从 而 YayY 记 BP.2Y 之 a 二 B,3y 之 atp 寺 YY 的 ， 
因此 任何 两 条 在 卫 点 相遇 的 子弹 路 线 之 间 的 夹 角 大 于 60 . 因 
为 6X60" 二 360", 至 多 有 五 条 子弹 路 线 可 在 P 点 相通 , 


丰 号 C B Dp 
E B 
P s 有 
《 A DD i 
图 3.12 3.13 3.14 


(ec) 假定 二 射 癌 卫 的 子弹 和 C 射 癌 也 的 子弹 相交 (图 3.13) 
则 |AAB| 一 | AD，(CD 过 1CB 由 此 14BI 二 1CDI<14DI 士 
[了 | 男 一 广 面 由 一 霄 形 不 等 式 .14S| 十 |SDI 全 14D| ,1BS| 十 
1S6 BC 二 148B8+ICDI14DPI 十 BC 矛盾 ! 

cd) 上 腿 定 有 财 多 边 形 ABCDE*…MN( 图 3.14). 设 IAN | 过 
和 天 是 离 4 起 近 的 点 ; 则 1ABl 二 BC BC 去 CD1， 
ID DER MNIsNA| 即 1ABI< NA |. 矛盾 1 而 


解决 问题 的 菜 赂 


1AN| 守 14B| 也 会 导致 予 盾 . 

8. 在 2n 个 行 总 列 中 ,电车 数 最 少 的 , 设 是 某 一 行 , 设 记 是 这 
行 中 车 的 个 数 , 如 果 & 空 了 , 则 每 一 行 中 至 少 有 w/2 个 车 ,在 盘 
上 至 省 有 人 避 个 车 . 奉天 nn72, 这 一 行 中 茶 少 有 nn 一 上 个 空格 ， 
在 这 些 空格 的 列 上 至 少 有 (Gx 一 上 )? 个 车 , 其 余 的 天 列 中 至 少 各 
有 个 车 . 从 而 在 棋盘 上 人 至少 有 


Cn) 十: 
个 车 , 我 们 要 证 明 这 个 数 大 于 或 等 于 六 7/2. 而 
{hi A 在 革 俏 ; 
< < (7 十 1)2， 若 有 nn 奇 ， 


诊 在 性 ;在 nn 是 展 数 ,就 在 黑 格 中 放 nw/2 个 车 ; 若 n 是 奇数 ， 
与 和 角 上 方 格 启 色 的 有 GE + 1):2 块 ,在 这 些 辣 色 方 格 中 都 放 车 . 

9. 最 简短 的 证 法 如 于 . 考虑 这 物体 的 最 大 蚁 , 即 任何 两 点 
所 联 线段 中 长 度 最 长 寿 . 过 这 根 弦 的 任何 截 口 是 圆 .这 条 荡 就 是 
百 径 ,否则 那个 圆 及 物体 将 有 更 大 的 粥 . 区 而 这 物体 是 球 且 所 上 二 
的 蓄 是 球 的 一 覃 直径 . 

这 一 -证 明 并 不 完整 ,我 们 并 来 证 朋 存 在 最 长 的 纺 . 实际 上 ， 
如 果 物 体 的 表面 不 属于 该 物体 ,就 不 会 有 最 长 的 弦 . 因此 我 们 候 
定 物体 是 闭 的 有 界 集 . 这 样 就 可 以 用 Weierstrass 定理 :在 有 界 
闭 集 上 定义 的 连续 函数 总 能 达到 最 大 慎 及 最 小 情 , 

这 一 定理 加 对 两 半数 学 ,但 在 国际 数学 奥林匹克 况 赛 中 可 
以 使 用 , 如 引用 这 定理 不 会 认为 证 明 
基 有 漏洞 的 . 男 还 有 稍 长 的 初等 评 明 
(所 HMO 1954). 

10. 在 十 中 取 距 离 最 大 的 两 点 A 
下 .并 以 AB 为 直径 作 图 ,我 们 要 证 
好 辐 是 以 C 为 边界 的 圆 盘 . AB 把 同人 
分 成 两 个 半圆 人 积 CC (图 3.15), 则 
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CC 或 CiCGB. 设 CCGg. 在 AB 左边 且 在 阅 外 的 点 XX 不 会 在 
吕 中 ,实际 上 , XM tM 是 AB 的 中 点 ) 交 C, 于 Y, 则 | XY| 客 
1AB|. 对 在 AB 右 面 ,生存 以 六 或 B 为 图 心 ,1AB| 为 半径 的 图 
委 一 点 恕 .或 AU 半 |ABI| 或 1BUI 汗 1AB1. 因此 ,图 3.15 中 在 
AEBDA 之 外 的 部 分 不 含有 旬 中 的 点 . 

现 取 在 CC 内 的 点 ,联结 线段 AZ. 在 2 处 与 4Z 垂直 的 线 
交 己 , 及 局 ,于 点 如 及 DD( 注 :图 3.15 中 的 点 CC 应 改 为 娱 ,因为 字 
母 忆 作为 贺 周 的 记号 }(G 和 DD 不 会 都 在 C, 也 不 会 都 在 C 上 . 
为 什么 ?以 AG 为 直径 的 不 过 Z 的 半圆 弧 不 会 都 在 而 中 ,因为 
过 入 点 的 的 切线 是 这 半圆 的 割 线 , 这 与 半圆 交 于 A 及 点 下 ， 
而 AF 间 芍 弧 在 AEBDA 之 外 ,因此 AG 为 直径 上 且 经 过 2 的 半 
圆 全 在 重 中 .从 而 ZE 吏 这 推 基 CC 内 的 点 都 在 硬 中 , 雪 为 看 是 
闭 的 ,CC 而 钾 中 不 会 有 点 在 外 ,到 为 这 与 14B| 的 最 大 性 
玫 盾 . 

11. (a)? 取 户 是 与 其 他 点 联 线 最 多 的 点 , 设 联 线 有 到 条 ,所 
有 点 分 成 两 个 集合 A= {pi, pr pal 和 B 二 1p; ， 
qi 上 是 与 声 联 线 的 点 的 全 体 . 因为 心中 没有 三 角形 ,4 中 
任何 两 点 不 联 线 . BB 中 是 不 与 pp 联 线 的 点 及 轧 , 对 于 边 的 总 数 ， 
有 

km(n—mm)= 守 一 ( 取 一 m < 

对 于 偶数 n 可 以 得 到 等 式 ( 当 到 二 m2 时 ). 否则 天 一 (Ca 十 
1)72, 可 得 到 分 法 为 (x 十 1) /2 和 (nm 一 1)/2. th) 见 第 8 童 的 归纳 
法 原理 . 

12. 这 是 n= 二 20 时 的 问题 11(a). 注意 到 两 个 大 使 属于 每 一 
对 国家 . 

13. 设 A 是 获胜 次 数 最 多 的 选手 . 如 果 A 没有 题 中 所 要 的 
性 质 , 则 有 男 一 个 选手 BB, 他 战 几 A, 并 战胜 所 有 被 A 打败 的 选 
手 , 这 样 B 胜 的 次 数 比 太 更 多 ,与 的 取 法 相 逆 盾 ， 


解决 问题 的 策略 


14. 讨 |AOI 守 |GCOF, 1DOTBO B 和 台 是 中 ,CC 关 
于 的 上 反射 点 ， 以 PCXYZ) 表 示 二 角形 XYZ 的 商 长 . 因为 一 
角形 BOC 在 一 角形 A(D 内 ,就 有 PCAOIDD 宇 PCBi(X')= 
PCBEX) ,等 式 促 当 记 = 二 DD 且 一 A 肝 戌 立 , 寺 此 ABCD 是 平 
行 四 边 撒 , | AB 一 |BC|==PCOABOY -P(BOOD=0,WT ABCD 
是 萎 形 . 

15. 和- . 辆 带 有 足够 大 油箱 的 车 在 圆 赛 道 的 某 点 外 起 动 . 对 
原 米 的 每 辆 车 , 它 头 光 它 们 所 有 的 汽油 . 在 赛 道 某 点 六 处 ,该 车 汕 
秆 内 的 汽 没 液 面 最 低 . 那么 六 点 必 有 一 辆 车 ,这 辆 在 A 点 处 的 车 
城 能 绕 宪 道 卡 完 一 圈 . 田 解 用 到 归纳 法 (第 83 竟 ,问题 2). 

16. 厅 平 面 的 六 个 点 中 ,总 有 二 点 组 成 最 大 角 三 120" 的 二 前 
形 , 在 这 个 “角形 中 .最 长 这 与 战 霸 边 之 比 ->v3, 下面 来 证 明 这 
个 结论 . 苏 虚 平面 上 六 点 的 凸 包 , 如 果 凸 包 是 信 ABC .把 任 一 内 
A 与 BB,C 相 联 ,D 处 的 一 个 角 有 一 个 宇 120", 如 果 上 同 包 是 
四 边 形 ABCD. 罗 两 点 中 任 一 点 FE 在 仿 ABC 或 AADC 内 , 背 E 
在 六 ABC 内 .三 角形 EAB.EBC,ECA 中 必 有 -- 个 有 六 120* 的 
角 . 如 凸 包 是 鳌 边 形 ABCDE， 各 点 玉 位 于 该 二 边 撒 的 被 从 它 
的 一 个 顶点 所 作对 角 线 所 家 成 的 - -个 -角形 内 , 设 玉 在 入 ACD 
内 ,把 上 与 :角形 ACD 的 硕 站 联结 起 :角形 下 AC EC， 
EDA 之 _ 必 有 之 120 的 角 . 如 果 六 个 点 十 目 六 边 形 的 顶点 , 则 
有 一 -个 内 角 之 120". 如 果 内 点 看 一 条 对 骨 线 上 , 则 可 以 做 得 葛 
好 . 此 时 AM:ms2>v3. 这 样 我 们 就 证 明了 有 -: -个 -角形 ,其 最 
大 关 浸 120 ,在 这 个 二 角形 中 , 设 as 委 & >, 出 

Sn Sn Siny siny 


a sma sin 8 sin( 90 一 玄 ) cos 六 


=2s1n 了 之 2sin60" 一， 
17. 设 止 方 体 分 成 有 限 个 大 小 不 局 的 正方 体 , 则 它 的 而 分 


-一 Ft 癌 -一 
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成 正方 形 . 取 这 些 正方 形 中 最 小 的 -个 .转动 立方 体 可 使 这 最 小 
正方 形 的 面 是 底面 . 易 见 这 个 最 小 正方 形 不 会 在 底面 的 边界 上 ， 
因此 它 是 在 由 更 大 的 正方 栖 所 图 成 的 "着" 底 ,为 填 满 这 个 间 , 就 
蜗 有 更 小 的 正方 体 等 等 ,直到 达到 顶 耐 , 它 就 分 成 有 更 小 的 正方 
形 . 也 盾 ! 

18. 对 两 个 行星 米 说 ,这 显然 是 正确 的 . 现 设 0) ,…, 0, 是 
行星 的 中 心 . 我 们 要 证 名 什么 呢 只 要 证 明 对 每 个 单位 向 量 ， 


在 叭 一 的 第 i 号 行星 的 上 的 点 使 OX 一 d 且 从 这 点 其 他 的 行 


星 没有 -一 个 可 以 看 到 . 我 们 先 证 X 的 唯一 性 . 设 O0 和 X= 了 且 从 
X 及 Y 都 看 不 见 别 的 星球 . 但 我 们 已 考虑 过 两 个 星球 的 情况 ， 
如 果 X 看 不 到 j 号 球 , 则 从 了 可 看 到 ; 号 球 ,矛盾 1 

现 证 点 X 的 存 存 性 . 我 们 引进 坐标 系 使 OX 轴 的 方向 与 < 
相同 , 则 所 给 的 款 上 的 二 坐标 最 大 的 点 就 是 和 

《 广 ;在 黄 个 球 的 时 候 , 基 放 看 桌面 上 , 则 北极 的 点 能 否 看 到 
身 一 个 球 呢 ? 好 在 这 样 的 点 只 是 两 个 圆周 . 对 面积 不 受 影响 . ) 

19. 设 1 994 个 向 其 的 和 为 6. 引进 坐标 系 使 OX 轴 方 向 即 
为 了 的 方 庙 . 如 果 =0 就 可 用 任何 方向 , 在 每 一 步 中 , 先 取 者 选 
取 横 玲 标 最 大 的 向 量 . 最 后 ,他 得 到 的 (向 量 的 ) 横 坐标 不 小 于 他 
对 手 的 ,而 纵 坐 标 与 他 对 手相 网 ,因为 所 有 纵 坐 标的 和 为 0, 从 
而 用 这 策略 先 拿 者 总 不 会 输 . 

20, 在 平面 上 任 取 一 条 直线 g, 把 每 个 多 边 形 投影 到 g 上 ， 
就 得 到 若干 条 线段 ,其 中 任 两 条 有 公共 点 , 考虑 这 些 线段 的 左 端 
点 ,再 取 它 们 中 最 右面 的 点 ,我 们 得 到 属于 所 有 线段 的 点 及. 过 
R 与 g 垂直 的 直线 与 每 个 多 边 形 相交 . 

21. 设 AB 是 多 边 形 的 最 长 的 边 或 对 角 线 . 过 A,B 作 AB 
的 硬 线 a4,5, 则 多 边 形 全 在 自 线 a.5 所 界 的 上 区 域内 . 确实 ,多 
边 形 的 任何 顶点 了 使 |AX| 志 4B,|BX| 志 4B, 把 多 边 形 包 在 
最 小 的 抢 形 KLMAN 内 ,矩形 的 两 条 边 在 ,6 上. 另 两 条 边民， 


解决 窜 虹 的 策 降 


MN 上 有 和 多边形 的 项 点 C 及 DD, | KLMN | =2|ABC | 十 
21ABD| =2|ABCD|， 寺 为 四 边 形 全 存 面积 为 1 的 多 边 形 内 
[天 LATN |<2. 

22. 考虑 距离 最 小 的 两 点 A, 有 , 则 在 以 AB 为 直径 的 赔 内 
不 会 存在 其 他 所 给 的 点 , 设 C 在 其 他 点 中 使 ~ACB 最 大 的 


(LACB< 竺 ). 则 在 过 和 ,B,C 的 圆 内 没有 所 给 集中 的 点 ,但 可 


能 它们 都 看 这 圆 的 图 周 上 . 
23. 且 侵 a 之 人 BAY, 考虑 两 种 可 能 ， ， 
(1) A 仿 ABC 是 锐角 二 角形 , 即 60 所 a 之 90", 时 为 下 所 


1BB, | [CO ||]. 我 们 有 1ABHC| 一 学 一 . 国 


正弦 是 单调 的 . 

(2) ABC 不 是 锐角 王 角 形 , 则 a 宇 90° ,|AB| 志 18B, | 起 
1, 1ACI<ICC, <1, 因 此 IABCI<1481 CI <3< 坟 

24, 取 两 点 六 ,B 使 所 有 其 他 点 在 AB 直线 的 同 侧 . 把 它们 
编号 为 X12， Xo 使 AXB>> AX,.1B(i=1,2,.…， 
24). 则 过 A, 芳 ,41;B 的 圆 包 含 责 | XX, ;而 曙 个 点 在 圆 外， 
X, 中 不 会 有 两 点 在 同一 圆周 上 上 上， 否则 有 四 点 共 圆 ,与 基本 假设 
矛盾 ， 

25. 容易 验证 ,如 果 卫 不 在 直线 上 一 0,y 一 0,y 一 xy 一 一 并 
上 上 +, 则 在 了 点 的 四 个 走 步 处 ,从 有 一 个 点 离 原 点 OQ 更 近 , 其 余 三 
点 则 更 远离 C 因为 开始 时 己 点 的 崎 个 坐标 的 比 是 无 理 数 ,在 整 
个 行走 过 程 中 ,上 面 规 律 一 直 是 对 的 ， 

设 在 一 串 走 步 之 后 , P,， Pl, DP,, **, P,= bP,, 及 加 到 点 
Po(1,W2)， 如果 P, 是 闭路 中 离 O 最 远 的 点 ， 则 4 (0, Pp, 1) 
dD.PD)<Ad(0O,P ,因而 从 P; 向 原点 掌 近 的 走 步 只 能 是 
回 到 P,- 1. 这 是 矛盾 的 ,因为 不 允许 走 回 头 的 步 ， 
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26. 考虑 2n 个 大 使 在 圆桌 旁 各 种 的 安排 ,计算 每 种 安排 
下 , 敢 对 的 一 对 华 在 相 邻 位 置 的 对 数 , 设 五 是 这 些 数 中 最 小 的 ， 
则 玉 =0. 实际 上 , 设 地 >>0, 基 就 用 第 1 章 例 8 中 描述 的 缩小 的 
算法 ,能 把 最 小 值 再 短小 . 夏 盾 ! 

27. 设 15 个 满足 题 中 条 件 的 正 整 数 如 ,ns mi5 全 是 合 
数 . 以 p, 表示 2 的 最 小 质 因 子 ,因为 a 9 5 两 两 起 质 , pi， 
pe，…; Pws 互 不 相同 , 因此 其 中 有 一 个 p 之 47(47 是 第 15 个 质 
数 ) ,因此 以 为 最 小 质数 的 n 有 ?之 产 人 1 993. 矛盾 ! 

28. 至 少 有 七 个 点 不 同 于 圆心 0, 芭 而 最 小 角 人 AOA) 至 多 


是 360 <60". 如 果 A,B 是 相应 于 最 小 角 的 两 点 , 则 |AB | 过 1 


因为 140| 志 1; |B80O| 扎 1, AOB 不 会 是 上 AOB 中 最 大 角 . 
29. 设 A,B 是 n 个 点 中 距离 最 大 的 两 点 A( 或 盛 与 其 他 戌 


联结 中 点 互 不 相同 , 且 这 些 点 都 在 以 A(B) 为 圆心 ,以 


为 半径 的 加 内. 我 们 得 到 两 个 仅 有 一 个 公共 点 的 圆 . 因此 至 少 有 
207n 一 1) 一 1 二 2n 一 3 个 不 同 的 点 . 

30. 在 平 而 上 作 . 人 人 BAC = 二 a, 其 中 a= SAA, 一 
二 SA,A|，AB| 二 a, 然后 对 每 个 i 一 1,， 2, …, n, 在 AC 射 
线 上 作 点 S; 使 人 ASB= 八 AS,Aji1. 设 所 有 的 5; 不 都 重合 . 设 
S: 是 离 BB 最 近 的 ,5S, 是 离 B 最 远 的 点 ,因为 |SB 一 SB 1 二 
[S18, | ;我 们 有 1S.A 一 S14 [>|SB— SB| ' BIS_1B-—S,.,B| 
祈 |S.B 一 $.B|, 但 这 不 等 式 的 右边 是 最 大 数 与 最 小 数 的 差 , 而 
左边 是 这 两 数 间 的 两 个 数 的 差 . 元 盾 ! 因此 5, 都 重合 , 即 S 与 
底 上 的 4 4， ,4, 都 等 距 ， 

31. 考虑 半径 最 太 的 一 块 ,并 作 个 稍 太 一 点 的 同心 加 使 与 
其 他 块 仍 不 相 挛 ,把 五 块 关 于 球 心 作 友 射 , 易 见 反射 后 的 块 不 能 
着 仁 整 个 球 而 . 球面 上 任何 没有 被 新 住 的 点 及 它 的 对 径 点 就 适 
合 要 求 , 
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32, 设 rzs zs 中 最 大 及 最 小 的 是 + 及 ,由 方程 可 得 
ry 2y. 网 0,Yy>0, 可 得 2 所 yy 之 7 之 2, 故 方程 有 叭 
一 解 x ='…' 二 x; 二 2. 

33. 由 方程 组 关于 yz 的 对 称 性 ,可 设 了 之 y,X 这 zz, 出 后 
两 个 方程 可 得 y 十 xz 宇 x 十 x 即 y 宇 x 于 是 x 二 vy 类似 有 工 二 x. 

2 右 二 nl. 
方程 8 六 一 有 二 个 根 一 0 一 士 万 

34. 考虑 AE 及 包含 EA) 中 二 点 的 平面 P. 这 样 的 (A， 
中) 只 有 有 限 对 ,因此 有 一 对 (及 , 品 ) 使 点 太 到 平面 的 距离 最 
小 . 

如 果 中 只 含 瑟 中 二 全 点 ,出 已 证 毕 . 否则 五 门 呈 中 有 四 个 
操 A ,AAA 如 这 四 点 不 是 凸 四 边 形 的 四 个 顶点 . 可 设 A 
帮 三 角形 AAA 内 . 记 A 在 PP 上 的 投影 为 A1, 过 A。 作 
和 仿 A 有 A 的 边 的 平行 线 把 平 商 P 分 成 两 个 半 平 曾 . 总 有 这 样 
一 根 平行 线 , 它 的 一 向 中 有 A 及 人 AAA, 的 一 个 顶点 ,例如 
Ai 这 时 ,A 到 由 4A,4 ,有 AA; 的 平面 也, 的 路 部 将 更 小 . 因为 A 
到 P; 的 距离 小 于 4 到 P; 的 中 离 , 它 小 于 1A1A1C 由 Pyrhagwo- 
ras 定理 ), 这 与 (A,P) 的 最 小 性 耶 盾 ,所 以 AAAA; 是 凸 四 边 
形 . 最 小 性 即 知 在 棱锥 AAsA，A,As 内 不 会 有 五 中 的 点 . 

35, 把 4 与 六 个 圆 的 人 鱼 心 相 联 , 设 01A( 是 角 AQ, 中 最 
小 的 . 证 明 CC 完全 在 一 个 圆 内 . 

36. 如 例 1 那样 徐 ， 

37, 如 果 基 学 生 与 他 的 朋友 相 比 ,要 比 其 中 多 数 好 ,就 称 他 
为 好 学 生 , 设 x 是 好 学 生 个 数 .上 是 每 个 学 生 的 朋友 数 . 是 朋友 
的 两 人 组 成 一 对 , 则 共有 15 对 . 研 上 最 好 的 学 生存 上 对 中 都 是 


最 好 的 ,其 他 每 个 好 学 生 至 少 在 | 公 | 十 1> 全 二 对 中 是 较 好 的 
因此 ,( 所 有 ) 好 学 生存 至 少 在 &-HCr 一 1) ， “元 -对 中 是 较 好 的 ， 


— fe 
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这 不 会 超过 总 的 对 数 15k. 因而 有 十 衬 一 了 <<154. 即 


< 志和 十 1. 我 们 还 看 到 “<30 一 z 或 ts<59 一 2r, 因 为 比 好 
学 生 中 最 差 的 更 差 的 学 生 数 不 超过 30 一 zz. 这 就 是 zx 所 
人 0 一 1, 或 才 一 69x 十 856 之 0, 满 足 这 最 后 一 个 不 等 式 


的 最 大 的 所 30 的 整数 是 25, 作出 达到 25 的 例子 . 

38. 考虑 有 最 多 朋友 >” 的 人 ,我 们 可 得 出 结论 ;他 的 朋友 们 
有 不 同 的 >0 的 朋友 数 , 且 都 所 mn. 共有 个 可 能 , 即 1 ,2,.*** ,7. 
因此 这 都 有 ,特别 ,有 人 恰 有 一 个 骨 友 ， 

39. 设 站 之 te 之 人 并 设 三 十 玫 十 革 委 1 ; 则 zi 十 
za 十 1 一 人 fr 一 (一 2 一 (一 (人 一 < 或 xi 十 油 十 
TS 一 和 一 2 ， 好 十 旭 十 Tagdxs 十 了 4 十 沪 十 xs， 对 十 
班 十 好 十 好 十 …… 十 妖 < 大 1. 这 了 矛盾 就 证 明了 和 定理， 

40. 设 z 是 xzz…wz 中 最 大 的 , 则 由 


(za 十 必 十 十) 一 亲民 + 六， 2rix,) (1) 
i=2 2 
把 不 等 式 刀 < 生 2mmrGi 一 2,3,…90 相 加 ,并 把 > 并 的 估计 式 
i=2 
代 大 (1)， 


Cmts Zr 2 2rix 
i 二 2 


Dai 


= 一 >», 2ri7ri， 


由 此 C22 二 十) 2, Ta 十 十 十 XY2， 

41. 把 半边 形 的 顶点 按 顺 时 针 方向 编号 . 设 从 第 i 个 顶点 移 
出 模子 的 次 数 为 a;,; 由 问题 的 条 件 ,我们 有 
ta ta Arita 

7 EE 和 有 让 四 


如 1 


解决 宰 太 的 生 陪 


cs Ta 


设 a 是 中 最 大 的 , 则 由 @ = 7 可 知 a 二 4 二 a ,类似 地 


由 各 二 并 也 开 知 一 心 一 o 等 等 , 即 和 一心 一 一 局 .总 睹 数 


为 pal. 
近 , 对 每 个 避 王 12 入 在 襄 个 数 对 Cow.) 中 ,不 等 式 


ur 会 大 或 加 守 as 总 有 一 种 成 立 的 对 数 宇 分. 例如 , 设 b 之 a 至 
少 对 六 个 下 成 立 , 这 些 反 中 最 小 的 是 丸 , 则 bp 二 . 因此 a 如 
二 20< .由 于 /<n 我们 就 有 


- 二 
dn Th Et Pi 
及 


43. 设 Lal ,名 是 右 端点 最 小 的 线段 . 如 打 有 多 本 七 条 线条 
含有 轨 ,我 们 已 证 完 . 娘 果 这 样 的 线段 所 7? 条 , 则 至 少 有 43 条 线 
段 全 在 坟 的 右面 . 在 这 些 线 段 中 , 取 古 端点 最 小 的 线段 [ a; ,bb 1 
于 是 ,或 者 六 属于 八条 线段 ,或 者 有 36 条 线段 在 5 的 右面 . 这 
样 下 去 ,或 者 可 找到 一 个 点 属于 从 条 线段 . 或 者 能 找到 七 条 互 不 
相交 的 线段 [ai 4 bi]: “ns [Ler， b; | 且 于 | es ;4 的 右面 至 少 有 
《50 一 93) 条 线段 . 即 在 [ar ,b; 1 有 面 至 少 还 有 -个 [a ,六 

类 似 我 们 可 以 证 明 , 在 Cmn 十 1 条 线段 中 或 有 (nm 十 1} 条 线 
段 有 公共 点 ,或 有 (tn 十 1) 条 线段 两 两 不 交 ， 

这 是 下 面 定理 的 特例 ， 

Dilworth 定理 在 半 认 集中 ,nn 十 1 个 元 素 中 或 于 1n11 
个 元 素 所 成 的 链 , 或 有 十 1 个 两 两 不 可 比较 的 元 ， 

44. 在 32 个 学 生 中 取 在 另 一 学 校 中 认识 人 数 最 多 的 人 . 设 
这 是 第 一 个 学 校 的 学 生 A, 他 试 识 第 二 个 学 校 中 的 个 人 {是 
最 大 值 } ,从 而 4 试 识 第 二 个 学 校 中 的 (na 十 上 一 急 个 人 .因为 As 
#8 十 1 一 上 实 1, 取 第 二 个 党校 中 六 认识 的 学 生 B, 刘 六 认识 的 
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第 二 个 学 校 中 的 个 人 中 . 如 果 有 有 B 认识 的 学 生 忆 , 则 {A ,B,C} 
邹 合 要 求 ,他 们 是 互相 认识 的 三 个 人 人 , 但 如 果 在 4 认识 的 第 二 
个 学 校 的 个 人 中 ,没有 B 让 识 的 人 ; 则 看 第 二 个 学 校 中 ,8 认 
识 的 人 数 乏 a 一 &， 从 而 B 在 第 一 个 学 校 中 认识 的 人 数 至 少 有 
Cn 1 一 (wn 一 上 ) 二 上 十 1 个 .这 就 与 上 的 取 法 相 巴 盾 . 


第 4 章 抽 懂 原理 


Dirichlet 抽 履 原理 的 最 简单 的 形式 如 下 : 

如 果 十 1 粒 珍 珠 放 在 中 个 金子 中 , 则 至 少 有 一 个 金子 里 有 
多 于 1 粒 的 珍珠 . 

这 个 简单 的 组 侣 原理 首先 是 Dirichlet(1805 一 1859) 在 数论 
中 明和 帕 使 用 的 , 尽管 很 简单 , 却 有 大 量 的 出 乎 意料 的 应 用 ,可 以 
用 来 证 明 很 深刻 的 定理 . F，P，Rarnsey 把 这 一 原理 作 了 很 广泛 
的 推广 , Ramsey 数 这 一 论题 是 组 台 学 中 最 深刻 的 问题 , 尽管 人 
们 作 了 巨大 的 努力 ,这 一 领域 中 的 进展 仍 是 非常 缓慢 的 ， 

识别 是 否 可 用 抽 居 原理 是 很 容易 的 ,每 个 关于 有 限 集 以 及 
有 时 关于 无 限 集 的 存在 性 问题 通常 用 抽 居 序 理 来 解决 . 抽 屠 原 
理 是 个 纯 属 存在 性 的 论断 , 它 对 于 要 找 多 次 被 占据 的 抽 居 就 无 
能 为 力 , 主 要 是 难以 识别 珍珠 和 人 金子, 

为 了 热身 ,我 们 不 作 解答 地 从 一 批 简单 的 阿 题 开始 ， 

1. 三 个 人 中 总 有 两 个 人 性 别 相同 ， 

2. 13 个 人 中 ,总 有 两 个 人 出 生 的 月 份 相同 . 

3. 没有 人 会 有 300 000 根 以 上 的 头发 ,Sikinia 的 首府 有 
300 001 个 居民 ,你 能 断定 肯定 有 两 个 人 的 头发 根 数 相同 吗 ? 

4 从 多 步 个 人 中 ,可 以 肯定 有 两 个 (或 三 个 ,g 个 ) 人 生日 相 
同 ? 

5. 如 果 把 gs 十 1 粒 珍珠 放 在 * 个 合子 中 , 则 至 少 有 一 个 盒 
子 中 有 多 于 4 颗 珍珠 : 


第 雪夫 执 几 择 理 


6. 八 ABC 所 在 平面 上 的 一 条 直线 ! 不 经 过 三 角形 的 顶点 . 
证 明 : 它 不 能 与 三 角形 的 各 边 都 相交 . 

7. 不 经 过 四 面体 任 一 顶点 的 平面 , 厅 以 与 四 面体 的 几 条 楼 
相交 ? 

8, 一 个 报 的 形状 是 边 长 为 2 的 正三 角形 . 

(a) 如 果 它 被 击 中 5 次 ,总 有 两 个 洞 的 距离 所 1; 

<b) 如 果 它 被 击 中 17 次 ,两 个 洞 之 间距 离 的 最 小 值 至 多 是 
和 多少? 

9. 4 与 8 互 质 时 ,aib 的 十 进 制 的 表示 (写成 小 数 ) 中 ,周期 
至 多 是 5b 一 1. 

10. 从 11 个 无 限 十 进 制 小 数 中 ,总 可 取出 两 个 数 a.5, 它 们 
的 十 进 制 小 数 表 达 式 中 ,在 无 限 多 个 相应 位 置 上 的 数码 相同 . 

11 从 12 个 不 辐 的 两 位 数 中 , 疙 可 以 选 出 两 个 数 ,它们 的 
差 是 形 为 aa 的 两 位 数 . 

12, 如 果 数 aa 十 da 十 2 ,sa 十 (n 一 1)d 中 没有 一 个 数 
能 被 4 整除 , 则 4 和 和 n 互 质 . 

下 面 十 一 个 例子 说 明了 抽 居 原理 的 典型 应 用 . 

例 1 在 一 间 房 中 有 nn 个 人 ,证 明 ; 其 中 总 有 两 个 人 在 房 中 
有 同样 多 的 熟人 . 

解 :把 一 个 人 ( 视 为 珍珠 ) 放 在 第 i 号 盒子 里 ,如 时 他 有 i 个 
熟人 的 话 . 我 们 有 个 人 和 个 标号 为 0,1,…,n 一 1 的 盒子 . 但 
0 号 盒子 和 nn 一 1 号 盒 不 会 都 有 珍珠 . 因此 ,至 少 有 一 个 盒子 有 
多 于 1 颗 的 珍珠 . 

例 2 一 个 象棋 大 师 有 77 天 时 间 为 比赛 作 准 备 ,他 每 天 至 
少 要 下 一 局 ,但 总 共 下 棋 不 超过 132 局 . 证 明 : 总 有 连续 的 若干 
天 存在 ,这 些 天 中 ,他 恰好 一 共 下 了 21 局 棋 ， 

解 : 设 a; 是 前 天 中 他 所 下 的 模 局 数 ,出 

] AA dd 人 132=>22 
< 十 21<ar 十 21<a 2i< qr T21153, 


扒 烘 辣 烛 的 某 阶 


在 154 个 数 四 ay arrya1 二 21 十 21 ar 十 21 中 已 
有 了 两 个 相等 的 数 ,因此 有 两 个 标号 上 和 j 使 2, 二 21 二 a,( 由 此 易 
见 应 有 J 过; 一 一 :校注 ), 即 在 第 j 十 1,j 十 2,…,i 这 些 天 中 ,他 恰 
好 一 共 下 了 21 局 棋 . 

例 3 设 nn 巡天 个 整数 , 则 这 些 教 中 总 有 若干 个 
数 的 和 被 九 整 除 . 

解 , 考 虑 个 整数 $51 二 a ,ss 二 a1 十 4a2 5 二 qi 十 da 十 dy 
1 十 az 十 十 4. 如 果 这 些 数 中 有 数 被 n 整除 ,就 已 经 完成 ， 
否则 它们 帮 不 被 ”整除 ,但 余数 只 有 2 一 1 全 ,总 有 两 个 数 例如 
so 和 和 s,《p<q) 被 n 除 的 余数 相同 ,也 就 是 说 ,它们 的 差 被 nn 整 
涂 : 

sn sp—apli te a. 

这 一 证 明 中 包含 了 重要 的 想法 , 它 在 数论 , 群 论 及 其 他 领域 
中 有 许多 应 用 . 

例 4 在 f1,2,…,2n} 中 的 nn 二 1 个 数 中 ,总 有 一 个 数 被 另 
一 个 整除 . 

解 ; 任 取 7 十 1 个 数 sty ,并 把 它们 写成 形式 UH, 
2%p;, 其 中 a 是 奇数 . 于 是 我 们 有 n 十 1 个 奇数 让 2 
它们 都 在 区 间 [,2n 一 1] 中 ,但 在 这 区 间 中 仅 有 有 个 奇数 ,于 是 
其 中 有 两 个 相同 ;6b, 二 6,. 这 样 ,a ,a 中 有 一 个 能 被 男 一 个 整 
除 . 

例 $ 设 a,bE 科 互 质 , 则 对 干菜 对 x,yENN;, 有 azr 一 by 一 1. 

解 ,考虑 数列 a,2a,34a,…, (一 ])a 中 数 共 5 除 的 余数 . 余 
数 不 会 是 0. 如 果 余 数 中 不 出 现 1, 则 存在 正 整 数 p,4(0<p<ig 
< 让 ,使 paseefmodb) ,但 2 与 5 互 质 , 所 以 如 | (xz 一 户 ). 出 于 
0<4 一 户 < 这 就 推出 矛盾 . 因此 存在 x 使 4x 二 1(mod5), 即 ax 
=1+by,axr—by=1, 

例 6 Erdis 和 Szekeres 的 问题 . 以 任何 次 序号 下 教 1， 
2 ,101. 证 明 : 可 以 去 挤 其 中 90 个 数 , 使 得 剩 下 的 11 个 数 单 
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调 递 增 或 说 减 ， 

解 : 我 们 证 明 更 - :最 的 结论 :对 于 az(p 一 1 一 1 十 1 ,每 
1 个 整数 的 数列 中 ,或 者 有 声 项 的 递增 子 数 列 ,或 者 有 4 项 的 递 
成 子 数列 . 

设 所 给 的 数列 为 el ve ya 对 于 其 中 的 每 一 个 数 由, 以 
L。 表示 以 六 为 最 后 一 项 的 递增 子 数 列 的 最 大 项 数 ,以 及 。 表 示 
以 mm 为 第 一 项 的 递减 子 数列 的 最 大 项 数 . 

这 样 的 记号 有 下 面 性 质 :对 于 不 同 的 mm 各 ,或 者 L ,关上 
或 者 民 , 关 RR ,这 很 容易 从 m< 或 m 之 kk 这 一 事实 推 得 . 所 有 的 
数 对 (CL, ;Ra (Cm 二 al ;22，*… ax) 互 不 相同 . 假定 所 要 求 的 子 数 
列 不 存在 ,L, 只 能 取 值 1,2, ;上 一 1] ;R。 只 能 取 和 值 1,2,… ,9 一 
1, 对 于 数 对 就 只 及 一 1)(g 一 1) 种 可 能 .但 nn 宇 (p 一 1)(g 一 
1) 二 1; 由 抽 必 原理 就 导致 于 盾 . 

例 7 在 平面 格 点 中 取 五 个 格 点 , 证明; 总 可 在 其 中 取出 两 
点 ,联结 这 两 点 的 线段 还 通过 荔 一 个 格 点 ( 格 点 是 指 坐 标 都 是 整 
数 的 点 )， _ 

解 :考虑 这 些 略 点 坐标 的 奇偶 性 ,共有 由 种 可 能 ( 偶 , 偶 )， 
( 侦 , 奇 ), ( 奇 , 侦 ) 及 ( 奇 , 奇 ). 在 五 个 格 点 中 ， 总 有 两 个 点 ， 例 
如 让 ==(ta,5),B 一 (c,d 有 有 同样 的 奇偶 性 , 考虑 AB 的 中 点 工 ， 


a 与 c,b 与 4 奇 情 性 相间 ,从 而 上 也 是 格 点 . 

例 8 在 数列 1,1,2,3,5,8,3,1,4,… 中 ,从 第 三 项 起 ,每 项 
是 前 面 两 项 的 和 ,但 加 法 是 (mod 10) 做 的 , 即 是 前 两 项 的 和 的 
个 位 数字 . 证 明 :这 个 数列 是 纯 周 期 的 ,周期 的 长 度 最 多 是 多 少 ? 

解 , 这 数列 中 任何 相继 的 两 项 决定 了 后 面 的 所 有 项 ,也 决定 
了 前 面 的 所 有 项 . 因此 如 果 相 继 的 项 (a, 妇 如 重复 出 现 , 第 一 次 
出 现 的 重复 的 一 对 就 是 (1,1). 考虑 前 面 那 101 项 1,1,2,3,5， 
8 ,它们 组 成 100 对 0 位 ,17 ,C1,2) 12,3), 35) 由 于 不 会 
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出 现 (0,0) 这 样 的 对 ,只 可 能 有 99 个 不 同 的 对 . 于 是 有 两 对 是 同 
样 的 对 ,这 数列 的 周期 至 多 基 99. 
例 9 考虑 如 下 定义 的 Fibonacci 数列 
Ul = 二 ld. =ad, 1 da, (n>1). 
证 明 : 对 任何 nm 总 有 某 一 项 是 以 如 个 替 结 是 的 ( 即 总 有 项 是 10" 
的 倍数 ). 

解 :项 ar 以 站 个 站 结尾 , 即 它 是 10 的 倍数 ,也 即 as=0 
(mod 10" 我们 善 谍 人 mod 10") 的 Fibonacei 数列. 我 们 证 明 这 
数列 中 会 市 现 0. 取 数 烈 aeaz (mod 10") 的 前 (0 十 1) 项 . 
它 科 可 组 成 10* 对 (ai ,as) ,Cas ai) 但 (0;0) 对 不 会 出 现 ,从 
而 至 多 有 102 一 1 个 不 同 的 对 ,内 此 总 有 一 对 要 重复 ,周期 的 长 
度 至 多 是 10” 一 1 如 例 8 那样 ,第 一 个 重复 的 对 是 (1 .17). 

1 ,243，va89 ,1 


于 是 a, 二 1 一 ] =0, 这 样 0 在 数列 中 出现 ,实际 上 这 就 是 个 赂 
期 中 的 最 后 一 项 . 

例 10 设 a 与 2,5 都 筷 质 . 证明; 对 任何 n, 有 一 个 a 的 方 
村 以 000…0 结 旦 . 

# 个 数码 

解 :考虑 10" 个 项 a ,a aa ya , 取 它 们 Cmod 10 7) 的 祭 
数 . 余数 不 会 出 现 0, 内 为 a 与 10 屯 质 . 因此 公有 (10" 一 1) 个 可 
能 的 余数 

1 2 一 1. 
从 而 其 中 有 两 个 数 earCi<k) 余 数 相同 , 央 此 它们 的 益 被 10， 
整除 ， 
lio" aa lo a'tat 一 ]) 

因为 (Oa) 二 1 ,就 有 1101af 一 1 好 一 ] 二 g*10*, 也 就 
是 a 二 g， 10" 十 1. 这 样 ,e 以 00…01 结 尾 . 


# 个 数码 
-80 一 
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例 11 在 一 个 面积 为 5 的 房 内 放 有 矿 块 面积 为 1 的 地 毯 
(地 村 形状 任意 ), 证 明 : 总 有 两 块 地 起 重重 的 部 分 面积 至 少 有 
1/9,. 

假定 任何 两 块 地 毯 重要 部 分 面积 都 小 于 179, 我 们 依次 一 
岳 一 志 地 计算 每 块 地 秆 盖 住 了 多 少 前 面 地 毯 尚未 盖 住 部 分 的 面 
积 . 第 一 块 盖 住 了 面积 1, 即 9/9. 第 二 ,三 … 块 依次 蔓 住 前 面 未 
盖 住 的 面积 要 大 于 8/9,7/9,…,179 因为 979 十 8/9 十 … 十 179 
二 5. 所 有 九 块 地 和 苇 盖 住 的 面积 要 比 5 大 . 矛盾 1 

Ramsey 数 , 无 和 的 集 以 及 I Schur 的 一 个 定理 . 

我 们 考 虚 四 个 有 关 的 竞赛 题 ， 

例 12 在 任何 六 个 人 中 ,总 有 三 个 人 互相 认识 或 互相 不 认 
识 . 

这 个 问题 是 在 1947 年 的 Kirschak 竞赛 和 1953 年 的 Put- 
nan 竞赛 中 电 的 . 后 来 为 R. E.Greenwood 和 A 太 ，M，Gleason 所 
推广 . 

例 13 17 个 科学 家 中 ,每 人 都 与 别 的 人 都 通信 ,他 们 之 疗 
只 讨论 三 个 问题 ， 而 任何 两 人 间 恰 好 就 只 讨论 一 个 问题 . 证 明 : 
至 少 有 三 个 科学 家 ,他 们 彼此 间 都 讨论 同一 个 问题 ， 

例 14 在 空间 中 给 定 PP, 二 | en! | 十] 个 点 , 每 两 点 间 联 一 
线段 ,每 一 线段 染 上 种 普 色 之 一 , 证明: 至 少 有 一 个 三 角形 的 
三 按 同 色 . 

例 15 一 个 国际 性 的 协会 的 成 页 来 自 六 个 国家 ,共有 
1 978 个 成 员 , 分 别 编号 为 1,2,… ,1 978. 证 明 ; 和 至 少 有 一 个 成 
员 ,他 的 编号 是 他 的 两 个 同一 国家 的 成 员 的 编号 之 和 ,或 是 另 一 
个 与 他 同一 国家 的 成 员 的 编号 的 两 倍 . (IMO 1978) 

前 两 个 问题 是 第 二 题 在 * 一 2 和 =3 时 的 特例 . 用 点 代表 
人 ,在 第 一 个 问题 中 ,在 两 个 点 间 根 据 相 应 的 人 认识 或 不 认识 联 
一 条 红线 或 蓝 线 . 在 第 二 个 问题 中 ,在 两 个 点 之 间 根 据 这 两 个 科 
学 家 讨论 的 是 第 一 ,第 二 或 第 三 个 间 题 而 联 一 条 红 的 、 蓝 的 或 绿 


解 天 局 交 的 筑 隔 - 


的 线段 . 而 第 四 个 问题 与 第 二 个 问题 的 关系 在 下 面 会 看 到 . 
在 解 这 些 问 题 之 前 ,我 们 引进 下 全 记号 . 在 空间 取 户 个 点 ， 
使 其 中 无 四 点 在 局 一 平面 上 . 每 两 点 问 联 一 线段 (或 曲线 段 ), 我 


们 得 到 博 个 顶点 的 完全 图 Gy, 它 有 | ? } 条 边 ,{ >) 个 一 角形 . 把 


每 条 按 当 成 迪 种 颜色 中 的 一 色 , 称 之 为 G 的 4- 染色 . 如 果品 
中 有 一 迪 同 色 的 一 角形 ,把 这 样 的 二 角形 称 为 问 色 三 角 撒 ,也 说 
(7s 中 含有 同色 的 G;, 现在 我 们 来 解 例 12, 例 13 和 例 14. 

例 12 的 解 :Gs 的 边 染 成 红 的 或 蓝 的 . 取 六 点 中 揭 一 点 , 记 
之 为 .从 了 引出 的 五 条 线 中 至 少 有 三 条 是 同色 的 , 设 为 红 色 
的 , 这 些 红线 的 终点 记 为 点 A,B,({ 图 4.1) 如 果 入 ABC 的 边 都 
是 红色 的 ,就 有 了 一 个 红色 三 角形 ,否则 六 ABC 是 蓝 色 王 角 形 . 
图 4.2 说 明 五 个 顶点 .黄种 颜色 未 必 存 同色 一 角形 (其 中 边 与 而 
角 线 是 不 同 颜色 的 ). 


依 区 


围 4.1 图 4.2 


例 13 的 解 :G1; 的 边 染 成 红 的 , 蓝 的 或 绿 的 , 设 P 是 17 个 页 
点 中 一 丘 , 从 也 出 发 的 16 条 线 中 总 有 六 条 是 同色 的 . 可 设 是 打 
色 的 . 这 些 红 线段 的 终点 记 为 A ,4 A6. 如 果 其 中 基 两 点 
间 芍 连 线 是 红色 的 ,就 在 了 一 个 红色 一 症 形 . 禁区 就 有 了 六 个 
点 ,每 两 点 之 间 的 线段 是 商 种 颜色 之 一 . 由 前 一 .问题 ,在 这 六 点 
所 成 的 三 角形 中 必 有 同色 三 角形 . 

设 G 是 以 a,b,cyd 为 生成 元 的 、 阶 为 16 的 基本 Abel 群 . 法 
者 并 不 需要 群 论 若 识 , 只 要 知道 a 十 a 一 Hb 二 十 c 二 d 十 4 二 0 
即 可 .把 Ce 中 的 非 零 元 素 分 成 一 个 无 和 的 子 集 ， 
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Al={apbeyd sathtiret dad}, 
和 二 a 十 Bwa 二 Cyc 二 dd ya 二 TB 二 cbt+ctd}, 
As= bet detdatctdatbttd!, 
即 A, 中 任何 两 个 元 素 的 和 不 再 属于 4,. 
对 集 A,A:, 4 配 上 颜色 1,2,3( 红 , 蓝 , 绿 ), 在 避 s 中 ,每 
个 顶点 标 为 拌 中 的 一 个 元 . 联 缚 立 与 y 的 边 xy 记 为 上 十 y% 如 果 
T 十 y 在 4A; 中 ,就 沫 成 第 ; 种 颜色 , 于 是 三 角形 rys 的 边 xy 与 
yz 如 果 同 色 , 即 十 yy 十 zz 在 同一 个 A, 中 ,由 于 AA; 是 无 和 和 的 ， 
Cr 二 二 Cy 十 z} 二 十 z 在 男 一 集中 , 妈 rs 是 另 一 种 颜色 ,所 
作 的 染色 法 中 没有 同色 三 角形 . 
{由 于 本 小 绒 所 说 的 涉及 到 群 . 为 便于 理解 , 作 下 面 的 说 明 ， 
取 四 个 不 同 的 元 素 &,b,c,d;, 并 淮 虚 {a;6b,c,d} 的 所 有 子 集 ( 共 
于 六 个 ) 对 于 {4,65, cd} 的 两 个 子 集 及,B. 规定 一 种 加 法 为 通 
党 理解 的 对 称 差 . 妈 规 定 A 十 B 二 (A\B}U (BA). 而 把 十 五 个 
非 空 子 集 分 成 三 组 ， 
向 (lar br ci id} la bcd}}, 
As={{abl tact tod} abe), (bcd}}, 
As={fbr}, {ad} {bd} acd} {abd}). 
而 对 Gt 的 图 中 的 每 个 顶点 标 上 一 个 子 集 , 对 子 标 上 和 政 召 的 
顶点 , 当 A 有 A 十 B 在 轨 ; 中 时 染 成 第 i 色 . 就 得 到 无 同色 三 角形 的 
Gs 的 三 色 染 色 法. ) 
例 14 的 解 :我 们 已 经 知道 pi 二 3,p; 王 6, 二 17. 我 们 苦 虑 
最 小 的 户 , 它 保证 在 户 个 顶点 的 完全 图 任意 4 染色 时 ,每 个 顶 
已 处 有 17 条 同色 的 边 . 这 就 得 到 ps 二 66. 类 似 地 p; 二 327, ps 一 
1 958. 一 般 地 ,我 们 有 


疡 .一 ] 
?十 ] Cp TI 


ptt l=tnt l(tp,-1) 二 1. 
记 一 Pr 一 1, 就 得 到 


的 央 问题 的 策 贱 


di 一 2 一 (十 1) 十 1， 


他 1 1 Tn | 
2 na tT 


dl 
由 此 易 知 
1] ,1 

d= | + 证 页 十， 十 十) 


插 号 中 的 数 是 e 的 级 数 的 前 耐看 干 项 的 和 , 这 样 ， 
ec 一 向 十 mr 9 


四 I 
k -TD ota 


-lr_l ] 1 1 
(rt ot )= 


十 ,。 


因此 ， 
gen! <qrt, 


也 就 是 包 一 | en! ] ,或 
p=—Len! | 十 1. 
对 于 染色 的 GG, ,就 有 Ramsey 定理 的 --- 个 特例 ， 

著 四 ,ee 是 之 2 的 整 教 , 则 有 一 个 最 小 的 数 . RO， 
qr" 9 仙 ) ,使 担当 记 守 RR gr 中 ) 了 时 ,nn 一 染色 的 图 局, 中， 
至 少 有 一 个 i 一 1,2,''',n 使 图 中 有 同色 {第 关 色 ) 的 Gq 

数 民 Cqi ,gi oo ) 称 为 Rarnsey 数 . 显然 Rg,2) 一 RR(2,g) 
二 gq 除了 这 种 平凡 的 情形 外 ,只 有 八 个 Ramsey 数 是 已 知 的 .我 
们 知道 RC3,3)==6,R(3,3,3) 二 17 及 

R,(3)=R(3,3, ,3 | en! J+1. 
人 
此 外 ,我 们 还 知道 RCG3,4} 二 9,RG4,4} 二 18,R{3,6) 二 18,R(3， 
5 一 14.R(3,7) 一 23 和 RR(4,5) 二 25, 最 乒 一 个 数 是 在 1993 第 
找到 的 , 它 要 110 人 台 谷 式 计 算 机 花 11 年 的 时 间 的 处 理 , 这 可 能 
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是 计算 机 能 力 的 极限 了 . 

每 个 Ramsey 数 都 导致 一 个 有 趣 而 又 棘手 的 问题 . 例如 
R(3,4) 一 9 是 说 ,Gs 的 任何 2 染色 都 有 红色 三 角形 或 蓝 色 四 面 
体 . 我 们 把 这 作为 问题 39. 

现在 我 们 来 解 例 15 ,然后 再 描述 它 的 数学 背景 . 在 这 题 中 ， 
我 们 要 证 明 , 集 代 ,2,…,1 978} 不 能 分 成 六 个 无 和 的 子 集 . 我 们 
可 以 用 更 小 的 数 1 957 代替 1 978. 

假设 :存在 一 种 把 11,2,…,1 957} 分 成 六 个 无 和 集 A,8， 
C,D,E,F 的 分 法 . 

结论 ; 这 些 集中 至 少 有 一 个 ,例如 A 至 少 有 195776 = 


326 去 ,由 有 327 个 元 素 ， 


ri 

326 个 差 a32 一 a.0 一 1,2,*…,326) 都 不 在 A 中 ,内 而 都 在 8B 到 下 
中 .在 其 中 之 一 ,例如 如 中 ,至 少 有 326/5 二 了 5 175 个 ,期 有 这 些 差 
中 的 66 个 数 记 二 训 过 …<Bee. 65 个 差 Be 一 上 一 1,2,…,65) 赋 不 
在 4 中 也 不 在 了 中 ,因为 这 两 个 集 都 是 无 和 的 . 因此 它们 都 在 集 
C 到 正中 ,从 而 其 中 之 一 ,例如 己 中 至 少 有 65/4 一 16 174 个 , 即 17 
个 这 样 的 差 过 之 -… 达 C1. 16 个 差 Cr 一 Ci 一 1,2…,16) 不 
在 AA 到 中 ,; 即 都 在 号 到 下 中 ,其 中 有 一 个 ,例如 号 至 少 有 这 些 
差 中 的 1673=5 173 个 ,也 即 六 个 di 过 dz 二:… 必 ds. 五 个 差 ds 一 
di 二 1,2,…5) 不 在 和 A 到 吕 中 , 即 在 或 下 中 ,其 中 有 一 个 , 侈 
如 忆 中 下 至少 三 个 上 过 ee<ei. 两 个 着 es 一 el 及 & 一 es 都 在 下 中 ， 
而 它们 的 差 不 属于 A 到 了 的 每 一 个 . 矛盾 ! 

例 15 与 n=6 时 的 例 14 有 密切 的 关系 , 正 整 数 或 一 个 Abal 
群 的 子 集 A 称 为 无 和 的 ,如果 对 于 zyy,zE 上 ,方程 二 7y 一 > 无 
解 . 当然 这 里 允许 zx 一 * 与 Fermat 猜 粗 有关, Isai Schur 在 
1916 年 考虑 了 下 一 问题 , 集 41 2 六 可 以 分 成 于 个 无 和 
子 集 的 最 大 了 (mm 是 多 少 ? 


我 们 只 知道 Schur 珊 数 fn) 的 四 个 值 . 尝试 可 知 六 1) 一 1， 
2) 一 4, fA(3) 二 13,Baumert 在 1961 年 借助 于 计算 机 找到 了 
(4) 二 44, {1,2,…,44} 的 一 个 无 和 分 划 是 
S1 ={1,3,5,15,17,19,26,28,40,42,44}， 

S， 2 7,8,18,21,24,27,33,37,38,43}， 
=—{4,6,13,20,22,23,25,30,32,39,41}， 
={9,10,11,12,14,16,29,31,34,35,36}. 

Schur 改观 了 下 协 的 入 


et erl | 一 1， 


现在 我 们 证 明 把 集 {1,2,…, | en! ]} 分 成 nn 个子 集 时 ,至 
少 在 一 个 子 集中 方程 + 十 y= 二 z 是 有 解 的 . 
设 
{3,2 ,| en! 站 一 A， UA UA, 
是 分 成 nn 个 子 集 的 划分 , 我 们 考虑 有 | er1 ] 十 1 个 顶点 的 完全 
图 G, 并 把 顶点 标 为 1,2,…,| en! | 十 1. 用 种 颜色 1,2,…,n 
来 对 G 染色 . 边 rs 染 为 第 mx 色 , 如 果 |r 一 ;| EA,. 据 例 13 图 G 
有 同色 三 角形 , 即 存在 正 整 数 r,s,t 使 r<s<t 才 | enl |] 十 1 是 
rsrrt,st 有 同一 种 颜色 xm , 即 
S—rt— st—rtEA, 
因为 (5 一 门 十 人 一 中 一 t 一 六 上。 不 是 无 和 的 , 这 就 推出 
Fn en! | 一 1 
特别 有 大 6 二 :| 720e | 一 1， 
这 是 例 15 的 较 简 单 的 证 骨 , 其 中 数 1 978 可 换 成 1 957. 
我 们 再 看 Ramsey 数 RR.(3), 这 是 最 小 的 正 整数 ,使 得 有 
RR,(3) 个 项 点 的 完全 图 在 n -染色 时 必 有 同色 三 角形 . 我 们 已 经 
证 明了 
R,(3)E| en! ] +1. 
这 样 ,我 们 可 以 用 R,(3) 纵 出 关中 的 上 界 .我们 来 证 明 ， 
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R(t3) > 二 22. 

证 明 与 前 面 一 样 . 设 4 ,As pp…A4, 是 集 (1 ,2 fn)} 的 
无 和 划分 .证 捷 是 有 六 0 十 1 个 顶点 0 的 完全 图 . 我 们 
用 ”种 颜色 1.2，…… .rn 来 染 G 的 边 如 下 ;把 过 rs 染 为 第 mm 种 颜 
色 , 如 果 |r 一 s1 EA ;假定 有 一 个 天 点 为 rs 的 三 角形 各 边 都 
是 第 jr 色 的 , 设 r 过 :1 那么 1 一 5 1 一 F155 一 Fr 亿 六. 但 (一 5) 十 
ts 一 门 一 一 rr 这 与 上。 是 无 和 的 相 巴 盾 . 因此 R,(3) 半 了 C2) 十 
1. 证 毕 . 

在 问题 43 中 ,我 们 将 证 明 : 

f (>. 
这 样 就 有 


3 R39) en! I+1, 


印 
3SR.(3) 3, 6<R (3) 6,15<R (3)<17,42<Re(3) 近 66. 
由 Baumert 的 结果 ,我 们 还 知道 46<.R4C3)&66, 前 三 个 的 上 界 


是 精确 的 ,但 第 四 个 不 是 . 大 约 在 20 年 之 后 ,知道 有 Ri 3) 所 
65, 即 ， 


46<R, (3)<65. 
问 题 

13. 2 个 人 在 一 房 中 相通 ,每 个 人 与 另外 的 人 都 查 过 手 . 证 
阴 :在 任何 时 刻 总 有 两 个 人 握 过 手 的 次 数 相 同 . 

14. 在 有 个 人 参加 的 一 次 比赛 中 ,每 人 人 与 其 他 的 每 个 人 
都 恰好 比赛 一 场 ,证 明 : 在 比赛 过 程 中 的 任何 时 候 , 总 有 两 个 人 
赛 过 的 场次 相同 . 

15. 20 个 互 不 相同 的 正 整数 都 二 70. 证 明 : 在 两 两 的 着 中 总 
有 四 个 差 相 同 . 


解决 疝 是 的 策略 


16. 设 局 ,PP 是 空间 的 九 个 格 点 ,其 中 无 二 点 共 线 . 
证 明 ; 和 总 有 一 个 格 点 上 在 某 条 线段 P,P 网 避 天 让 

17. 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 , 放 有 51 个 小 虫 , 证明 ;任何 时 
候 总 全 少 有 一 个 小 虫 可 被 一 个 半径 为 177 的 圆 盖 往 . 

18. 在 边 长 为 ? 的 正方 体内 任 取 342 个 点 ,是 否 总 能 在 大 正 
方 体内 放 一 个 边 长 为 1 的 正方 体 , 使 得 小 正方 体 的 内 部 (不 包括 
边界 ?不 会 有 所 取 的 点 ? 

19. 设 nn 是 不 被 2,5 整除 的 正 整 数 . 证 明 : 存 在 2 的 倍数 全 
蚌 巾 数字 1 所 组 成 . 

20. 3 是 站 个 正 整 数 所 成 的 集 ,s 中 没有 数 是 ”的 倍数 . 证 
明 : 总 有 SS 的 ( 非 空 ) 子 集 使 得 这 子 集 中 所 有 数 的 和 被 ”整除 . 

21. 设 汪 是 25 个 点 所 成 的 集 , 在 s 的 任何 一 元 子 集中 ,总 
有 有 了 两 个 点 之 问 距 离 小 于 1. 证明; 存在 SS 中 的 13 个 点 ,它们 可 被 
一 个 半径 为 1 的 圆 盖 住 . 

22. 砷 任何 止 六 边 形 中 ,总 有 一 :条 对 角 线 , 它 友 出 的 一 个 三 
角形 面积 不 大于 六 边 形 面 积 的 176. 

23. 一 个 凸 六 边 形 中 ,如 果 每 条 对 角 线 切 出 的 二 角形 面积 
不 小 于 它 的 总 面积 的 176, 则 所 有 对 角 线 都 经 过 一 个 点 , 且 被 这 
点 分 成 同一 比重 ( 的 两 条 线段 ) ,并 上 且 都 平行 于 六 边 形 的 边 . 

24. 在 {1,2,…,2n}) 中 的 n 十 1 个 数 中 总 有 两 个 数 互 质 , 

25. 在 十 个 不 同 的 两 位 数 中 ,总 有 两 个 不 相交 的 非 空 子 集 ， 
集中 所 有 数 的 和 相等 . 

26. 设 上 是 正 整数 ,na 一 2 证明: 在 (2 一 1 个 正 整数 中 ， 
总 能 取出 了 个 数 ,它们 的 和 被 整除 . 

27. 设 aaz meat325) 是 任何 正 整 数 所 组 成 的 数列 , 证 
明 ; 总 能 取出 一 个 子 数列 ,并 看 每 一 项 前 放 上 十 号 或 一 号 使 得 所 
得 的 代数 和 被 wx? 整除 . 

28. 在 一 邮 房 中 有 (mx 一 1)w 十 1] 个 人 ; 则 其 中 或 有 避 个 人 五 
不 认识 , 或 者 有 个 人 认识; 个人， 如 时 上 少 一 个 人 . 疆 站 姑 否 
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成 立 ? 
人 ?十 ] 、 
29. 在 玉 7- 正 整数 wu<we< <aa<ome>| 3 | 中 ,至 少 


有 一 对 aiyar 使 a, 十 a 二 a,， 

30. 在 (ap 十 1) 只 总 罗 中 ,或 者 有 一 列 老鼠 有 a 十 1 只 ,每 只 
都 是 前 一 只 的 后 代 ; 或 者 有 #5 十 1 只 ,其 中 没有 一 只 是 另 一 只 的 
后 代 . 

31. 设 a,0,cyd 是 整数 , 证明, 差 5 一 ayc 一 a:d 一 asc 一 占 ， 
cd 一 cd 一 上 的 乘积 被 12 整除 . 

32. 正 实 数 ay2a,…, 一 1)a 中 ,总 有 一 个 与 某 一 正 整数 
的 距离 至 多 是 1 

33, 在 一 个 3X4 和 詹 形 中 的 六 个 点 中 , 必 有 两 个 点 距离 
VE. 

34. 在 任何 凸 2n 边 形 中 ,总 有 一 条 对 角 线 不 与 任 一 条 边 平 


一 


行 . 

35, 在 52 个 正 整数 中 ,总 可 取出 两 个 数 ,它们 的 和 或 差 被 
100 整除 ,这 个 论断 对 51 个 正 整数 是 否 成 立 ? 

36. 十 条 线段 中 每 一 条 都 长 于 lem; 短 于 55cm 证 明 : 可 在 
这 些 线段 中 取出 三 条 作为 一 个 三 人 角形 的 边 长 . 

37. 把 正七 边 形 的 顶点 染 成 黑色 或 白色 . 证 明 ; 有 三 个 同色 
点 成 为 一 个 等 腰 三 首 形 , 对 正八 边 形 又 怎样 ?对 怎样 的 正 z 边 
形 这 个 论断 是 正确 的 ? 

38. 把 正方 形 分 成 面积 之 比 为 2:3 的 两 个 四 边 形 的 九条 直 
线 中 ,至 少 有 三 条 经 过 同一 个 点 . 

对. 存 九 个 人 中 ,或 者 有 三 个 人 互相 认识 ,或 者 有 四 个 人 开 
性 不 认识 . 九 这 个 数 不 能 换 成 更 小 的 数 . 

40. R(4,4) 二 18 就 得 出 下 一 问题 ;在 18 个 人 中 ,或 者 有 四 
个 人 互相 认识 ,或 者 有 四 个 人 互 查 不 认识 ;而 17 个 人 就 未 必 止 
确 . 


衣 决 韶 蚌 的 第 略 


41. RC(3,6) 二 18 产生 出 下 一 问题 :在 18 个 人 中 ,或 者 有 三 
个 人 互相 认识 ,或 者 有 六 个 人 旨 相 不 认识 . 斌 对 尽 56,3) 佑 计 主 


界 和 下 罕 ， 

42. Erd5s 证 明了 了 RRCr 坟 的 合计 式 .我 们 把 这 作为 下 面 的 
两 个 问题 . 亚 明 ， 

Reir, sj Rr Rr,s—1). C1) 
43, 利用 圭一 式 子 ,证 明 ， 
wna 了 
一 
44. 把 集 {1.2,…,13} 分 成 二 个 元 和 集 . 证 明 : 11,2,.…,14; 


不能 分 中 个 天 和 全 

45. 让 明 : 集 位 ,2.……,(37 一 ]2) 可 以 分 成 4 个 无 和 集 . 

46. 任意 把 ;1,2,…,91 分 成 两 个 集 , 汪 明 ; 至 少 存 -个 子 集 
中 有 三 个 (不 同 ) 数 ,其 中 一 一 个 是 另 两 个 的 算术 平均 数 . 

47. 把 正三 角形 的 边 上 的 点 用 双色 染色 ,是 否 一 定 存在 三 
个 阅 色 点 是 直角 三 角形 的 三 个 顶点 ? (IM() 1983) 

48. 从 集 和 ,2,…,2n 十 1} 中 取 一 个 元 素 个 数 最 多 的 无 和 子 
集 A. 间 ;和 A 中 有 多 少 个 元 ? 

49. 把 平面 上 的 点 染 成 红色 或 蓝 色 ,那么 或 者 有 两 个 红 点 
距离 为 1, 或 者 有 四 个 在 一 直线 上 的 蓝 点 依次 距离 为 1， 

50. 把 Cb 的 边 双 色光 色 时 必 有 同色 四 边 形 . 

51. 一 染色 的 Cu 中 有 同色 的 G1. 

下 面 的 问题 是 相当 难 的 , 它们 讲 的 是 Jacobi 
的 定理 及 其 应 用 .50 57 是 及 59 题 的 解 略 去 了 . 

32. 图 4.3 中 是 一 个 周 长 为 1 的 圆 . -- 个 人 沿 
圆 向 每 - 步 走 的 步 长 是 无 理 数 w( 沿 圆周 计算 的 
长 度 ), 贺 局 上 有 -个 宽 为 s>0 的 淘 . 证 明 ; 述 早 
他 会 踩 进 这 海中 而 不 人 论 s 是 密 么 小 ， 

53. 证 明 : 存 在 2 的 -个 方 宪 , 它 是 由 六 个 图 +3 
_ #0 a 
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开头 的 . 即 有 正 整 数 n,k& 使 得 
999 990 xX 10: < 9" 0 6, 
klog999 999<nlog2<<# 二 6, 
提示 :这 里 e 二 6 一 log999 999, 步 长 是 4 二 log2. 类 似 地 ,可 以 
证 明 : 对 于 无 理 数 loga, 必 有 ua 的 方 寒 以 任意 给 定 的 数字 列 开 头 . 
54, 设 a, 是 数列 2,2: ,2 2 中 以 数字 1 开头 的 数 的 个 
数 , 证 明 
log2 一 一 < 经 <log2， 
A 
Pi =lim =log2~0.301 03, 
有 时 会 说 成 . 随 祝 选取 的 2 的 方 窒 ; 以 1 开头 的 概率 为 log2 有 * 
0.301 0%. 
55, & 为 无 理 数 , 则 直线 y= 二 az 除 (0,0) 外 ,不 会 经 过 任何 格 
点 ,但 它 可 与 某 些 格 点 任意 接近 . 


56. 证 明 : 有 正 整数 ”人 司 snz<10 2( 或 对 任意 正 整 数 玉 使 
SinF< 10 *), . : 

57. 若 ' , 辣 都 是 无 再 数 , 则 总 有 sinma 十 sinnp<<2. 但 对 
某 些 ?名 使 它 任 意 接 近 2. 

58. 圆周 上 有 这 样 的 点 集 , 它 在 旋转 后 能 成 为 它 自己 的 一 
部 分 . 

59. 在 一 张 由 1 关 1 方 块 所 成 的 无 限 的 象棋 盘 上 (棋盘 的 格 
子 爸 替 地 涂 上 月 色 和 黑色 ) ,一 只 跳蚤 从 一 个 白 格 子 出 发 ,每 步 
向 右 跳 a 并 向 上 跳 8,a,8 和 ai8 者 是 无 理 数 . 证 明 : 述 早 它 会 跳 
到 黑客 中 . 

60. 电 数 六 了 一 cosr 十 cosCzv2) 不 是 周期 的 . 

注 : 和 考虑 序 副 Qn 一 ma 一 | ne | n= ly Zr ry 是 无 理 数 ， 


解决 问题 的 策 趾 


jacobi 定理 说 ,序列 &, 的 项 在 区 面 上 40,1)? 中 处 处 稠密 . 1917 年 ， 
H. Wey|] 证 明 这 数列 在 区 间 (0,1)? 内 是 一 臻 分布 的 ,其 车 0s ac 一 
1 万 ,ay 是 esi 妥 人 落 在 区 间 (a, 人 中 的 项 数 , 则 

Had) 
全 一 一 一 一 一 二 
> Hi 


li 再 一 站 


黄金 分 制 «= 二 的 分 布 是 令 人 惊异 地 一 到 的 

我 们 用 一 些 很 有 几何 味 的 问题 来 结束 这 一 论题 . 

61. 在 半径 为 16 的 圆 内 有 650 个 点 ,证明 ,有 一 个 内 半径 为 
2 外 半径 为 3 的 环形 区 域 盖 住 其 中 的 十 个 点 ， 

62. 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 有 几 个 总 周 长 为 10 的 图. 证 明 : 
有 一 根 直线 至 少 与 其 中 4 个 加 相交 . 

63. 存 一 个 圆周 上 电 ”个 等 距离 的 点 (5 之 4)5 即 把 圆周 r 
等 分 的 二 个 点 ), 则 其 中 任何 天 一 EV22 干 174 十 372 | 个 点 中 总 有 
四 个 点 构成 梯形 . 

64. 把 长 为 1 的 线段 的 几 个 小 段 染 色 , 使 得 尾 何 两 个 染色 
的 点 的 距离 关 0.1. 证 明 ; 染 色 线 段 的 长 度 之 和 所 0.5. 

#55. 半径 为 1 的 圆 盘 内 的 七 个 点 两 两 距离 莹 1. 证 明 ; 贺 盘 
中 心 是 这 七 点 之 一 . (BrM( 1975) 

66. (ta) 证明. 存在 不 全 为 0 的 整数 4,5,c, 每 个 数 的 绝对 
值 小 于 1 000 000 ,使 得 |a 十 py2 十 ec Y3|<10- 1 

(b) 设 apic 是 不 全 为 0 且 绝 对 值 都 小 于 1 090 000 的 整 
数 . 证 明 ; a 十 by2 十 cy3| 汪 10-”. (Putnam 1980) 

67. 证 明 ;在 任何 7 个 实数 wm 中 ,总 有 两 个 数 使 

,一 1 
0 
68, 证 明 ; 在 任何 13 个 实数 中 ,总 有 两 个 数 .x,y 使 得 
[x—y| 夺 (2—y3}|1 二 zryl, 
869 把 空间 中 的 点 一 色 染 色 . 证 明 , 有 一 种 颜色 可 实现 任何 
92 一 
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让 离 , 即 对 任何 d>>0, 都 有 这 种 颜色 的 两 个 点 距离 为 d. 

70. 把 平面 土 的 点 二 色 染 色 . 证 明 : 有 一 种 颜色 可 实现 任何 
距离 , 即 对 任何 d>0, 都 有 这 种 颜色 的 两 点 距离 为 d. 

71. 把 球面 的 12 始 染 为 黑色 ,其 余部 分 染 为 白色 . 证 明 : 该 
球 总 有 一 个 项 总 都 是 白色 的 内 接 长 方 悖 . 

72. ?7X7 方 格 继 的 每 个 格子 双色 染色 . 证 明 :至 少 有 21 个 
秆 形 有 下 面 性 质 :顶点 同色 且 边 与 正方 形 的 边 平行 . 

73. Sikinia 的 道路 系统 中 ,每 个 交会 点 处 有 三 条 路 . 证 中 
Sikinia 道路 系统 有 下 列 性 质 : 从 任 一 交会 点 各 出 发 , 沿 任 一 条 
路 到 下 一 变 会 点 六 ,在 A 处 向 右 到 下 一 交会 点 A; ,在 六 处 问 
左 等 等 ,交替 地 向 左 和 向 右 . 刚 迟 早 会 回 到 出 发 点 入 1. 

74. 在 8X8& 棋 盘 上 放 有 33 个 车 . 证 明 : 其 中 总 有 五 个 车 , 它 
们 互相 不 能 攻击 到 对 方 ( 即 不 会 有 两 个 车 在 同一 直线 上 ). 

75. 1 个 正 整 数 a i 所; 和 a 攻破 a, 迄 27 中 任何 两 个 数 的 
最 小 公 倍 数 都 大 于 2x. 证 明 :al 记 | 2n73 1」. 

76. 空间 的 个 点 已 PP ,PP 中 , 任 一 点 到 点 了 的 距离 
比 到 任何 另 一 个 已 , 的 距离 小 . 证 明 ,nm<<15. 

77. 平面 上 的 点 以 任意 方式 染 成 红 或 蓝 色 . 证 明 ; 必 有 顶点 
同色 的 矩形 . 

78. 设 Rl si? ao0 和 hl :Ps » oo 是 l 到 100 的 两 个 排 
列 . 证 明 : 蒋 积 ub ee 4 ‘00 Pi 中 总 有 两 个 数 被 100 除 余 
数 相 辐 . 

79. 西 四 边 形 ABCD 的 每 边 长 部 小 于 24. 设 PP 是 ABCD 
内 的 一 点 .证明 ; 总 有 一 个 顶点 与 卫 的 距离 小 于 17. 

80. 在 8X8 格子 纸 的 每 个 格子 中 放 一 个 正 整 数 ,可 以 选 皮 
任何 一 个 3X3 或 4X4 的 子 棋盘 , 并 在 这 些 方 格 中 的 数 上 都 加 
1, 日 的 是 得 到 64 个 10 的 倍数 . 这 目的 总 能 达到 吗 ? 

81. 在 9X9 的 格子 纸 的 格子 中 ,分 别 填 上 数 1 一 81. 证明: 
总 有 两 个 相 邻 格 立 中 数 的 差 至 少 是 6. 


-一 上 - 


媚 决 阅 题 移入 隔 


82. 在 m 张 卡片 的 每 张 上 都 写 上 1,2,…,m 中 的 一 个 数 . 如 
果 任 何 一 批 卡 片 二 所 标 数 的 和 都 不 是 mn 十 1 的 倍数 ,证 明 : 每 张 
卡片 上 标的 数 都 是 局 一 个 数 . 

83. 在 志 200 的 70 个 不 同 的 正 整数 中 ,总 有 两 个 数 的 差 为 
4;:5 或 9. 

84. 由 1 Xz2x2 的 木 块 堆 成 的 20Xx 20XxX20 的 立方 体 , 总 可 
用 锯 子 锯 成 两 块 而 不 会 把 任何 森 块 饮 和 开 . 


解 答 


13. 解 与 例 ] 相同. 

14. 与 问题 13 相隔 , 仪 需 特 提 手 换 成 比赛 . 

15. 把 20 个 数 记 为 aj yase sa;0<al <<a 后 之 gm 之 
70. 我 们 要 证 有 上 使 a; 一 a, 二 上 至 少 有 四 组 解 . 现 

Oa 一 G1) 十 (2 一 Ga 十 十 (am 一 Gin 68. 
我 们 将 证 明 在 e+ 一 ait 一 1,2,…,19) 中 总 有 四 个 相同 的 数 . 如 
果 至 多 只 有 三 个 相向 , 则 
3+1 十 3 2 十 3， 3 十 … 十 3，。6 十 ?7&68 

妈 70<<68, 矛 盾 ! 

16. 例 7 的 推广 考虑 三 个 坐标 (mod 2). 共有 多 二 8 个 不 同 
的 情况 ,但 有 九 个 点 ;总 有 两 个 点 的 三 个 坐标 都 相同 (mod 2) ,部 


有 两 个 点 (a,6,c) 和 (r,s,) 有 整数 的 中 点 M== (3 ,35， 
“十 
下 


17. 把 单位 正方 形 分 成 25 个 边 长 为 去 的 小 正方 形 . 在 其 中 
的 一 个 中 至 少 有 三 个 小 虫 , 边 长 为 去 的 正方 形 的 对 角 线 长 为 
巡 .外接 加 半径 为 星 一 上 二. 作 半 径 为 目的 同心 加 将 把 这 小 正方 
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形 全 部 次 住 . 

18. 把 正方 体 分 成 六 二 343 个 单位 正方 体 , 因为 大 正方 体 中 
只 有 342 个 点 ;总 有 一 个 单位 正方 体 的 内 部 无 点 . 

19, 考虑 7 个 整数 1,11,111,… ,11…16modm ,一共 可 能 有 
个 余数 0,1,…,n 一 1, 如 果 有 余数 为 0 的 ,就 已 经 完成 . 否则 总 有 
两 个 数 (mod 刀 相同 , 它们 的 差 11…100…0 被 sn 整除 ,因为 nr 不 被 
2 及 5 整除 ,可 以 把 04 都 去 掉 并 得 到 全 由 1 所 组 成 的 = 的 倍数 . 

20. 用 同样 的 想法 ,考虑 下 列 各 个 和 

a 4 十 Gy 十 aa 十 Ga sd 二 aa 二 :十 a 

如 果 个 和 中 有 被 5 整除 的 ,就 已 经 完成 . 否则 有 两 个 和 十 … 
十 :al 十 …… 十 全 被 二 除 同 余 . 若 产生 则 ar 十 … 十 被 5 整除 

21. 在 证 明 中 我 们 分 别 用 2n 十 1 和 ml 代替 25 和 13, 设 及 ， 
B 是 S 中 距离 最 大 的 两 点 . 如 果 |4BI 委 1, 以 和 为 圆心 ,以 1 为 半 
径 的 贺 盖 住 了 所 有 2 十 1 个 点 ,证 明 邮 己 完 成 . 现在 假设 14 了 | > 
1. 设 久 是 SM\M{A,B} 中 的 任 一 点 ,在 {及 ,B,X} 中 有 两 点 距离 小 
于 1, 内 而 或 者 |AX| 过 1, 或 者 | BX|<<1. 所 以 S 中 的 点 或 者 在 
以 让 为 圆心 ,或 在 以 号 为 圆心 的 半径 为 1 E 
的 圆 内 . 其 中 总 有 一 个 贺 鞋 少 有 2x 十 1 个 
点 中 的 1 十 1 个 点 . 记 D 

22. 如 果 三 条 主 对 角 线 (不 切 出 三 角 
形 的 对 第 线 ) 经 过 朵 一 总 , 则 很 清楚 , 主 对 B 
第 强 把 六 边 形 分 成 六 个 三 角形 ,其 中 有 一 
个 的 面积 不 超过 六 边 形 面积 的 六 分 之 一 ， 
设 此 三 角形 为 AAOBCCD 是 主 对 角 线 的 交 
点 光 见 图 4.4). 则 入 ABC 和 入 BCD 中 有 
一 个 的 面积 和 和 仿 OBC 的 面积. 但 如 果 主 对 
衣 线 如 图 4.5 形成 一 个 二 角形 PQR ,证 明 
更 为 简单 , 请 自行 证 其 之 ， 

23. 这 可 由 前 一 证 明 得 出 ， 实际 上 这 图 4.5 


解决 问题 的 入 了 


个 问题 是 从 前 一 题 而 作出 的 ， 

24. 在!1,2,…,27 中 中 的 十 1 个 数 中 总 有 两 个 相继 的 数 ， 
它们 基 互 质 的 . 

25. 十 个 两 位 数 的 集 $ 中 ,等 个 数 都 过 99, 它 共有 27 = 
1 024 个 子 集 . 而 S$ 的 任何 子 集 中 所 有 数 的 和 和 10X99 一 990. 
所 以 可 能 的 和 比 子 集 个 数 小 . 这 样 就 至 少 有 两 个 不 同 的 子 集 5 
和 S;, ;这 两 个 子 集中 的 所 有 数 的 和 相同 . 如 果 9 门 S: = 他 就 已 
经 完成 . 否则 只 要 都 去 掉 它 们 的 公共 元 素 , 就 得 到 两 个 不 相交 
的 .总 和 数 相等 的 子 集 . 

26. 使 用 从 到 2 的 归纳 法 . 这 相当 于 从 上 到 二 +1 的 归纳 法 . 

(1) 对 nn 三 1 结论 是 正确 的 . 

(2} 假定 对 2n 一 1 个 整数 ,总 可 以 皮 出 5 个 ,它们 的 和 是 
的 倍数 . 在 2C2n) 一 1 个 正 整数 中 ,我 们 可 以 三 次 选 个 数 , 每 次 
选 汕 的 # 个 数 的 和 都 被 # 整除 ,在 选 出 个 数 后 ,还 有 3x 一 1 个 
数 , 竹 第 二 次 又 选 个 数 后 ,还 有 2n 一 1 个 数 , 设 王 次 选 旧 的 
个 数 的 和 为 a nn,56:，n,c +，n.a,6,c 中 必 有 两 个 奇偶 性 相间 ,全 
如 a 和 #5, 这样 an 十 bn 二 (a 十 bjn 能 被 2n 整除 . 

注 : 更 一 般 的 定理 ,任何 2n 一 ] 个 整数 中 可 取出 nn 个 ,它们 
的 和 能 被 nn 整除, 它 的 证 明 要 困难 得 多 . 先 对 zx 一 户 是 质数 的 情 
形 证 ,然后 再 对 一 p，g(psg 是 质数 ) 来 证 明 . 

27. 考虑 11 ,2,…,n} 的 子 集 们 全 记 SO 2 
5 一 4 十 4; 十 & ,这样 的 和 有 2 一 1 个 .因为 了 5 时 入 一 1] 人 > 
n ,有 两 个 和 数 被 至 除 同 余 , 它 们 的 差 被 刀 整除 . 而 差 有 形式 
十 a 十 as 土 … 土 a,( 对 某 个 ! 宇 ] 及 某 些 标 导 ,$s ys) 

28. 我 们 要 证 明 房 中 有 ww 个 人 互 不 认识 ,或 有 十 1 个 人 互 
相 认 识 . 

我 们 重复 下 述 步 又 ; 任 取 一 个 房 中 留 下 的 人 ,并 去 掉 所 有 他 
不 认识 的 人 ,每 次 至 多 去 掉 澡 一 1 个 人 (假定 没有 疡 十 1 个 人 芋 
相 不 认识 ). 这 样 做 # 次 (每 次 选 的 人 不 同 ) ,至 少 还 有 一 个 人 留 
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下 . 每 次 选取 的 人 及 任何 一 个 最 后 留 下 的 人 就 是 * 十 1 个 互相 认 
识 的 人 . 

29, 类 一 1 个 差 qj 一 Qi ys 一 Qi1s wae 一 4 及 所 给 的 个 数 
是 吕 一 1 个 正 整数 ,2 纺 一 1] 半 n. 这 些 数 都 过 ma ,从而 这 两 批 数 中 至 
少 有 一 个 相同 的 元 素 , 即 有 a, 一 a 一 a,, 即 ai 十 ei 一 ar 

30. 从 每 只 老病 出 发 ,向 它 的 下 一 代 的 老鼠 曾 一 根 箭头 . 这 
样 就 得 到 若干 个 树 . 如 果 每 个 树 至 多 有 a 个 点 , 则 至 少 有 上 5 十 1 
个 树 , 从 每 棵 树 中 取 一 个 老鼠 ,这 样 得 到 的 2 十 1 个 老鼠 就 没有 
一 个 是 另 一 个 的 后 代 . 

31. 把 四 个 数 按 奇 偶 性 放 入 两 个 盒子 . 最 差 的 情况 是 每 个 
盒 中 有 两 个 数 . 这 时 每 个 盒子 中 两 数 之 差 是 偶数 . 这 样 有 两 个 偶 
数 作成 的 差 ,其 乘积 有 约 数 2. 现 考虑 四 个 数 mod 3, 至 少 有 一 
个 盒子 中 有 两 个 数 ,它们 的 差 是 3 的 倍数 , 因此 六 个 差 的 乘积 是 
12 的 倍数 . 

32. 考虑 这 些 数 的 小 数 部 分 ， 就 得 到 一 1 个 位 于 区 间 
[6,1 中 的 实数 . 把 单位 区 间 分 成 个 长 为 17m 的 区 间 . 如 果 有 
一 个 点 在 第 一 个 区 间 中 就 已 完成 . 否则 必 有 两 个 数 ,比方 说 (za)} 
及 {ka} 落 在 同一 子 区 闻 中 . 这 时 {Ck 一 让 a} 


与 一 个 整数 的 距离 才 二 . 


33. 如 图 4.6 那样 把 3X4 矩形 分 成 五 
部 分 . 总 有 一 抉 中 有 六 点 中 的 两 点 ,这 两 点 
间距 离 &y5， 

34. 2n 边 形 有 2n(2n 一 3)/2 二 na(2n 一 3) 条 对 角 线 . 对 每 一 
条 边 来 说 ,与 它 平行 的 对 角 线 数 志 nn 一 2. 因而 与 某 边 平行 的 对 角 
线 至 多 有 2ntn 一 2) 条 . 因为 2n(n 一 2)< 之 nt2n 一 3), 必 有 某 条 对 
角 线 不 与 尾 何 边 平行 ， 

35. 考虑 51 个 盒子 , 在 0 号 合子 放 和 以 00 结尾 的 数 ,在 1 
导 合 中 族人 01 或 99 结尾 的 数 ,在 2 号 盒 中 放 人 02 或 9 结尾 


解决 间 题 的 病 陆 


的 数 , 等 等 . 最 后 ,在 49 号 盒子 中 放 以 49 或 51 结尾 的 数 . 在 50 
写 侈 中 底 以 50 结尾 的 数 . 52 个 数 中 必 有 两 个 数 在 同一 个 盒子 
中 . 这 两 个 数 的 差 或 和 以 00 结尾 , 但 51 个 数 中 就 未 必 有 这 样 的 
两 个 数 . 例如 1,2,-…,49,50,100. 

36. 设 | 条 线段 的 长 度 局 me 使 la aa 
55. 如 果 不 能 作出 三 角形 , 则 da Ta ?da 二 di 
di 十 ii 人 2 十 3 一 ar 十 ai 人 3 十 5 一 和,e; da 十 ai 5 十 8 
= 13,a a Ta >8+13=21,.a0 a; Tas > 3d ,dan aH a > 
21 十 34 一 55, 革 | eu>55. 不 盾 ! 

37. 国 为 项 点 个 数 是 奇数 ,总 有 两 个 相 邻 项 点 是 同色 的 ,出 
如 设 它们 是 黑色 的 , 且 这 两 个 顶点 标号 为 2 和 3, 如 果 顶 点 1 或 
1 是 黑色 的 ,就 有 了 同色 的 等 腰 王 角形 . 否则 1 和 4 都 是 入 色 
的 . 于 是 或 者 2,3,6 是 黑 的 等 腰 二 角形 ;或 者 1,4,6 是 和 的 等 腰 


二 角形, 同一 论证 对 于 他 5 的 奇数 n 都 有 
效 . 对 于 n 二 6 或 8, 图 4.7 和 4.8 说 明 可 以 < r ) 
染色 使 得 没有 同色 顶点 的 等 爵 三 角形 . 对 
于 一 生 十 208>1) ,我 们 可 以 略 去 每 两 点 
中 的 第 二 点 并 利用 对 nn 为 奇数 时 的 nn 边 
形 的 论证 , 对 其 他 情形 又 如 何 呢 ? 

把 硕 点 标记 为 1 ,2,…,n. 如果 没 有 相 邻 的 同色 点 ,颜色 必 
定 交 替 : 黑 白 黑 白 黑 …, 第 1,3,5 号 顶点 是 局 色 的 等 腊 三 角形 ， 
否则 有 同色 的 相 邻 点 , 设 1,2 是 黑 点 , 从 它们 出 发 ,我 们 画 出 没 
有 王 个 依次 等 距 的 局 色 
顶点 的 所 有 可 能 的 树 , 见 
图 4.9. 至 过 到 长 度 8 时 ， 
树 就 不 能 再 长 了 . 如 果 我 
们 取 任 何 九 个 相继 的 整 yes 
数 , 总 有 三 个 成 敌 差 数 
列 的 数 是 局 色 的 . 因此 对 图 二 9 
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nn 站 8, 总 有 黑 或 白 的 等 腰 三 角形 , 对 于 从 边 形 怎样 呢 ? 这 时 有 二 
个 长 为 8 的 路 . 在 把 它 科 闭 合成 环 时 ,两 条 路 是 黑 黑 白白 黑 黑 日 
站 和 黑 日 月 岩 轩 日 巴 黑 . 因此 图 4.8 的 解 是 唯一 的 . 我 们 从 加 的 
出 发 ,而 如 果 从 日 的 出 发 , 得 到 同样 的 解 , 而 颜色 则 是 黑白 对 换 ， 
但 颜色 的 改变 只 能 把 解 旋转 90 . 

38, 设 正方 形 边 长 为 a. 两 个 四 边 形 是 高 为 a 的 梯形 ,面积 
之 比 是 中 线 长 头 之 比 . 在 中 线 上 上 有 四 个 点 把 中 线 分 成 2:3 的 比 . 
九条 直线 必须 通过 这 四 个 点 . 由 抽 居 原理 ,至 少 有 三 条 直线 都 通 
过 这 四 点 中 的 茶 一 点 ， 

39. 现下 面 问 题 42 的 解 . 

40. 见 下 面 问题 42 的 解 . 

41. 见 下 面 问题 42 的 解 . 

42, 考虑 有 RC 一 1,s) 十 RCr,s 一 1 个 顶点 的 完全 图 , 边 用 
红 和 黑色 染色 . 我 们 取 一 个 顶点 vw; 并 考虑 

WV 二 上 筷 v 用 红 按 联结 的 所 有 耻 点 的 集 , Vl | 二 1. 
Wo 二 与 用 黑 边 联结 的 所 有 顶点 的 集 , Vs | 一 712. 

mnl=R eo1,5) +tRG,s—1) ,由 加 夺 RCr 一 1,s) 8] 
得 光宇 Rrss 一 了 .这 襄 其 Vs 含有 性 或 和 -而 加 上 ”就 有 一 
个 局 ,， 

mRr 一 1 就 获 合 了 包含 G, 或 G1 而 加 上 ww 这 有 
个 G,, 因此 ,我 们 有 

Rerso) ER{ro—1,s)T Rr,s—1). 

由 边界 条 件 RC(2,s) 一 s，R(2,7) 二 x， 由 对 称 性 , 我 们 还 有 
Rr RRs,r). 

如 果 Rer 一 1,s) 各 RRC(r,s 一 1) 都 量 提 数 , 则 

Reir,ss}<C RIEr—1,s}T Rr,s—1). 

确实 , 设 尺 (7 一 1 ,5)=2p,R{r,s 一 1 二 29, 考 碟 2p 十 2g 一 1 
个 顶点 的 完全 图 . 取 一 个 顶点 v, 考 虚 三 种 情况 : 

(a) 与 vv 至 少 有 2p 条 红 边 相 联 ; 


解决 问题 的 策略 


(b》 与 wv 至 少 有 29 条 黑 边 相 联 ; 

(ce) 乌有 2p 一 1 条 纤 边 及 2g 一 1 条 黑 边 . 

在 第 一 种 情况 下 ,我 们 有 一 个 G., 或 者 加 上 % 有 一 个 上 ,. 类 
似 地 在 情况 (b} 下 ,我 们 有 一 个 G, 或 与 v 合 起 来 有 一 个 G.. 情 
况 (c) 不 会 对 这 陋 个 染色 图 的 每 个 顶点 都 成 立 ,内 为 那样 将 会 有 
《28 十 24 一 1(C28 一 切 个 红 顶 点 , 邯 它 基 个 奇数 . 但 这 是 只 考虑 
红 边 的 每 个 顶点 处 的 度数 之 各, 应 是 红 边 条 数 的 两 税 , 因 此 至 少 
在 某 个 顶点 处 (a) 或 (b) 成 立 , 所 以 有 严格 的 不 等 式 . 

由 RC(2,4) 一 4 及 R03,3) 二 6 得 RR(G3,4)<R(2,4) 十 R(3， 
3) 一 10. 从 而 RG3,4) 才 9. RO ,村 RG3 ,+R(4,3) 过 9 十 9 二 
18. 图 4.10 中 既 没 有 细 线 的 一 角 拭 ,又 没有 粗 线 的 四 边 形 ,中 心 
个 是 GG 的 顶点 这 就 涪 明 R03,4} 二 9. 我 们 证 明了 民 (4 ,47 所 
18. 实际 上 ,在 一 圆周 土 取 等 分 的 17 个 点 1,2,…,17, 联结 1 与 
7;7 与 13，……( 总 是 跳 过 5 个 点 ) ,这样 把 Gi; 的 边 染 成 黑色 (未 联 
结 的 都 涂 上 田 一 色 ), 它 不 合 有 黑 的 G, 及 男 一 色 的 GG. 

RG3,5)<R(2,.5)+R(3,4)=5+9= 14. 


围 抽 地 


图 4.11 表明 RC3,5) 一 14, 这 图 中 的 G1; 染 成 黑 的 (未 联 的 
线 涂 上 男 一 色 ), 它 没有 三 角形 ,也 没有 五 个 独立 的 点 ， 
R(6,3)<R(5,3)+R(6,2)=14+6=20. 
因为 14 和 8# 都 是 偶数 ,可 以 证 明 尽 (6,3) 一 18, 我 们 略 去 精确 的 
翼 的 证 明 . 读者 试 作 染色 法 以 说 明 RG6,3) 半 17. 
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43. 由 二 项 式 系 数 Cr) 一 Cr 一 1 十 Clr,s 一 1) 可 得 
证 . 

44, 见 下 一 问题 . 

45. 我 们 要 给 出 Schur 函数 fCn) 的 下 界 . fn) 是 最 大 的 使 
2 并)}) 可 以 分 成 #1 个 无 和 集 的 数 . 

如 贤 ;个 无 和 的 行 z x 下 则 十 1 个 行 

3 371 一 1 33 3ro 1d 3 132, Bu los 


1,4,…,3fF(n) 十 1 对 整数 3f(n) 十 1 给 出 一 个 类 似 的 表 . 2 一 2 
1， 
时 由 表 。 -我 们 得 到 新 的 表 


3,2,]12,11 
0.519,8 
1],7,10,13. 
这 样 ,无 论 如 何 我 们 都 有 fn 十 1) 衬 37() 十 1. 由 于 (1)=1， 
我 们 有 (2) 守 4, 7(3) 之 13 及 f(4) 之 40. 于 是 得 到 jn) 之 1 十 
3 十 时 十 十 3 一 (3 一 1 2. 
46. 试 作 双色 的 无 等 差 三 数 的 树 . 长 利 不 会 超过 8. 
47. 设 不 存在 同色 顶点 的 直角 三 角形 . 把 正三 角形 的 每 边 
三 等 分 ,这 些 分 点 组 成 正六 边 形 . 如 果 有 两 个 对 顶点 是 同色 的 ， 
其 他 铀 个 点 都 是 男 一 色 的 , 床 有 了 另 一 色 的 一 个 直角 三 角形 , 所 
以 六 边 形 的 对 顶点 是 异 色 的 . 于 是 有 两 个 相 邻 的 异 色 点 . 这 样 的 
相 邻 的 蜡 色 点 有 一 对 在 三 角形 的 一 条 边 上 , 而 在 这 一 条 按 上 的 、 
不 是 六 边 形 项 点 的 其 他 点 ,就 既 不 能 是 第 一 色 也 不 能 是 第 二 色 
的 , 政 秆 1 
略 . 设 避 二 和 ,2,0 呈 ,2n 十 1 由 十 1 个 奇数 全，3，'…: ,2n 十 
1} 所 成 的 子 集 是 无 和 的 ,这 是 因为 两 个 奇数 的 和 是 偶数 . 考虑 最 
大 的 (地 元 素 个 数 最 多 的 ;无 和 子 集 本 = {fai sas,"…' yar, 其 中 避 i 
qo<m<Cas, 因为 
0<Tag— a Oa An a 
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集 5==iar 一 gy 一 ges 一 41} 是 记 的 儒 一 1 元 于 集 ,S 与 
荆 是 不 交 的 , 实际 上 ,对 于 某 对 GCE {2,… kj 一 {1 124， 
上 ) ,如 果 有 a. 一 1 二 a, ,就 有 ae = 这 与 工 是 无 和 和 子 集 相 
矛盾 . 这 样 就 有 (一 1 十 =|s| 十 1 T= 二 1ISUTI 过 |M|= 二 2 十 
1. 出 2 一 1] 志 2n 十 1 有 所 n 十 1, 因此 盯 不 会 有 比 上 述 青 数 集 元 
素 更 多 的 无 和 千 集 . 另 一 个 无 和 子 集 是 fn 十 1 ,十 2,… ,2 十 1)， 
试 证 这 些 是 M 公有 的 最 大 无 和 子 集 . 

49. 考 感 由 两 个 边 长 为 1 的 等 边 二 角形 48D 和 BCD 所 成 
的 凌 形 ABCD. 把 它 的 项 点 染 成 黑 . 跨 或 红色 ,并 避免 使 距离 为 
] 的 顶点 是 同色 的 . 把 B,D 分 别 染 成 黑色 和 和 白色 ,于 是 A,C 都 
必 是 红色 的 . 把 萎 形 绕 A 点 旋转 ,点 画 出 一 条 半径 为 /3 的 圆 ， 
加 中 的 点 全 都 是 红色 的 . 加 上 有 长 为 1 的 弦 , 它 的 两 端 就 都 是 红 
的 . 

58. 取 周 长 为 1 的 几 ,并 在 鸯 周 上 任 电 一 点 口 作为 起 点 . 车 
& 是 个 正 无 理 数 ,在 圆周 上 从 人 〇 出 发 沿 同 一 方向 (例如 逆 时 针 方 
向 ) 取 长 为 a,2as3a,… 的 点 , 这 些 点 自动 按 (mod 1) 算 . 我 们 得 
到 点 集 S,S 有 下 述 性 质 : 对 它 作 旋转 即 变 成 S 的 一 部 分 . 把 它 
旋转 ma 时 得 到 SV{0,ay "(mm 一 1)a). 

60. 设 4 一 vy2, 如 果 Fr 有 周期 人 风 costxr 十 TY 十 cosCAr 
十 A 站 二 cosr 十 coshx( 对 所 有 x}. 特别 对 = 二 0 有 cosT 十 cosa 丁 
二 2. 由 此 T=2kx,AT 二 2nx,X 一 pn/ 上 EQ 蔬 盾 1 

51. 注意 到 点 王 存 以 口 为 中 心 的 环 中 ,与 已 在 以 忆 为 中 心 
的 环 中 是 等 价 的 . 所 以 只 要 证 明 下 而 的 事实 . 考虑 中 心 在 若干 给 
定点 的 环 , 则 这 些 点 中 就 有 一 个 点 至 少 要 被 上 个 坏 羡 住 , 这 些 环 
在 一 个 半径 为 16 十 3=19. 面 积 为 19x== 361x 的 隔 内 ,而 
9X36ir==3 249x, 然 而 所 有 环 的 面积 之 和 为 650.5r 一 3 250x. 

62. 把 所 有 贺 垂 直 投 影 到 单位 正方 形 的 边 4B 上 . 周 长 为 / 


的 加 的 投影 是 一 条 长 为 < 的 线段, 所 有 网 的 投影 的 和 为 区, 因为 
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3=3AB,AB 上 必 有 一 点 属于 至 少 四 个 加 的 投影 . 过 这 点 
的 AB 的 垂直 线 至 少 与 四 个 圆 相 交 . 
63. 易 见 正二 边 形 的 边 及 对 角 线 有 个 方向 ,任何 个 点 是 


(。) 条 吏 的 映 点 由 抽 尾 原理 ,如 果 弦 的 数目 >m, 就 有 两 条 弦 是 


平行 的 . 由 (。)>", 得 到 k>1/24v2nt1l/4,B k= [v2n+1/4 


二 3/2]. 

64. 把 一 条 单位 长 的 线段 分 成 十 条 长 为 0.1 的 线段 ， 把 它 
们 又 成 一 血 并 投影 到 一 条 线段 上 . 因为 两 染色 点 的 距离 取 0.1， 
因此 相 邻 两 条 小 线段 上 的 染色 点 不 会 投影 成 同一 点 .因此 ,在 十 
条 线段 上 ,不 会 有 多 于 五 个 染色 点 的 投影 是 同一 点 . 从 而 染色 线 
段 的 投影 的 和 (就 是 染色 线段 的 长 度 的 和 ) 至 多 是 5Xx0.1 一 0.5， 

65, 如 果 中 心 D 不 是 7 个 点 之 一 ,那么 上 个 点 中 有 两 个 点 
P,Q 使 一 POQ<<60" ,从 而 |PQ|<1. 请 把 细节 补 全 . 

6 Ca) 设 S 是 108 个 形 为 r 十 sVv2 十 !Y3 的 数 的 集 ,其 中 >， 
SiE O01,211 ,10 一 1). 令 d= 二 (1 十 Y2 十 Y3)105. 于 是 每 个 
XS 满足 0 所 +<d, 把 这 区 间 分 成 10” 一 1 个 小 区 间 . (8 一 1)e 
Tke( 其 中 e=4/00%* 一 1]), 上 = 二 1,2,…;103 一 1). 由 抽 居 原 
理 ,S 中 有 两 个 数 在 同一 小 区 间 中 ,它们 的 差 a 十 BY2 十 ce Y3 给 出 
所 要 求 的 ae,5,cf 因 为 ec<10 1). 

(b) 设 记 二 a 十 4Y2 一 cy3,F;,;F ,FR 是 其 他 的 形 为 a 土 
bY2 士 cy3 的 数 . 由 Y2 ,y3 是 无 理 数 及 a,5,c 不 全 为 0, 易 证 Fi 都 
不 是 0. 乘积 已 = FFzFsF 是 整数 ,因为 把 v2 换 成 一 /2 ,V3 换 
成 -V3 时 ,P 不 改变 ,从 而 |P| 洋 1 这 样 就 有 | FF | 之 TF 记 所 
之 107"( 因 为 对 每 个 i 有 |F; | 二 107). 
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67. 这 一 问题 已 包含 了 所 有 对 解法 的 提示 , 这 是 抽 居 原理 
的 问题 . 有 关 有 限 集 的 存在 问题 大 多 与 抽 民 原理 相关 . 它 还 提示 


了 tan 移 加 法 定理 ,0 二 tan0, iY3 二 tan 全 及 对 抽 展 作 了 提示 . 
令 二 tanr, 1 入 二 tanr) :得 到 


tanO<tan(r,— 7,)<tan 于 
因为 tan 是 单调 上 升 的 ,我 们 得 到 0<, 一 二 到 


y 可 以 是 (一 oo,00) 中 任何 数 ,但 x 仅 限于 区 间 一 吾 <<w<< 要 ， 
至 少 对 七 个 zx, 中 的 两 个 有 0 所 x 
下 原 不 等 式 由 此 可 得 ， 

68. 这 一 问题 可 类 似 地 做 . 如 
法 定理 较为 隐蔽 . 要 看 出 2 一 y3 = 
tantm/ 12), 

69, 设 三 种 颜色 A,B,C 中 没 
有 一 种 有 所 要 求 的 性 质 , 即 它 们 分 
别 不 能 实现 距离 abc 可 设 0<u 
Dc. 设 AAAA 是 一 个 ae -四 
面体 , 即 这 长 为 a 的 正四 面体 , 设 
BBBB 是 一 个 5- 四 面体， 
tC 是 一 个 < -本 面体 ,4,， 
号 的 位 置 问 量 分 别 记 为 ae,, 忆 ， 图 二 和 
0 又 用 Pi 表示 位 置 向 量 为 4, 十 5 十 的 点 . 

对 16 个 指标 对 的 任何 一 对 (门人 一 1,2,3,4) ,点 PP,， 
Psz ,Pos 和 了 ,是 一 个 < -四 面体 的 顶点 . 它 是 原来 的 -四 面体 
平移 a, 十 5 而 得 的 弄 面 体 . 这 16 个 四 面体 中 ,每 一 个 四 面体 至 
多 有 一 个 是 忆 色 点 , 因此 Pi 中 至 多 有 16 个 各色 点 ， 
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类 似 地 考虑 顶点 为 Pu, Pa ,P,Pu 的 上 四 面体 ,可 以 证 
少 存 Ps 中 有 弛 2 个 和 色 点 .其 中 至 少 有 两 个 上 色 点 属于 16 个 
(不 必 各 点 不 同 的 )a 四 面体 中 的 同 . -个 . 这 样 有 两 个 A 色 点 路 
70. 考虑 图 4.13 所 示 的 四 个 边 长 为 d 的 正三 角形 八 AlAs 六 ,， 
此 外 有 
二 点 ,总 有 两 个 点 距离 为 d. zk < 
设 三 种 颜色 A,B,C 都 没有 所 要 求 的 La 
虑 不 能 实现 距离 rc,5,c 的 三 个 图 形 C,,C， 围 4.13 
和 C, ,总 可 以 这 样 来 放置 它们 ,使 得 不 在 同一 图 形 中 的 四 个 点 
Ci 一 1,2 7). 设 口 是 平面 上 任何 一 个 点 ,考虑 各 式 各 
样 的 和 0O4 十 6 让 十 DC Gy 一 1,2，,7) ,得 到 平面 上 7 一 
49 个 c -图 形 .在 343 个 点 中 总 有 至 少 115 个 同色 点 ,例如 是 A 
色 点 . 从 而 在 49 个 a -图 形 中 总 有 一 个 有 三 个 A 色 点 (否则 及 
71. 考虑 经 过 球 心 DO 的 三 个 两 两 垂直 的 平面 ,8,y, 如 果 把 
球面 的 暴 色 部 分 关于 a,B,y 作对 称 . 至 多 只 有 8X12% 二 96% 的 
点 煞 ， 把 它 再 关于 w，8,，y 作对 称 点 ， 就 得 到 一 个 盒子 的 八 个 
白 顶 点 ， 
部 分 增加 到 50 多 一 se, 如 果 我 们 能 成 功 地 证 明 在 涂 成 外 色 的 部 
分 能 找到 一 个 长 方形 的 四 个 顶点 的 话 . 那么 我 们 就 将 此 长 方形 


明 64 个 指标 三 数组 (i,j,k) 中 至 多 有 16 组 属于 B 色 点 ,这样 至 

离 为 4. 矛盾 1! 

1AAs | 二 d. 注意 到 对 图 中 七 点 中 的 任何 a 

性 质 , 即 它们 分 别 不 能 实现 距离 a,6,c. 考 

不 可 能 成 为 平行 四 边 形 .把 这 二 个 图 形 的 顶点 分 别 记 为 A,,B,， 

343 个 点 , 这 343 个 点 可 以 分 成 49 个 a -图 形 或 49 个 -图形 或 

色 点 至 多 有 2X49 一 98 个 ) ,这 与 4 色 不 能 实现 距离 。 矛盾 ! 

球面 是 黑 的 .因此 总 还 有 白 点 , 任 取 一 个 (不 在 a, 8, y 上 的 ) 白 
该 定理 对 内 接 立 方 体 可 能 也 成 立 . 此 外 ,可 以 把 涂 成 黑色 的 
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按照 球 心 作 反 射 ,从 而 得 到 --- 个 有 8 个 日 色 顶 点 的 盒子 . 
72. 我 们 把 在 表 的 同一 行 中 的 两 个 同色 的 格子 称 为 好 对 . 
若 在 某 一 行 中 有 是个 已 格 ,7 一 & 个 黑 格 ,就 有 


A DD TT ha 


个 好 对 ， 当 上 二 3 或 二 4 时 它 的 秆 最 小 并 等 于 9， 因此 每 一 行 
中 至 少 有 九 个 好 对 ,而 在 整个 格子 纸 上 至 少 有 63 个 好 对 . 我 们 
把 在 同样 的 到 的 且 有 同样 颜色 的 两 个 好 对 称 为 协调 的 ,任何 两 
个 这 样 的 对 就 作出 一 个 合乎 要 求 的 矩形 , 为 估计 协调 对 的 个 数 ， 
我 们 看 到 共有 7. 872=21 个 列 的 对 和 两 种 颜色 ， 即 至 密 有 42 
个 不 协调 的 好 对 .因此 一 个 对 一 个 地 来 看 这 63 个 好 对 ,其 中 至 
少 有 63 一 42 一 21 个 好 对 是 与 前 面 的 某 一 个 是 协调 的 (21 是 精 
确 的 ). 

73. 由 于 该 道路 系统 是 有 限 的 ,你 最 终 会 第 五 次 经 过 某 路 
段 AB. 于 是 你 必定 在 这 路 段 十 沿 一 个 相间 的 方向 {比方 说 从 及 
到 BB) 走 了 至 少 3 次. 这样 你 就 对 两 条 连续 路 段 BC 和 BD 中 的 
一 条 至少 沿 同一 方向 (比方 说 从 B 色 忆 , 见 图 4,14) 走 过 2 次 ， 
但 是 A 一 BC 这 一 部 分 唯一 地 确定 了 你 后 面 走 的 路 线 ， 因 为 
这 一 段 告诉 了 你 ,根据 向 左 二 向 布 一 向 左 一 向 右 这 一 序列 你 应 
该 在 的 位 置 . 而 你 沿 同 一 方向 在 这 两 个 路 段 土 走 过 至 少 黄 次 ,这 
就 意味 着 你 的 路 线 是 循环 的 . 我 们 必须 证 明 这 是 一 个 纯 循环 , 即 
4,15 和 图 4.16 所 描绘 的 情形 不 可 能 出 现 . 在 图 4.15 中 (有 一 
个 奇数 边 的 回路 )， 当 加 到 下 点 时 , 你 必须 向 右 转 走 到 8B, 而 从 
B 必须 再 向 左 , 这 样 就 走出 这 个 回路 了 . 在 图 4.16 中 (有 一 个 侦 


CD 
由 所 
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某 生 家 ,5 扒 用 天 和 埋 


数 边 的 回路 }， 当 走 回 到 B 点 时 ， 你 必须 向 左 走 到 4 , 而 不 是 走 
到 C. aT1T2131alsTel7 

74. 如 图 4.17 把 械 盘 以 对 角 线 方式 了 |181112131415|5| 
染 成 8 种 颜色 ,因为 33 一 4 。 8 二 1. 至 少 |6|7 8|L21314|5 


有 -种 颜色 的 烙 子 中 有 五 个 车 . 这 五 个 目 外 四 旧 遇 看 自 站 
车 互相 不 能 攻击 到 对 方 . 


314[51617|8[ 2 
75. 设 站 过 | 2213】, 则 3a 过 入 集 [241516[7| 8 
{Za 3 3a ys 03 由 nw 十 1 个 三 2n 


213141561718) 


的 整数 所 组 成 ,其 中 没有 一 个 数 被 男 一 图 4.47 
个 整除 ,这 与 例 4 矛 慎 . 

76. 对 任何 i 关 j ,PPP ;>60". 否则 PP 不 是 和信 PP.P， 
中 的 最 长 边 . 由 此 在 己 为 中 心 的 单位 球面 上 的 * 个 球 冠 (对 P,， 
它们 包含 单位 球 中 满足 P,PQ 志 30° 的 所 有 点 QQ) 是 不 相交 的 ， 
这 样 一 个 球 冠 的 面积 是 2xrh= 二 2x(1 一 cos30Y 二 rx(2 一 y3), 而 nn 
个 球 冠 的 总 面积 不 能 起 过 该 球 的 面积 . 于 是 有 


ne 和 (2 一 3)<47 ne 一 4(2 十 3) 


4 
2 一 3 
一 8-Hv48< 一 8 二 vv49 一 15. 

77. 尾 取 七 个 共 线 点 ,其 中 至 少 有 四 个 是 闻 色 的 . 例如 是 红 
的 . 记 为 Ri,R; Ri R ,把 它们 投影 到 两 条 与 原 直 线 平行 的 直 
线 上 ,得 SS ,SS 与 TT, 了 T,T;,T, 如 果 有 两 个 S$S 点 或 两 
个 工 点 是 红色 的 ,就 有 一 个 红色 的 矩形 . 否则 有 三 个 蓝 S 点 和 3 
个 政工 点 ,从 而 有 茧 的 矩形 . 

78. 设 所 有 100 个 蔷 积 {mod 100) 互 不 相隔. 特别 有 50 个 
奇 的 和 50 个 偶 的 履 积 . 50 个 奇 的 乘积 用 完了 所 有 奇 的 a; 和 所 
有 冶 的 5;. 偶 的 乘积 是 两 个 偶数 的 乘积 ,因此 都 是 4 的 倍数 . 得 
这 样 乘积 中 就 没有 44 十 2 形式 的 数 , 矛盾 ! 

79. 设 己 到 顶点 的 所 有 四 个 丁 离 都 之 17 ,联结 PA, PB， 
PC,PD, 四 个 角 中 总 有 一 个 之 90", 设 了 APB 之 90" 于 是 ,4 如 | 
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宇 |PA| 十 |PB ,不 等 式 的 左边 小 于 24 一 576 ,而 右边 之 17 
十 1 二 578, 即 576 汪 578., 予 质 1 

80. 并 非 总 是 可 以 的 . 考虑 所 有 (mod 10) 的 数 , 从 全 是 0 出 
发 能 得 出 多 少 种 填 法 ? 33 或 4X4 的 方块 共有 (8 一 3 十 1)2 十 
(8 一 4 十 1 二 61 个 , 即 我 们 至 包 能 够 做 沿 10%" x 8x8 种 表格 . 
但 六 共有 10* 个 可 能 的 表格 ,最 -- 个 不 能 从 全 是 0 得 出 的 表格 ， 
由 这 样 的 表格 就 不 能 得 到 全 是 0 的 表格 . 

81. 用 反 证 法 . 于 是 ,如 果 从 一 个 格子 走 喜 步 ( 每 步 走 到 相 
邻 的 格子 ) 可 到 另 一 个 格子 , 则 这 两 个 格子 中 的 数 的 差 至 多 是 
3 汉 , 但 1 与 81 的 差 是 80, 从 放 一 个 数 的 格子 走 到 放 田 一 个 数 的 
格子 的 步 数 不 会 比 16 大 . 由 于 5，16 一 80, 就 只 能 达 得 到 这 个 
界 一 次 . 而 走私 -一 条 路 时 , 就 会 有 两 个 相 邻 格子 中 数 的 差 至 少 
是 6. 

82. 设 第 上 张 牌 上 写 的 是 at. 5 一 > at (2 一 1;2, .mm) 中 


没有 一 个 是 mm 十 1 的 倍数 ,而 且 (modm 十 1)) 时 全 都 不 同 . 否则 
其 中 有 某 两 个 和 的 差 是 ax 十 1 的 倍数 ,而 这 两 个 和 的 差 仍 是 a 的 
和 , 我 们 有 a; 二 ss 一 #51. 如 果 as 与 和 so (3<Fm) 余 数 相同 ,s, 一 
az 将 (moed(m 十 1)) 为 0. 因为 在 sn 被 mm 十 1 除 的 余数 
集合 中 ,余数 1,2,…,m 都 出 现 , 所 以 或 者 us 三 5; (mod (rm 十 
1)) ,或 者 42 三 5 Cmodtm 十 1)). 因为 0<ial<m 十 1, 只 能 有 a; = 
;好 4s 二 a 把 a4 循环 一 下 (每 个 足 标 加 1,a 作为 a1 ,就 得 知 
所 有 ts 都 相等 . 

$3. 设 aiaz ,am 是 所 给 的 数 . 在 210 个 数 a rs 
G1 十 4,ae 十 4 ya 十 4 十 9sas 十 9,yamn 十 3 中 ,没有 一 个 
数 超 过 209. 由 抽 屠 原理 ,其 中 共有 两 个 数 相 等 , 比方 说 是 a 十 x 
各 a4, 十 ytr 关 3) 相 等 ,其 中 ,yy 的 值 为 0,4 或 9, 从 而 a, 与 a， 
的 芸 为 4,5 或 9. 
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什么 是 好 的 奥林匹克 问题 ? 它 的 解决 除了 聪明 外 不 需 任 何 
其 他 的 前 提 . 中 学 生 与 职业 数学 家 相 比 也 并 无 不 利之 处 . 我 们 队 
在 1977 年 Belgrade 的 第 一 次 竞赛 中 碰 到 了 这 样 一 个 问题 . 我 
们 先 给 一 个 定义 . 

设 aar…yan 是 一 个 实数 数列 . 相继 的 g 项 之 和 称 为 一 
个 g -和 ,例如 ai 二 ai 十 ' 一 Qs.， 

例 1 在 一 个 有 限 项 的 实数 数列 中 ,每 个 了 -和 是 黄 的 ,而 毒 
个 11- 和 是 正 的 , 求 这 样 的 数列 的 项 数 章 最 大 和 值 (6 分 ). 

在 我 们 短 短 十 天 的 训练 中 ,我 们 并 未 讲 过 甚至 是 与 它 接 近 
的 问题 , 我 很 奇怪 ,大 部 分 主 试 委 员 认 为 这 题 很 容易 并 只 给 6 
分 . 我 们 队 只 有 一 个 队员 给 出 了 完整 的 解答 , 另 一 名 队员 给 出 了 
几乎 完整 的 解答 . 另 一 方面 ,我 们 队 对 最 困难 的 8 分 题 做 得 很 
好 ,他 们 是 用 极端 原理 来 对 付 该 题 的 , 

例 1 确实 是 简单 的 , 它 是 属于 一 大 类 几乎 自动 可 解 的 问 
题 . 不 需要 什么 技巧 就 可 在 不 同行 中 写 出 相继 的 7- 和 .而 在 
和 名 列 中 自动 得 到 9 -和 . 这 样 , 继续 写 出 行 和 , 直到 在 列 上 得 
到 11- 和 ,把 行 和 相 加 ,得 到 负 的 总 和 ,把 列 和 相 加 却 得 到 正 的 
总 和 ,矛盾 1 

于 是 ,这 样 的 数列 至 多 有 16 项 (图 5.1). 做 出 这 样 一 个 16 
项 的 数列 是 需要 一 点 聪明 的 ， 

5 5 一 13,5,5,5 ,一 13;5;5 一 13,5,5, 5 一 13,5，5 
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十 十 二 二 5 二 如 二 十 5 <0 
aa 十 63 十 .二 aeag<0 8+ 5 十 .十 w+ < 0 
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Ql 十 412 十 十 07 二 站 人 和 十 5 十 :二 有 
多 5.1 图 $2 


也 可 以 更 系统 地 构造 数列 . 下 面 是 几 个 有 关 的 问题 ， 

例 2 把 ?,11 接 成 p,qt(,9) 二 1), 则 最 大 长 度 是 不 超过 
pp 十 9 一 2. 这 是 John Rickard (英国 ?在 IMO 中 证 明 的 . 

例 3 另外 ,可 要 求 每 个 一 和 等 于 0， 

例 4 如 果 (pP,q) 一 qd, 则 最 大 蕉 度 扩 pp 十 gq 一 d 一 1. 

证 明 : 令 p 一 dr1g 二 dt, (r,t?) 一 1. 考 虚 有 p 十 g 一 d 二 (rt1 
一 4 项 的 实数 列 a,, 把 不 重 香 的 dg- 和 记 为 8313523 84115 
三 1 十 a 二 十 By y 5 二 Qa:1 十 Qa $ 十 十 zy) 我们 按 行 写 
出 负 的 p- 和 直到 列 上 出 现 正 的 g- 和 ,矛盾 {图 5.2). 

例 5 在 一 个 正 实数 的 数列 中 ,每 个 思 - 积 < 过 1, 每 个 g- 积 
>1. 

利用 对 数 可 见 这 样 的 数列 至 儿 有 m= 二 p 十 g 一 d 一 1 项 . 

例 6 在 一 个 正 整 数 的 数列 中 ,每 小 17- 和 是 偶数 ,每 小 
18- 和 是 奇数 ,这 样 的 数列 最 务 有 几 项 ? 

例 7 设 a, 是 Sikinia 在 第 个 月 份 中 的 收入 沽 去 支出 的 
盖 , 如 果 ai<0， 第 守 L 个 月 有 赤字 . 考虑 数列 ai ,4s，'… ,qt; ,如 果 告 
个 5- 和 是 负 的 ,全 年 还 是 下 能 有 盈余 的 , 杰 字 和 盈余 可 以 任意 
设置 , 赤字 与 最 后 的 蛋 余 可 能 是 天 文 数字 . 

理想 地 说 ,IMO 的 试题 应 是 所 有 学 生 者 不 知道 的 ,甚至 类 似 
的 问题 也 不 应 在 任何 国家 中 讨论 过 , 1977 年 7 月 的 例 1 的 情况 如 
何 呢 ? 几 年 之 后 在 浏览 Dynkin Molchanov-Rosental- Tolpygo :《 数 
学 问题 3,1971 第 3 版 ( 印 数 0 万 册 ) 时 ,发 现 了 问题 118， 

(a) 证 明 ; 不 能 瑟 出 一 行 50 个 实数 使 得 每 个 7- 和 是 负 的 ， 
每 个 11- 和 是 正 的 . 
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<b) 把 50 个 数 写 成 一 行 , 使 得 每 个 47- 和 是 正 的 ,而 每 个 
11- 和 是 货 的 . 

问题 的 原型 是 MMO 1969. 例 1 的 动机 在 东欧 已 经 是 广 为 
人 人 知 的 了 ;因此 它 根本 不 应 在 IMO 中 使 用 . 

在 较 广 的 意义 上 说 ,这 个 问题 属于 组 合 . 这 样 的 问题 在 
IMO 中 很 普通 , 氏 为 这 个 课题 不 易 训 练 , 另 一 方面 ,组 合计 数 较 
易 训练 . 它 是 基于 每 个 参赛 者 都 应 知道 的 几 个 源 理 上 的 . 

最 一 般 的 解 组 合 问 题 的 策略 是 从 算术 中 来 的 . 

分 解 和 攻克 , 把 问题 分 成 较 小 的 部 分 ,对 每 一 部 分 求解 ,并 
把 各 部 分 的 解答 组 合成 为 整个 癌 题 的 解答 ， 

这 个 超 锋 原理 或 典范 是 由 一 批 特别 的 原理 级 成 的 ,其 对 组 
合计 数 来 说 ,其 中 有 加 法 产 理 ,乘法 原理 ,和 滋 法 -加 法 源 理 , 簿 法 
以 及 构造 一 个 图 以 接纳 要 计算 的 对 象 等 等 . 分 解 与 攻克 把 这 许 
多 原理 总 结 成 一 名 吸引 人 的 口号 . 

以 14| 表 示 有 限 集 A 中 元 素 的 个 数 . 如 有 果 |A1= 二 n, 称 入 为 
0- 集 ,4 中 个 元 的 序列 称 为 字母 表 4 的 斑 字 , 在 组 合计 数 中 ， 
我 们 常 要 计算 字母 表 A 的 有 某 种 性 质 的 字 的 个 数 . 

1 加 法 原理 . 如 果 4 一 4 贡 Ai …UA 是 和 分 成 的 > 个 
子 集 ( 块 .部 分 ), 则 1A 二 1 十 1&1 十 十 14, 4. 应 用 这 一 原 
理 , 常 试图 把 站 分 成 几 部 分 Ai, 而 求 | 六; | 比较 简单 . 这 个 规则 非 
常 普遍 , 常 被 无 意识 地 使 用 . 教练 的 一 个 任务 就 是 要 尽量 频繁 地 
指出 它 的 使 用 . 

2, 乘法 原理 . 字母 家 入 的 让 字 的 集合 你, 如 果 第 :个 字母 
可 有 nn, 个 选择 , 它 与 前 面 选取 方法 无 其, 则 | 三 | 一 mrza…zr 

3. 递归 , 一 个 问题 可 分 成 几 部 分 , 而 每 部 分 是 同样 问题 的 
较 小 的 拷贝 . 看 这 些小 问题 又 可 分 成 更 小 的 拷贝 ,…, 直到 问题 
变 成 显 然 的 .最 后 ,局 部 问题 结合 起 来 就 得 到 整个 后 题 的 解答 . 

除了 分 解 和 攻克 这 个 典范 外 ,组 合计 算 中 还 有 其 他 的 典型 
方法 . 
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4. 用 双 射 米 计 教 . 在 两 个 集 妇 ,8 中 ,我 们 知道 1B| ,但 不 知 
道 |4| ,如 果 我 们 作出 了 AczB 的 又 射 ,; 则 1A1=|1B81. 用 这 样 的 
明显 的 构造 来 证 明 |A4 | 二 1B81 的 证 明 方 法 称 为 双 射 证 明 或 组 合 
证 明 . 有 时 作 pp 对 g 的 双 射 而 不 是 1 对 1 的 双 射 . 

5. 用 两 种 不 同 的 方法 计算 同一 个 东西 . 许多 组 合 恒等式 是 
这 样 求 得 的 

乘法 -加 法 原理 常常 以 下 面 的 形式 同时 使 用 :在 每 条 路 上 相 
来 并 把 各 条 路 上 的 素 积 相 加 . 

这 里 ,要 计算 的 对 银 解 释 为 一 个 图 
中 的 有 向 道路 . 例如 ,图 5.3 中 的 从 S 
到 的 道路 数 是 

[IW|=ab; 二 Tarby 十 四 有 十 

我 们 用 乘法 原理 导出 儿 个 简单 的 
结果 ， 

有 元 集 有 2 个 子 业 ， 

凡 元 集 有 rn! 小 排列 ， 


n 元 集 的 s 元 子 集 的 个 数 记 为 {"). 我 们 用 两 种 方法 计算 


n -字母 表 的 汪 字 来 求 出 这 数 . 
(a) 一 个 一 个 地 选 出 ;个 字母 ,共有 Gx 一 1)-…{w 一 gs 十 19 
种 取 法 . 


(b) 到 s 元 子 集 并 排出 次 序 . 这 样 就 有 { “1 种 可 能 . 于 是 


( 仆 =2 2 )= ni 
1 s! 5 \s—] si ns 
例 8 2n 个 选手 参加 一 次 网 球 擅 标 赛 . 求 第 一 轮 时 他 们 配 
对 的 种 数 也，. : 
第 一 个 解法 ;( 递 归 , 乘 法 原理 ). 任 取 一 个 选手 S. 他 的 对 手 
则 有 2% 一 1 种 选 法 , 剩 下 (mn 一 1) 对 ,于 是 


一 42 一 


P, =(2n— P,P,= (2n— 1)(2n—3) "3+ 1 
_ (2n)t 
rt C1) 
第 二 种 解法 :( 由 (1) 式 所 提示 ), 把 2 个 选手 排 成 一 行 , 共 
有 (2n)! 种 方式 , 然后 把 1,2) ,3,4),…(2n 一 1,2n) 配 对 , 我 们 
要 用 除法 去 掉 重复 计数 . 可 以 把 每 一 对 中 的 两 元 对 调 , 还 可 把 ? 
对 重 排 . 因此 ,必须 除 以 2? nl, 
2n\ /2n—2 
第 三 种 解法 :一 个 接 一 个 取 对 ,这 共有 {){ 。 外 


9 
(,) 种 方法 然后 再 把 这 个 结果 除 以 1 就 去 掉 各 对 的 排序 ， 


在 这 个 简单 的 例子 中 ,我 们 看 到 计数 中 的 一 个 微妙 的 陷 针 ， 
在 引进 一 种 排序 的 方法 时 会 蕊 掉 除 以 一 个 适当 的 因子. 这 种 错 
误 通 过 训练 可 以 殉 服 . 
例 9 廿 这 形 . 
《a) 凸 nn 边 形 的 对 角 线 的 条 数 等 于 点 对 的 数目 减 去 边 数 ; 
_ (一 3) 
4 一 (一 一己 ， 
(hb) 图 5.4 中 , 对 角 线 的 交点 的 数目 s, 等 于 其 顶点 作成 的 
四 边 形 的 数目 ( 双 射 ?: 


人 


Cc) 荔 出 凸 wn 边 形 的 所 有 对 角 线 . 假定 设 
有 三 条 对 角 线 经 过 同一 点 , 凸 n 边 形 分 成 块 数 
T, 是 名 少 ? 图 5.4 


解 ; 我 们 从 一 块 , 即 从 n 边 形 开始 . 每 条 对 角 线 增加 一 块 ,而 
对 骨 线 的 每 个 交点 又 增加 一 据 , 妓 


-人 
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多 决 问题 的 集 桔 


(d) (Pp 一 9 的 应 用 ) 台 出 凸 rn 边 形 P 的 所 有 对 基线 . 设 无 
条 对 角 线 过 同一 点 . 求 出 不 同 的 三 角形 的 个 数 也 
解 ; 由 加 法 原理 ,了 一 六 十 站 十 了 十 厂 , 其 中 开 表 未 有 个 
硕 点 是 P 的 顶点 的 三 角形 的 个 数 . 这 个 划分 是 明确 的 ,和 而 每 个 
了 可 以 容易 地 计算 . 下 而 的 图 5.5(a? 到 5,5(d) 都 表明 了 显明 的 
计数 法 . 的 - 攻 
形 间 应 起 来 . 图 还 开明 这 样 的 对 应 是 1:1,135.1:4,1:1( 图 (a) 
说 明 , 对 书 的 任何 六 个 顶点 可 作出 一 一 个 任何 项 点 都 不 在 P 中 的 
并 角形 . (b}; 则 说 明 ,对 PP 的 任何 五 个 顶点 , 画 成 一 个 五 角 星 形 
状 时 ,有 五 个 三 角形 它 和 各 有 一 个 顶点 是 PP 的 顶点 ,等 等 ) 于 
是 ,我 们 就 有 


() 


ODO 


图 5.5 


例 10 求 出 rn 元 集 的 划分 的 个 数 的 递 推 式 . 
解 , 设 卫 。 是 n 无 集 和 ,2,… ,nn} 的 划分 的 个 数 , 再 取 一 个 数 
ai, 考虑 含有 al 的 那个 集 , 设 其 中 还 有 另外 上 个 元 ,这 些 元 


有 | ，) 种 取 法 . 其余 的 一 个 元 共有 P。 ,种 划分 . 因为 可 以 
从 0 到 ”乘法 -加 法 原理 给 出 递 推 式 
a 1H 
Pi = > (Pe 一 (Ce. 
这 里 规定 Po 二 1, 即 空 集 有 一 种 划分 法 , 由 递 推 式 可 以 得 到 
一 1i4 一 
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例 11 赛马 .n 匹 马 在 赛马 时 站 果 有 多 少 种 可 能 ? 

解 ;如 无 平局 , 管 案 显 然 是 n1; 在 有 平局 时 ,n 匹 马 的 相应 的 
结果 种 数 记 为 五,, 易 网 Hi 一 1,H; 一 3. 而 五: 就 要 仔细 想 一 想 
T 了 ,结局 可 以 表示 成 3,2 十 1;1 十 1 十 1 这 是 数 3 的 各 种 划分 . 第 
一 个 3 表示 三 匹 马 同时 到 达 . 2 十 1 表示 一 组 两 匹 马 同时 到 达 ， 
另 一 匹 单独 到 达 ,1 十 1 十 1 表示 三 匹 蕊 分 别 在 不 同时 间 到 达 , 三 
匹 马 同时 到 达 是 一 种 方式 ,2 一 1 中 ,两 组 到 达 有 两 组 方式 ,而 那 
一 匹 马 可 有 三 种 选取 . 在 1 十 1 十 1 中 三 匹 蕊 先后 到 达 有 六 种 可 
能 . 乘法 -加 法 原理 得 到 互 ; 一 1 十 2 :3 一 3! 一 13， 

为 求 万 , ,考虑 4 的 各 种 划分 ,并 注意 各 组 的 次 序 , 有 4 一 
3 十 1 一 2 十 2 一 2 十 1 十 1 一 1 十 1 十 1, 再 计 及 元 素 的 不 同 以 及 各 组 
的 次 序 ,就 得 到 吾 / 二 1 十 4，2 十 3，2 二 6。31 十 41 = 二 75, Hs 
及 Hs 的 计算 已 是 常 套 了 . 例如, 对唱 ; 而 言 ,我们 有 

5 一 4 十 1 一 3 十 2 一 3 十 1 十 1 一 2 十 2 十 1 一 2 十 1 十 1 十 1 
二 1 十 1 十 1 十 1 十 1， 

Hs 二 1] 二 5+21 十 1D 21 十 10。3! 十 5。3，31 
十 10。41 十 51 
=541, 


定义 H, 一 1, 我 们 得 到 递 推 式 H, 一 >) (”)Hs. 下 而 的 
公式 用 了 SCn,&) 


1 元 集 分 成 中 组 的 分 法 数 , 即 第 二 类 的 
Stirling 数 . 


H, — Ds pg) sk 
例 12 这 里 ,第 二 类 Stirling 数 是 很 自然 地 引入 的 . 我 们 求 
一 115 一 


SCn,&) 的 递 推 式 . 

在 房 中 用 个 人 ,他 们 有 SG, 小 种 方式 分 成 7+ 组 . 现存 我 走 
进 这 房间 , 这 样 就 有 Stn 十 1, 让 种 方式 分 成 组 . 共有 两 种 可 能 ， 

(a) 我 是 一 个 人 - :组 ,其 他 个 人 必定 分 成 r 一 1 组 ,有 Sin， 
r 一 ]) 种 方法 ; 

(b) 我 有 + 种 方法 参加 + 组 之 一 . 因此 ， 

Satlr}=stnsr—1)+rSn,r), 
SR])= Stn.n) = 1], 

这 与 熟知 的 公式 


Wl 
类 似 . 


为 证 明 这 两 个 式 子 ,考虑 nn 十 1 元 集 的 r 元 子 集 ,并 按 是 否 
含有 "十 1 来 划分 , 子 集 中 (”) 个 集 不 全 有 a 十 1,( “” 个 集 含 


—] 
用 十 1. 
这 有 助 于 初学 者 , 仅 用 乘法 -加 法 原理 来 计算 某 些 Stirling 
数 SCn,&). 设 我 们 要 算 SC8,4}. 这 是 把 作 元 集 分 成 四 组 的 分 法 
数 . 共有 五 种 类 型 的 分 法 :5 十 1 十 1 十 1,4 十 2 十 1 十 1,3 十 3 十 1 十 
1,3 十 2 十 2 十 1,2 十 2 十 2 十 2, 见 图 5.6, 其 中 四 根 竖 线 就 分 出 五 种 
类 型 ， 


A a 


1 在 第 一 种 类 型 中 取 三 个 一 元 组 有 { .一 56 种 方法 . 
2, 第 二 种 类 型 中 , 先 取 四 元 的 组 , 再 取 二 元 的 组 , 共有 
-一 了 6 一 


AA:|AiLi 


围 5.6 


( (2)=7ox6-420 种 方法 
3. 为 计算 第 三 种 类 型 , 先 了 两 个 单元 集 , 有 |(。) 一 28 种 方 


6 
法 ,六 个 元 中 取 三 个 元 有 | ,) 一 20 种 方法 , 取 定 一 个 三 元 集 后 ， 


另 一 个 三 元 集 就 已 确定 了 , 故 无 所 请 第 一 个 三 元 集 . 但 我 们 有 个 
次 序 , 故 还 要 除 以 2, 因 而 第 三 种 类 型 的 分 法 种 数 为 28X10= 二 280， 


4 对 第 四 种 类 型 , 先 取 三 元 集 ,有 ( ，) 一 56 种 取 法 . 然后 有 


五 种 方法 取 1 元 集 , 最 后 剩 下 的 四 个 元 分 两 对 共有 3 种 方法 (不 
计 两 对 次 序 ). 这 样 ,共有 56X5x3 一 840 种 分 法 ， 

5. 第 五 种 类 型 是 把 八 个 元 素 分 成 四 对 ,这 就 是 八 个 选手 的 
网 球 选 手 的 问题 ,共有 7 了 7X5X3X1 一 105 种 情况 . 

6. 合 在 一 起 ,就 有 S08,4) 一 56 十 420 士 280 十 840 十 105 一 
1 701. 

例 13 nn 个 顶点 的 有 标号 的 树 的 个 教 T, 的 Cayley 公式 ， 

树 是 没有 图 的 无 向 连通 图 . 如 果 顶 点 编 了 号 就 称 为 在 标 号 
的 . 我 们 先 想 猪 测 T 的 公式 . 一 个 基点 的 时 终 就 是 一 个 点 . 两 个 
顶点 的 树 也 只 有 一 种 标号 法 ,因为 树 是 无 向 的 , 但 对 于 三 个 顶点 
的 树 , 标 导 有 三 种 标 法 . 中 间 的 点 可 标 三 个 导 码 之 一 ,而 另 两 个 点 
不 可 区 分 . 对 于 四 个 顶点 的 树 , 有 两 种 拓扑 不 同 的 情形 . 一 种 是 四 
个 点 成 一 个 链 , 共 有 12 种 标号 的 方法 . 此 外 ,还 有 一 种 是 有 一 -个 
中 心 点 , 另 三 个 不 能 区 分 的 点 都 与 它 相 联 ,中 心 点 的 标号 有 四 种 
方法 ,因此 工 二 16. 现 我 们 看 五 个 顶点 的 树 ， 
有 三 个 拓扑 不 同 的 形状 : 链 , 有 一 个 中 心 点 而 从 
其 余 四 点 都 与 之 相 联 的 星 形 以 及 下 字形 的 + 
树 ( 见 图 5.7). 链 有 51 /2= 60 种 标 导 法 , 星 
形 的 中 心 点 有 五 种 标号 法 . 现 看 工 形 的 杯 . 图 5.7 


一 1i17 一 


， 
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水 平 线 和 竖 直 线 的 交点 有 五 种 标号 法 , 竖 直 线 的 基 巴 上 的 两 点 
有 六 和 祥 吧 法, 标号 次 序 有 两 种 ,这 些 就 决定 了 工 形 树 上 点 的 标 
号 . 因此 工 形 树 标号 有 60 一 5X6X2 种 . 总 共 得 T; ==60 十 5 十 60 
一 125, 现 看 下 面 的 表 , 这 张 表 会 提示 我 们 猜测 T, 二 nm" “= 二 nn 个 
字母 表 的 # 一 2 字 的 个 数 ， 

nr|1 2 3 4 村 


J,l ] l 3 16 125 
我 们 想 对 "一 6 验证 这 个 猜测 . 如 果 这 也 正确 ,就 使 我 们 对 


这 公式 有 很 大 的 信心 ,并 试图 去 证 明 它 . 这 次 我 们 有 六 种 托 扑 不 
同类 型 的 树 . 见 图 5.8. 


最 作 十 久 大 


围 5.8 


1, 对 链 有 61 /2 二 360 种 不 同 的 标号 法 ， 
2, 现 夏 尾 独 有 三 条 边 的 Y 形 的 树 . 中 心 点 有 六 个 选择 , 蚌 


部 三 个 点 有 { - } -10 种 到 法 . 三 个 点 的 次 序 有 31 一 6 种 取 法 . 


这 决定 了 Y 立 形 树 的 标号 法 . 所 以 对 这 种 树 共有 360 种 可 能 的 标 
号 法 . 

3. 现 看 尾部 只 有 一 条 边 的 站 形 树 . 中 心 有 六 种 取 法 , 尾部 
的 点 有 五 种 选择 . 另 丙 对 有 三 种 方式 ,每 对 有 两 种 次 序 . 习 法 规 
则 给 出 共有 6X5x3x2x2==360 种 方法 . 

4. 尾部 有 两 条 边 的 十 字形 的 交点 处 有 六 种 取 法 , 与 它 中 高 


为 1 的 三 点 有 (。)=10 种 , 剩 下 的 尾部 两 点 有 两 种 标 导 法 ,同样 


一 了 一 


乘法 原理 给 出 总 共 6X10X2 一 120 种 方法 . 
6 
5. 现 看 双 工 型 的 树 . 中 心 处 两 个 点 有 { 。 } 一 15 种 取 法 与 中 


4 
心 的 一 个 点 联结 的 两 点 有 | > 一 种 选 法 . 另 两 点 就 与 另 一 中 心 


扎 相 联结 ,因此 双 工 一 的 树 共有 15X6=90 种 标号 法 . 
6, 星 形 的 中 心 扣 有 六 种 选择 . 这 就 确定 了 星 形 的 标号 方法 . 
这 样 ,我 们 有 Ts 二 360X※3 十 120 十 90 十 6 二 61， 
这 是 对 我 们 的 猜测 的 决定 性 的 确认 . 我 们 试图 用 构造 有 标 
号 的 树 与 11,2,… ,地 的 (aa 一 2 长 的 字 之 间 的 双 射 来 证 明 . 
编码 并 法 . 每 一 步 控 去 度数 为 1 的 顶点 中 标号 最 小 的 那个 
顶点 (也 把 与 它 联结 的 边 皖 去 ) 并 记 下 与 它 联 边 的 那个 顶点 的 编 
号 , 考 到 只 剩 下 两 个 据点 为 止 . 
对 于 图 5.9 中 的 树 , 得 到 所 谓 的 Priifer 码 是 (7 ,7,2.2,7)， 
4 7 7 2 2 7 
> ke: l | . | 
l 2 6—7 
图 5.9 图 5.10 


解码 工法 . 把 和 码 字 中 没有 的 数 从 小 到 大 写 下 ,得 到 所 谓 反 码 
(1,3,4,5,6), 把 码 和 上 反 袜 中 第 一 个 数 联结 起 来 并 划 去 , 如 果 码 
中 划 去 的 数 在 码 中 不 再 出 现 , 就 把 它 归 人 反 福 . 重复 这 个 步骤 ， 
直至 码 都 用 完 . 然后 把 码 和 反 宙 中 最 后 的 两 个 数 联 关 超 来. 

对 图 5.9, 算 法 是 如 下 进行 的 (图 5.10) 

码 中 没有 的 数 是 度数 为 1 的 顶点 . 

例 14 我 们 要 产生 一 个 随机 树 . 取 一 个 如 
图 5.11 的 转 怠 并 转动 (2 一 2) 次 , 共有 tw 个 可 
能 情况 且 是 等 和 概率 的 .没有 上 出现 的 数 相 当 于 度 
数 为 1 的 顶点 . 期 望 有 多 少 个 续 失 的 数 呢 ? 国 5.11 
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显然 ， 
PCX 号 不 由 现 ) 二 PCCn 一 2) 次 不 是 久 号 ) 一 (1 一 三 ) | 
内 此 ,缺失 的 数 的 个 数 的 期 望 值 是 
E(W=E)=n(1-L) ~ 


我 们 用 计算 Ts 的 图 5.8 来 检验 这 个 公式 ， 


_ 360.8 十 120.4 十 90.4 十 6.5 625 
上 (人 一 216 一 216， 


对 于 1 一 6, 上 面 的 公式 给 出 
S51 625 

例 15 以 两 种 方法 算 同 一 个 对 象 . 

e 我 们 计算 11,2，……n 十 1 中 取 的 三 数组 (zyyyz) 中 ,满足 
z>max(x，y) 的 三 数组 的 个 数 , 分 解 和 攻克 ! 在 一 上 十 1 时 , 共 
有 站 个 这 样 的 三 数组 , 面 总 共有 1 十 2 十 … 十 天 个 这 样 的 二 数 
组 . 青 由 分 解 和 攻克 ,但 稍 有 术 同 且 较 深刻 些 , 满足 x = yy 过 x， 
Toy< 及 yzr<z 的 二 数组 分 别 有 

nn 十 1 n 十 ] n 二 1 
( 2 ),( 3 ):( 3 ) 
个 ,因此 我 们 得 到 
Ett ("+2") 
2 3 


# 现 我 们 计算 满足 wx>>maxCr,y,z) 的 四 数组 Cr,y,z,t) 的 
个 数 . 简单 的 计算 可 得 
二 23 十 十 
在 划分 后 ,熟练 的 计算 给 出 3 十 1( 即 一 y 一 z<a ,2 十 1 十 1， 
1 十 1 十 1 十 1, 如 上 面 那 样 分 别 有 


(一 )。 2 人 3 (7 ) 


一 120 一 
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因此 我 们 得 到 
nel nt1 n 二 1 
tatmtm=(, J+e(", )-el”, ) 
* 我 们 计算 {1,2,…,n 十 1} 的 满足 x; >max(zx) 的 五 数组 
Cx LE Ts) 的 个 数 . 简单 计算 将 次 给 出 
1 十 如 十 十， 
熟练 的 计算 是 使 用 分 划 4 十 1,3 士 1 十 1,2 十 2 十 1,2 十 1 十 1 十 1， 
1 十 十 1 十 1 1, 于 是 我 们 就 得 到 
十 ] 好 十 1 7 十 ] ne 十 ]1、 
A ; )+H4{ 3 )+3s( , )+24l - } 
* 现在 我 们 能 够 证 明 一 般 的 公式 
天 站 : = nl b 
J 十 站 十 :十 拭 二 Dy sD (ss) )i. 
例 16 两 个 字母 0,1 的 7- 字 中 ，, 恰 有 下 个 01 组 的 字 的 个 
nn 十 1 
数 是 (2 | 1) 
解 .结果 是 十] 元 集中 的 2m 十 1 元 子 集 的 个 数 . 为 什么 是 
# 十 1 元 中 的 2mm 十 1 元 子 集 的 个 数 呢 ?看 一 下 从 0 到 1 的 过 渡 . 
这 恰好 有 次 ,但 1 到 0 的 过 渡 可 以 是 区 一 l,m 或 十 1 次 ,如 
有 从 有 十 1 次 从 1 到 0 的 过 渡 是 太 好 了 . 但 我 们 总 可 以 在 这 
个 站 字 的 头 土 加 一 个 1, 最 后 处 加 一 个 0， 这 样 就 有 恰好 mm 十 1 
次 1 到 0 的 过渡 ( 即 有 mm 十 1 个 10 组 ). 而 0 到 1 的 过 渡 即 01 组 
仍 为 更 次 . 这 样 ,n 十 2 字 总 是 若干 个 1, 接 着 落 于 个 0, 和 再 苦于 个 
] ,… 共 2m 十 2 段 . 总 起 来 ,2 十 2 字 就 有 nn 十 1 个 空位 ,我 们 可 和 任 
意 选 取 2m 十 1 个 空位 作为 转换 (0 变 1, 或 1 变 人 的 位 置 . 共有 


十 ] 
(种 方式 选取 转换 位 置 (例如 n 一 10,m 一 2 时 ,13,5,6， 


8,11} 相 当 于 111001001110, 而 第 一 个 1 及 最 后 的 0 应 再 去 
掉 ), 
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这 是 构造 双 射 的 很 好 的 例子 . 
- 加 六 网 » - 
例 17 求 S, 一 > (0°) 的 公式. 


有 一 个 老练 的 直接 计 算 的 论证 :种 式 是 从 地 个 人 中 六 选 一 
个 委员 会 一 个 主席 、 一 个 秘书 长 (可 能 是 同一 个 人 }) 的 方法 数 ， 
主席 和 秘书 是 同一 人 时 有 种 选 法 ,而 委员 会 的 选取 有 2”! 种 . 
当主 席 和 秘书 不 是 同一 人 时 有 n(n 一 1) 种 选 法 ,委员 会 可 有 
2" “种 选 法 , 该 和 数 等 于 

n* 2" nn)2 ?n(n 1) 2 2 

这 样 , 我 们 有 等 式 
> bj 一 nn ])2" “， 


点 一 | 


尺 一 种 算法 是 用 变换 来 求 和 , 它 需 要 做 更 多 的 -| 作 及 创意 . 
S = Y (he = > () hy+ > (0 


to 
一 一 2 
-> (Be 1 ) (7 ,jeck— D+ 可 是 和 人 下 


/天 - 一 上 » in] 
-=n DD ,) "> (| 
一 A 1)2" 二 p21. 


这 里 两 次 用 了 公式 >》 (”) 一 2 


这 可 用 两 种 方法 计算 ” - 集 的 子 集 的 个 数 来 证 明 . 左面 是 把 
011,2,… ,nn 元 子 集 的 个 数 相 加 ,右边 是 用 乘法 原理 . 对 每 个 元 
素 , 有 取 或 不 取 两 种 方法 . 

例 18 撤 率 的 解释 . 证 明 ， 

= ， 7 下 十 开 
> ( 1 有 一 > 
我 们 将 用 对 结果 的 有 力 且 优美 的 解释 来 证 明 这 个 计数 问 
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菏 妆 前 :大 闪 计数 


题 . 先 把 等 式 除 以 2 ,得 到 


这 是 概率 一 (”， ) 可 1 的 和 , 现 有 


2 


k 
= P(A TP BY), 

其 中 事件 

上 :一 # 十 1 次 正面 及 上 次 反面 ; 

Bi 二 =n 十 1 次 反面 政 盐 次 正面 ， 

见 图 5.12, 它 表示 从 坐标 原点 开始 
而 终止 于 22 十 2 个 端点 的 一 点 的 2m 十 2 
条 路 ,其 中 = 二 1 条 是 垂直 的 ,n 十 1 条 是 
水 平 的 . 这 里 我 们 用 到 了 标准 的 解释 : 正 一 一 一 一 一 一 一 一 
面 一 一 向 上 一 步 ,反面 一 一 向 右 一 步 . 图 $5.12 

在 第 8 章 中 ,将 用 归纳 法 给 出 复杂 得 多 的 证 明 . 

例 19 字母 表 10,1,2} 中 有 多 宁 人 外 站- 字 司 相 才 两 数 的 差 
至 多 是 19 

我 们 用 图 5,13 表示 这 问题 . 沿 有 向 边 的 每 一 步 生 出 一 个 允 
许 的 字 , 无 箭头 的 线 表示 可 双向 通行 . 

设 六 是 从 初始 状态 出 发 的 x - 字 
的 个 数 , 则 以 1 开头 的 字 个 数 也 是 
xu 由 对 称 性 ,以 0 或 2 开头 的 有- 字 
的 个 数 相同 . 记 之 为 y,. 由 图 并 根据 加 
法 原理 有 

Ta— rly 1， (1) 
yi = Ye En, 《2) 图 5.13 
由 这 些 差分 方程 得 到 2 二 一 wy 和 和 29y4 一 To+rl 一 :了 
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撞 光 有 状 般 综 丁 


将 这 两 个 等 式 代 和 人 {《2) ,我 们 得 到 
Tr] Tr (3) 
初始 条 件 是 ==3,r2 二 7. 由 7 一 2x1 十 xo, 可 看 到 定义 xo 二 1 
时 , 递 推 式 仍 满 中 ,我 们 就 从 .m= 二 1,xwi 二 3 开始 . 解 差分 方程 的 
标准 解法 是 求 形 为 +, 一 的 一 个 特 解 ,将 它 代 入 (3) 得 
入 一 中 一 1 一 0 
它 的 两 个 解 是 
1 二 1 十 YJ2 和 二 1 一 y2， 
因此 ,(3}) 的 通 解 是 
za a(tltv2)" ol—v2). 
对 nn 二 0 及 ?一 1 可 得 a 与 #5 的 方程 ; 
4 十 6 一 1:af1++wY2) 十 上 并 1 一 2) 一 3， 
解 为 


_1l+y2 ， 1 一 
上 避 一 了 ,下 :一 2 。 


这 样 
oD YD 

例如 求 从 (0,0) 到 n,n) 的 递增 的 昌 不 在 vy 二 x 上 方 的 格 
点 道路 的 条 数 忆 ,递增 是 指 每 次 仅 能 向 上 或 向 右 . 

图 5.14 说 明 怎 样 能 容易 地 用 
加 法 草 理 作出 C 的 表 . 我 们 试图 
猜 到 一 般 的 公式 . 除了 C, 外 , 考 
虑 比值 CC 常常 是 有 用 的 ， 
这 有 助 于 我 们 , 但 可 能 仍 很 困难 . 


在 本 题 中, 比值 p=C,/(") 


Cc 与 从 (0,0) 到 (n,n) 的 道路 总 数 
一 jl24 一 


-it A ' 
~! 上 ra ~ 
-1 ' a 
上 ” 和 0 
- : - 
on 
' -1 A 


“每 步 铅 上 或 由 右 , 但 不 限制 在 不 在 y 二 7 的 上 方 ) 之 比 是 最 有 
帮助 的 . 因此 我 们 猜测 有 


C,=—1 (0). 


0 

1 2/1=—6/3 172 
2 S57/2= 10/4 173 
3 1475 1/4 
4 42/14=18/6 175 
5 132742 一 2277 176 
6 429/132=26/8 1/7 
? 14307429 一 3079 1/8 


这 是 一 个 概率 问题 在 从 原点 到 Cx) 的 所 有 (“条 道路 


中 ,考虑 不 穿 过 y 一 x 都 在 y= 二 x 的 下 面 ,可 在 y 二 x 线 上 ) 的 好 
道路 . 概率 的 基本 思想 告诉 我 们 :如 果 不 能 求 出 好 道路 的 数目 ， 
可 试 求 坏 道路 的 数目 . 对 于 坏 道 路 的 数 日 ,猜测 有 


=-( -二 (= 二 (0) 


-A )=( 3) 
这 里 我 们 用 到 了 公式 (”) = 如 (” ) 和 (=( ” ) 这 个 结 
果 很 容易 从 几何 上 解释 , 的 确 , 坏 道路 的 条 数 就 等 于 从 (一 1,1) 
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到 (n,n) 的 道路 总 数 . 这 里 (一 1,1) 是 原点 关于 y 二 x 十] 的 对 称 
点 . 现 我 们 作 坏 道路 与 从 {一 1,1) 到 {n,n} 的 所 有 道路 间 的 驱 射 . 
每 条 坏 道 路 总 有 第 一 次 与 y= 二 x+ 十 1 相交 . 把 从 原点 到 该 点 (x， 
yy(y 二 十 1) 的 一 段 关于 直线 y 王 x 十 1 作对 称 . 它 就 变 成 (一 1， 
由 到 (n,n) 的 道路 . 而 任何 从 (一 1, 了 到 (n,n}) 的 道路 总 在 某 处 与 
3 一 zx 十 1 首次 相交 . 把 这 一 段 关 于 y= 二 x 十 1 作对 称 ,就 得 到 -~ 条 
处 道路 . 这 样 ,我 们 有 坏 道 路 与 从 (一 1,1) 到 (n,n) 的 所 有 道路 之 
间 的 驱 射 .这 个 所 谓 的 反射 原理 是 属于 Desire Andrée,1887. 


C, 称 为 Catalan 数 . 它 几 乎 像 Pascal 数 (7) 一 样 常用 在 本 


章 的 最 末 的 几 个 问题 中 ,还 会 凡 次 出 现 Catalan 数 ， 

例 21 窜 斥 原理 (PIE 或 得 法 公式 ) 

这 个 十 分 重要 的 原理 是 可 法 原理 在 集合 出 现 相交 时 的 推 
广 . Yean 图 表明 |AUB|==iA| 十 |8| 一 |ANB| 和 |AUBUC| 
=|A|I+|BI+IC|I-1ANMB|I—|1BNCI—|1CNAIT+ 
ANBNCL. 

我 们 如 下 推广 到 ”个 集合 的 情况 ， 

[A UA UU A,| 


= > 1A 一 14 门 A， + 1ANANA, | 
“二 【一 二 HA NA NA 


证 明 : 如 元 素 e 恰 属 于 个 集 A; 中 的 个 ,在 右面 它 被 计 
算 了 几 次 昵 ? 显然 计算 了 


上 上 Es 上 天 
后 
一 1] 一 全 一 ] 关 一 ] 
次 .所 以 AlUAsU…UA, 中 的 每 个 元 素 算 了 一 次 . 这 就 证 明了 
容 斥 原理 . 
作为 重子 ,考官 1,2,…,n 的 所 有 nt 个 排列 如 果 元 素 i 在 第 ; 
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， -， . ， 1 

， 国 1 

2 pi 

| 

-| Pa pr ey , 
En 


个 位 子 上 ,就 称 i 为 该 排列 的 不 动 点 . 设 名 是 没有 不 动 点 的 排列 
的 个 数 ,g, 是 至 少 有 一 个 不 动 点 的 排列 的 个 数 , 则 如 一 2! 一 9 
设 和 Ai 是 ] ,2,7 的 诸 排 列 中 有 个 不 动 点 的 排列 的 全 
体 , 则 
gn = |AiU A UA, | 


= 人 je 一 Di 一 (je 一 2 TD (jo 


1 1 1 (— 1 
(= 0 一 亢 十 厅 下" 十 上 


可 


其 中 e 一 2.718 28…， 
问 题 


1. 立方 体 的 每 一 面 有 一 种 不 同 的 颜色 (六 种 颜色 是 固定 
的 ), 有 多 少 种 不 同 的 染色 法 ? 

2. 个 人 坐 在 一 张 圆桌 边 . n! 个 坐 法 中 有 多 少 种 不 同 的 从 
法 , 即 邻 座 关 系 有 所 不 同 的 坐 法 有 多 少 种 ? 


3. 求 和 式 S, 一 > Oj: 


提示 :和 和 汇 可 解释 为 汪 个 人 中 选 一 个 委员 会 .一 个 主席 .一 
个 副 主 席 及 一 个 秘书 5 不必 是 不 同 的 人 ?的 可 能 方式 的 总 数 ， 

4. 及 表示 在 nxn 的 格子 横 盘 上 放 ”个 互相 不 能 吃 的 车 的 方 
法 的 数目 , 又 开 ,Q ,及 分 别 表示 上 述 放 法 中 旋转 180 后 不 变 
的 放 法 的 数目 ,旋转 90 后 不 变 的 放 法 的 数目 ,关于 一 条 对 和 角 线 反射 
后 不 变 的 放 法 的 数目 ,关于 两 条 对 角 线 反射 后 不 变 的 放 法 的 数目 . 

5. 三 种 东西 各 2n 个 ,分 给 两 个 人 ,每 人 得 3x 个 . 证明: 共有 
3 产 十 3n 十 1 种 分 法 . 

6. 3n 十 1 个 东西 中 有 ;个 是 同样 的 ,其 他 互 不 相同 , 证 明 
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从 其 中 了 权 半 个 东西 有 22 种 方法 . 

7. (1, 2 有 和 多少 个 子 集中 有 了 两 个 相继 的 数 * 

8. ta} 是 否 可 在 立方 体 的 12 条 楼 上 标 上 数 1,2,…，'12, 使 
得 每 个 顶点 处 的 三 条 楼 上 所 标 数 的 和 相等 ? 

(b) 有 一 条 过 上 标的 数 改 成 13, 入 个 和 可 能 相等 吗 ? 

9. 从 个 东西 中 取 奇 数 件 东西 有 和 多少 种 取 法 ? 

10. 正七 边 形 的 顶点 染 成 黑 的 或 白 的 . 证 明 , 有 一 个 局 色 点 
是 一 个 等 采 二 角形 的 顶点 . 对 怎样 的 正 有 边 形 这 论断 仍然 正确 ? 

11. 是 否 可 在 图 周 上 放 数 1,,2,…,9, 使 任何 两 个 相 邻 的 数 
不 会 被 3,5 或 了 7 整除” 

12. 给 有 不 共 面 的 四 个 点 ,有 多 少 个 以 这 些 点 为 顶点 的 颌 
子 ( 合 子 是 由 二 对 平行 平面 所 界 的 )? 《AUGO 1973) 

13. 半 邢 集中 开 两 个 不 交 的 子 集 有 多 少 种 取 法 ? 

14. 设 0) 王 1,5(n) 表 示 把 ;分 成 2 的 军 次 的 和 的 分 法 数 
Cn 字 1 时 ). 求 b(n) 的 递 推 式 ,并 计算 b(n) 直到 5bC40). 

15. 集 {11,2…… 的 排列 户 称 为 对 合 , 如 果 p op= 恒 等 排 
列 ( 排 列 看 成 们 ,2,…,n} 到 自身 的 双 射 ), 求 {1,2,…,n} 的 对 合 
个 数 所 的 递 推 式 . 并 以 和 的 形式 求 1, 的 公式 ， 

16. 字母 表 10,1,2} 的 无 相 邻 0 的 nr 字 的 个 数 记 为 fln}. 求 
六 册 的 弟 推 式 及 f(tn) 的 公式 ， 

17. 图 5.154,b,r 是 三 种 图 形 ; 完 全 四 边 形 ,Pappus-Pasca] 
图 形 和 Desargues 图 形 , 有 多 少 种 方法 重 排 顶点 ,使 得 原来 的 共 


人 R 
信 | 
各 P 
(a) (b) (9 
围 5.15 
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线 点 仍然 共 线 ? 

直面 四 个 问题 中 你 又 会 见 到 Catalan 数 . 你 的 任务 是 找 出 
好 道路 的 解禁. 

18. 在 加 周 上 有 2 个 点 ,有 多 少 种 方法 把 一 对 点 联结 成 弦 
后 得 到 ”条 不 要 交 的 蕊 ? 

19. 把 上 帅 nn 边 形 谢 分 成 三 角 彤 有 和 多少 种 方法 ? 

20. n 个 元 素 在 不 满足 结合 律 的 业 法 运算 下 ,有 条 少 种 加 括 
号 的 方法 ? 

21. 7 片 树叶 的 二 分 树 有 老少 个 ? 

和 2. 找 出 下 面 公式 的 组 合 证 明 , 用 双 射 或 以 两 种 方法 计 等 
同一 对 逆 . 


-OC 中 


9 人 局 (人 -号 全 


~ f= 二 从 “二 


2 0) 


n 六 十 ] 二 2 好 十 了 nr 十 1 
or 
23. 在 7 个 选手 参加 的 网 球 比 赛 中 ,如 用 淘汰 赛 要 多 少 场 
比赛 才能 决 出 冠军 ? 用 双 射 法 . 
24. 字母 表 {0;1,2,…,9} 有 名 小 个 5- 字 满足 (ta) 数码 严格 
增加 ;(b) 数 码 严格 增加 或 减 小 ;(c) 数 码 递 增 ;(d) 数 码 递增 或 递 
减 ? 
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25. 在 49 选 6 即 ,1,2,…,49; 的 六 元 子 集 的 彩票 中 ， 
( 、 ) 种 渤 法 中 至 少 有 再 个 相继 数 的 子 集 有 多 少 个 ? 


26. 设 Fa'r) 是 1,2, 7 的 排列 中 怡 有 r 个 循环 畴 的 排 

列 的 个 数 -一 … 第 一 类 Stiriing 数 , 证 明 递 推 式 ， 
Flntl,r)=Fonr— I) rnt nr), 
Fansl}=—tn 1)t, Fn,n)=1i. 
27. 正 整 数 ”的 欧 拉 函 数 定 义 如 下 ， 
9 一 2 且 与 2 五 质 的 正 整 数 的 个 数 ;. 
证 明 : 
四 
pn) = "|] 0 一 2) 
其 中 pi ,pewsps 是 nn 的 所 有 不 何 的 质 因子 . 用 容 太 原理 . 

28. 设 m 宇 nn,B,=(1,200 ym} ,B={1 ,2 ,nn}. 到 号 
上 的 映照 称 为 满 射 . 求 B, 到 B, 的 满 射 的 个 数 . 用 容 斥 原理 ， 

29. 设 aivazsyase 是 数列 1,2,2,3;3, 3 ,其 中 天 出 现 上 
次 . 求 a 二 fin). 可 用 | | 及 [ 1， 

30. 设 1<ksn, 考虑 所 有 总 和 为 了 的 正 整数 作成 的 数列 ， 
在 所 有 这 样 的 数列 中 ,kk 总 共 出 现 工 (na 如) 次 . 求 Gn, 衣 ). 

31. 在 一 排 # 个 座位 上 ,各 坐 有 一 个 孩子 . 现 每 个 孩子 至 多 
移动 一 个 位 子 (或 不 动 ,或 坐 到 左 或 右面 的 邻 位 上 ), 求 他 们 重新 
安排 的 方法 的 种 数 . 

32. 考虑 圆 形 排 列 的 个 座位 ,每 个 位 子 土 誉 着 -个 孩子 . 
每 个 孩子 至 多 移动 一 位 (县 不 动 ,或 坐 存 右面 或 左面 的 邻 位 上 ). 
求 他 们 重新 排 位 的 方法 的 种 数 . 

33, 字母 表 10,1,2,3} 的 所 有 - 字 中 ,有 多 少 个 字 有 偶数 个 
(a)0tb)I0 和 1? 

34. 是 否 存在 多 面体 有 奇数 个 面 且 每 全 面 有 奇数 条 棱 ? 

35. 是 否 能 把 正 整 数 集 分 成 无 穷 多 个 无 限 子 集 , 使 得 每 个 
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子 集 可 由 任何 另 一 个 子 集中 每 个 数 如 上 或 减 去 同一 个 正 整数 而 
得 到 ? 

36, 给 有 2 001 个 重量 不 同 的 重 物 , 重量 为 al < 拓 ez < 二 … 
dioou 丰 bb bl. 称 重 11 次 找 册 重量 排序 为 1 001 
的 重 物 ， 

37. 考虑 11,2，… 8 的 所 有 2 一 1 个 非 空子 集 ,对 每 个 子 集 
算出 它 所 有 元 素 匀 积 的 倒数 . 求 这 样 得 到 的 数 的 总 和 ， 

38. 求 字 母 表 {0,1,2} 的 wr 字 中 , 相 邻 两 数 至 多 差 1 的 宇 的 
个 数 . 
39. 字母 表 {a,b,c,d} 中 ,a 与 上 不 相 邻 的 x- 字 有 几 个 ? 

40. 在 128 个 物体 中 ,每 次 可 比较 两 个 物体 的 轻重 , 要 找 出 
最 重 和 次 重 的 物体 ,最 少 要 比较 多 少 次 ? 

41. 证 明 : 对 于 128 个 重量 互 不 相同 的 物体 ,用 139 次 比较 
就 足以 确定 重量 名 列 第 一 .第 二 ,第 三 位 的 物体 . 

42. 128 件 物体 中 三 件 标 有 六,B,C, 你 已 知 各 最 重 ,B 其 
次 ,C 的 重量 名 列 第 宇 , 要 验证 这 个 结论 要 多 少 次 比较 ? 

43. 一 件 上 衣 的 面积 为 1, 上 面 有 五 块 补丁 ,每 块 的 面积 
之 了 .证明 , 至 少 有 两 块 补丁 的 重 区 面积 之 己 . 


44. 在 集 11,2,…,3 000} 中 是 否 有 2000 元 子 集 4 ,使 得 
TEAHN 2xFA? (CAPMO) 

45. 设 1 之 rr 所 n, 考虑 11,2, 的 所 有 > 元 子 集 , 每 个 子 
集 都 有 最 小 元 . Flin, 站 表示 这 些 最 小 元 的 算术 平均 值 . 证 明 ， 


_1 十 1 
Pan) CINIO 1981} 


46, 至 多 有 2/n 十 1 个 nn 位 二 进 制 数 , 每 两 个 数 至 少 有 三 
个 数位 上 数码 不 同 ， 


47. {1,2,-… 27 的 排列 (zi td2o 称 为 好 的 ,如 果 至 
外 对 一 个 iE{l ,22 一 1} 成 并 x) 一 4 |=n. 证 骨 ,对 每 个 
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外 内 出 蕴 的 集 闪 


正 整 数 ,在 所 有 排列 中 有 一 半 以 上 的 排列 是 好 的 ， 
48. 用 jas 二 2 定义 数列 a,. 证明: | a 
dl 


49. 在 一 条 单行 道 凸 有 个 停车 点 ,每 处 可 停 一 辆 车 . 编号 
为 1 到 的 4 辆 车 依次 进入 这 条 单行 道 , 第 ; 个 司机 喜欢 停 在 
第 a 个 停车 点 ,并 直接 驶 到 该 处 . 如 果 该 处 空 着 ,他 就 把 车 停 在 
那里 ,否则 他 就 驶 向 下 一 个 停车 点 . 如 果 后 面 的 停车 点 全 都 有 
车 ,他 就 驶 离 该 单行 道 . 求 使 得 每 辆 车 都 能 停 在 这 条 单行 道上 的 
数列 {a a} 的 个 数 , (M. D， 所 aiman. .代数 组 全 ,3,17 一 
76(]1994) ,SPMO 1996) 


解 答 


1. 把 六 种 颜色 称 为 1.2,3,4,5,6. 把 立方 体 放 在 桌 上 ,使 ] 
色 面 朝 下 ,考虑 2 色 面 ,如 果 它 向 二 ,就 可 以 绕 竖 轴 旋 转 , 使 3 色 
面 在 前 面 . 这 样 立 方 体 就 固定 了 . 其 他 面 有 3! 三 6 种 方式 染色. 
如 果 2 色 面 与 1 色 面相 邻 ,就 旋转 立方 体 使 2 色 面向 前 ,立方 体 
就 已 圈定. 其 余 面 有 4! 一 24 种 染色 法 . 总 共有 6 十 24 二 30 种 不 
司 的 染色 法 . 

2. 旋转 与 关于 经 过 中 心 的 直线 的 对 称 都 保持 人 的 相 邻 关 
系 , 因 此 我 们 有 nt /2n 二 (wn 一 1}1 /2 种 不 同 的 安排 (对 n 汪 2)， 

3. 我 们 可 以 选择 让 三 位 重要 人 物 都 不 相同 ,与 委员 会 合 起 
来 共有 n(n 一 1)(n 一 2)，2"” ?种 方法 . 面 一 位 要 人 若是 同一 人 ， 
则 有 a ， 2"! 种 方法 . 若 二 位 要 人 恰 用 两 全 大 担任 ,共有 
3ntn 一 1)2” 习 种 选 法 .总 共有 SS 一 下 (十 332 种 方法 . 

4. (a) R, 一 n1 (解释 为 排列 ). 

《b) 考虑 2nX2n 的 棋盘 ,在 第 一 列 中 车 有 2n 种 让 法 , 但 第 
2n 列 十 车 的 位 置 也 已 固定 . 因此 万 一 2nT。， ,有 :一 2，1 
在 (22++ 1)7Xx(2n 十 1 的 模 盘 上 ,中心 位 置 是 确定 的 ,并 必须 放 
车 . 内 此 留 下 的 是 2m x2n 的 棋盘 . 这 样 Hz,, ;二 Hs 二 2"，nl. 
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(c) 先 考虑 4nX4dn 的 棋盘 ,第 一 列 中 车 有 4n 一 2 种 方法 可 
放 , 因 为 角 上 的 格子 不 能 放 棋 ,这样 就 去 掉 4 行 4 列 , 剩 下 的 是 
一 个 (4n 一 4) XX {dn 一 4) 棋 盘 . 于 是 有 ,二 (nr 一 2); 即 马 ， 
一 (4 一 2)0478 一 6 一 2 {2n 一 1)(2n 一 3)3，1, 在 (dn 十 1) 
x (4n 十 1) 棋 盘 上 ,中心 位 置 固定 且 必 有 车 , 剩 下 的 是 4nX4n 楼 
盘 , 由 上 ,二 易 克 总 一 名 3 一 实际 上 除 中 心 位 置 外 ， 
其 余 的 车 都 是 四 个 一 组 的 ， 

Cd) 如 果 第 一 列 中 的 车 放 在 这 条 对 角 线 上 ,就 成 为 (4a 一 1 
xn 一 1 棋盘 的 情况 . 而 如 果 放 在 另 (Ca 一 1) 个 格 中 , 留 下 的 是 个 
(n 一 2) Xn 一 2) 的 棋 态 . 这 样 ,MM 二 M1 十 tn 一 Mo. 

《e) 在 2nX2n 的 棋盘 上 ,第 一 列 的 车 放 在 某 对 角 线 上 有 两 
个 方法 ,另外 有 不 放 在 对 角 线 上 的 2n 一 2 种 方法 . 放 在 对 角 线 上 
时 ; 留 下 的 是 (2n 一 2) x (2n 一 2) 棋 礁 , 而 男 一 种 情况 留 下 的 是 
(C27 一 4) (2n 一 4) 棋 入 . 由 此 ,Ds 二 2Ds,-s 十 (22 一 2)Ds,_4 ;而 
Ds,+1 = Ds,. 

$, 第 一 种 解法 :结果 3 十 3 十 1 二 (xn 十 1) 一 蔬 是 令 人 钥 
目的 , 它 可 有 一 个 几何 解释 . 一 个 人 得 到 z 十 y 十 z 二 3n 个 物体 ， 
0 过 Tys2 和 2m, 这 些 是 以 3 为 高 的 等 边 三 角形 的 三 角 坐 标 ,>， 
3, 汉 可 解释 成 格 点 ( 作 图 ). 图 中 的 六 边 形 可 以 解释 成 从 一 个 过 
长 为 十 1 的 立方 体 中 减 去 一 个 边 长 站 的 立方 体 后 的 投影 , 这 个 
解 属于 Martin Hirterieh, 他 是 1987/89 年 IMO 的 金牌 获得 者 . 

第 二 种 解法 :如 果 第 一 个 人 得 到 n 一 pt 风 o) 个 第 一 种 物 
体 , 则 他 第 二 种 物体 可 得 户 到 22 个 ,其 他 的 为 第 三 种 物品 ,总 和 
《可 能 的 合法 ?为 


Dy 2n— pil) = (22 十 DG 十 D 一 全 2 
下 


而 如 果 第 一 个 人 第 一 种 物品 拿 (n 十 ) 个 (q 二 1,2,…,n). 则 他 第 
二 种 物品 可 拿 0 到 2n 一 g 个 ,其 他 则 是 第 三 种 物品 -总 和 为 
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-< i 
社交 你 野 阁 妆 奸 : 
bE 可 ~ 


S92n—g+1) = C2n + Dn— ee. 

总 共 的 可 能 是 

(2nt Dt{nt+]) 二 (2n 二 Dn—nint1) =3w 十 3n 十 1. 
6. 取 nn 忻 物 品 的 方法 有 
2n 才 1 2n 十 】 2n 十 1 
(+ ) 

2n+ 1 /2xtl 2n 十 1 

种 ,把 它 与 同一 个 数 n 十 1 js jt (po 
为 2*'. 因此 取 n 件 物品 的 取 法 有 2* 种 ， 

7. 把 子 集 解 释 为 10,1} 这 字母 表 的 让 字 , 以 a, 表示 二 进 制 
字 中 无 相继 两 个 1 的 字 的 个 数 . 这 样 的 字 可 以 以 0 开始 ,有 a 
个 ;也 可 以 以 10 开始 ,有 个 .所 网 a 王 a 1 十 Qs sd) = 二 2 ,0 
三 3, 这样,a, 是 Fibonacci 数 FF,,，,， 

8. (a) 设 有 这 样 的 标 数 法 . 以 ;表示 每 个 顶点 姓 的 三 条 楼 
上 标的 数 的 和 . 于 是 所 有 顶点 处 的 和 数 的 和 是 8s. 在 这 个 和 中 ， 
每 条 楼 的 标号 数 出 现 两 次 ,这 样 2(I 十 2 十 … 十 12)=8s 即 == 
19.5, 与 是正 整数 矛盾 . 

《b) 把 某 条 边 的 标 数 改 为 13, 记 被 取代 的 数 为 r>, 就 有 
1 十 2 十 十 13) 一 27r 一 85, 即 91 一 r 一 45. 即 > 和 13,7, 111 这 个 
必要 条 件 也 是 充分 的 . 试 对 某 个 > 的 值 作出 相应 的 标 数 法 . 

9. 在 偶数 个 元 的 子 集 与 奇数 个 元 的 子 集 问 存 在 一 个 双 射 . 
确实 ,考虑 任 一 个 元 ,例如 1. 设 4 是 任 一 子 集 , 如 果 4 含 1 以 
4 本 之 对 应 ! 如 它 不 售 1, 刚 以 4 记 1} 与 立 对 应 , 这 个 双 射 
证 明了 全 部 知 个 子 集 中 从 好 一 半 是 含 奇数 个 元 的 集 , 即 为 2" 
个 ， 

10. 可 在 第 4 章 中 找到 解答 ， 

11. 在 圆周 上 写 下 九 个 数 , 在 和 不 是 3,5,7 的 倍数 的 两 数 
之 回 联 一 线段 .我 们 得 到 一 个 图 , 对 这 个 图 要 找 一 条 Hamilton 
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回路 . 这 样 的 回路 很 容易 找到 .因为 1,2 和 4 只 与 两 个 数 为 邻 . 
我 们 得 到 1,3,8,5,6,2,9,4,7. 

12. 本 题 是 很 有 教 益 的 ,因为 除了 分 解 和 攻克 ,还 实践 了 空 
闻 几 何 和 空间 直观 . 首先 解决 平面 上 的 类 似 问题 . 在 平面 上 给 出 
三 个 不 共 线 的 点 ,有 多 少 个 平行 四 边 形 以 它们 为 顶点 ? 

这 个 问题 简单 得 多 . 但 乍 一 看 , 它 对 空间 的 类 似 问 题 似乎 并 
无 帮助 . 此 问题 的 答案 是 3, 另 一 顶点 可 把 A,B,C 三 点 的 每 一 
点 美 于 和 八 ABC 的 对 边 中 点 作 反 射 而 得 到 . 

第 一 种 解法 :在 (平行 六 面体 ) 八 个 顶点 中 取 由 个 不 共 面 的 
点 ,有 四 种 不 同 的 方式 (分 解 和 攻克 ), 图 5.16 的 (2) 到 (dd) 中 ,有 
2,1,0 个 面 含 四 个 给 定点 中 的 三 个 . 这 样 的 面 称 为 刚性 的 , 因 

它们 能 由 三 点 构造 而 成 . 
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图 5S.16 


(a) 三 个 刚性 的 面 有 公共 的 硕 点 4, 这 时 有 四 个 盒子 . 

《b) 两 个 刚性 的 而 有 公共 裕 AB. 任何 两 点 下 以 如 到 AB 的 
作用 . AB 的 选取 有 六 种 方法 . 然后 可 确定 哪个 点 与 B 相 联 ,这 
有 两 种 方法 . 在 此 情形 有 12 个 盒子 . 

(c) 有 一 个 刚性 的 面 过 三 个 点 ,而 第 四 个 点 DD 必定 与 顶点 
D 相对 .而 四 点 中 和 任何 一 点 都 可 作为 品 ; 其 他 三 点 中 每 点 都 可 和 帮 
为 刀 .这 合子 即 可 作出 . 又 可 有 12 个 盒子 ， 

《d) 没有 刚性 的 面 , 所 取 四 点 是 内 接 于 平行 六 面体 的 四 面 
体 的 顶点 ,盒子 是 唯一 确定 的 . 过 等 条 楼 可 作 与 对 楼 的 平行 
平面 . 

总 共有 4 十 12 十 12 十 1 一 29 个 盒子 , 
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第 二 种 解法 :我 们 看 图 5.17 中 的 平面 问题 . 答案 3 可 以 如 
下 得 到 :要 作 的 平行 四 边 形 的 中 线 ( 对 边 中 点 有 | 
联 线 ) 是 与 所 给 的 二 个 顶点 等 距离 的 直线 . 如 
果 有 两 条 中 线 , 很 容易 找到 缺 掉 的 顶点 , 与 
= 个 争 定 的 点 等 踢 离 的 直线 有 二 条. 取 其 中 两 a CI 
条 有 三 种 方法 . 

现 转 到 室 间 问题 ,盒子 的 中 位 而 是 与 八 
个 顶点 等 距离 的 面 . 它们 满足 (1) 每 个 与 所 给 四 点 等 距离 . 
(2) 三 个 中 位 面 过 同一 点 . 另 一 方面 , 如果 找 出 满足 (1) 和 (2) 的 
二 个 平面 ,以 它们 为 中 位 面 的 盒子 是 唯一 可 构造 出 来 的 . 过 所 给 
四 点 作 这 二 个 面 的 平行 平面 就 作出 盒子 . 与 四 个 不 共 面 的 点 
K ,LL,， M,N 等 上 中 次 的 平面 有 名 少 个 ?恰好 十 个 . 只 变 确 定 那 
些 点 存 平 面 的 同一 侧 就 够 了 . 有 四 个 是 113 分 布 ,有 三 个 是 212 
分 布 的 . 七 个 平面 中 取 三 个 有 35 种 取 法 ,任何 三 个 都 满足 条 件 
《1). 垮 样 的 三 面 组 是 坏 的 , 即 不 满足 (2) 的 呢 ? 它们 平行 于 某 一 
直线 . 共有 六 个 这 样 的 三 面 组 ,与 四 面体 的 楼 数 相同 , 即 35 一 6 
二 29. 为 什么 ? 

第 三 种 解法 :在 八 个 顶点 中 ,可 有 70 种 方法 取 四 个 点 , 其 中 
有 6 十 6 一 12 种 是 共 面 的 . 国 此 有 70 一 12 一 58 个 不 共 面 的 四 点 
组 . 但 对 每 个 这 样 的 四 点 组 ,有 一 个 补充 的 四 点 组 给 出 周 -- 个 颌 
子 . 因 而 有 29 个 合子 . 

13. 对 于 有 序 的 不 相交 的 子 集 对 (A,B), 定义 特征 函数 


1， 当 >EA 有 时， 
on 当 rE€EB 时 ; 
0， 其 他 情况 . 
于 是 f 是 字母 表 10,1,2} 的 江 字 . 可 能 的 函数 有 3" 个 ,其 中 有 2" 
个 字 是 10,2) 的 字 (A 为 空 集 ),2" 个 宝 是 {0,1} 的 交 字 (B 为 空 
集 ) 而 一 个 字 全 由 0 组 成 . A,B 都 是 空 集 . 因此 ,有 序 的 不 相交 
的 非 空子 集 对 有 一 2 一 2 十 1 个 ,而 无 序 对 个 数 是 
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对 ?一 4 用 图 予以 验证 . 

14. 考 虚 几 个 例子 ;由 定义 有 6580) 二 1] 2 一 1=>458(1) 二 1; 
2 二 2 二 1 十 1, 82) 二 2; 3 二 2 十 1 二 1 十 ] 十 1, 5(3)= 二 2; 4 一 22 
二 21 十 2 二 2 十 ] 十 1 二 1 十 1 十 1 十 1,5(4) 二 4;5 二 2 各 十 1 一 站 十 
2 二 1 二 21 十 1 十 1 十 1 二 1 十 1 十 1 十 1 二 1,8(5) 二 4， 

我 们 观察 到 (a) pC2n 十 1) 二 bp(2n) 及 (b) Bb(2n) 二 6b(2n 一 2) 
十 p(n), 

(Ca) 的 证 明 :2n 十 1 的 划分 总 至 少 有 一 个 加 数 1, 去 掉 它 就 是 
2n 的 划分 . 

《hb) 的 证 明 :22 的 划分 ,或 者 最 小 的 数 是 2, 或 者 有 两 个 1. 
第 一 种 情形 有 b(n) 种 ,第 二 种 情形 有 5(2n 一 2) 种 . 

18. 设 古 是 1， 2 +, 对 的 对 合 的 个 数 ， BN4l, "ys nl 的 满足 
po 一 恒 等 排 列 的 p 的 个 数 (把 排列 看 成 {1,，…, wn} 到 自身 的 双 
射 ). 加 进 另 一 个 元 % 十 1, 使 n 十 1 是 不 动 点 的 对 合 有 上 个 ; 而 使 
?十 了 不 是 不 动 点 的 {1，2，…， ?2 十 1 的 对 台 有 nm。 上 :个 . 即 


tnt+l =f, 二 nt 9 | =]， te 2. 
六 的 公式 是 
二 
二 (7) (28)1 
”2 


这 个 公式 的 解释 是 : 取 2& 个 元 , 有 (种 取 法 . 分 成 个 无 序 


对 有 ;2 站 种 方法 . 其 他 的 一 2k 个 元 是 不 动 点 要 对 有 一 0， 


1,…,| 名 | 求 和 ,于 是 就 得 到 
外 
六 一 > (小 1 3 .5… 4 C2k— 1). 


此 二 
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解 次 共同 的 续 贱 


16. 以 1 或 2 开始 的 有 f(r 一 耻 个 ,以 01 或 02 开始 的 有 
An 一 2) 个 , 这 样 就 有 递 排 式 
Tn =27(n—1)+27(n—2), 
ftO=1,70)=3, FC2) 一 8. 
这 个 差分 方程 的 特征 方程 是 小 一 24 一 2 二 0. 就 得 到 1 二 1 十 
v3, 这 样 容易 得 到 公式 fn) = 二 ax? 十 BY 由 初始 条 件 可 求 出 a， 
请 做 出 结果 ! 

17. 答案 是 (a) 24;(b) 108;{c} 120. 我 们 来 说 明 如 何 得 到 
Cb). 把 图 中 3 个 点 分 别 标 为 A,B,C,P,Q;R,L,M,N, 其 中 及， 
B,C,P,Q:R 如 余 5.15 的 (b). 现 要 重新 标记 ,使 共 线 性 保持 . A 
有 九 种 选 法 , A 培 定 后 ,B 有 六 个 选 法 ,这 是 办 为 A,B 共 线 的 媒 
故 . 而 P 只 有 两 种 选择 ,其 他 各 点 均 已 确定 . 所 以 总 共有 9 :6 。 
2 一 108 种 . 

18. 在 点 对 间 双 适当 的 弦 , 从 某 点 出 发 沿 一 方向 绕 该 图 行 
走 , 当 第 一 次 见 到 某 纺 的 端点 时 ， 记 上 
上 作为 起 点 ),， 而 第 二 次 在 到 这 蔚 的 端 
点 时 就 记 上 e{ 作 为 终点 ). 如 图 5.18. 
我 们 得 到 字 bbee bbbeeee. 存 例 1]4 的 意 
义 下 (把 5 解释 为 向 右 , 把 e 解释 为 向 
上 ) 这 就 是 一 条 好 路 . 这 样 ,就 有 好 路 
各 字 之 间 的 又 射 ， 因此, 可 能 的 方式 的 
种 数 是 


19. 设 TT, 表示 把 # 边 形 作 三 角 前 分 的 不 同 剖 分 的 数目 . 我 

们 要 找 出 工 , 的 递 推 式 . 考虑 三 角形 A1AA;, 它 把 边 形 分 成 
一 个 训 边 形 和 一 个 (nn 十 1 一 二) 边 形 , 定义 T= 二 1 时 ,就 有 
T=TeT, + tTT + 十 T_T. 

图 5.19 诡 明 了 几 个 三 角 剖 分 的 结果 :T=1,T 二 2, 人 ;一 
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5 Te 一 14. 这 强烈 地 表明 了 ,一般 来 说 有 T,+* 一 Cw 由 递 推 式 可 
知 下 一 个 是 TT 二 42. 但 从 首 推 式 如 何 能 得 到 T 的 公式 却 并 不 
明显 ,请 见 下 一 问题 . 


A WYWV 


图 S.19 


20. 对 只 有 一 个 或 两 个 因子 的 情形 , 仅 有 一 种 加 括 导 的 方 
法 : 《zl 和 (xs ) 对 三 个 因子 有 两 种 方法 ， (Cxixz )x3) 和 
《x(xaxs)). 对 四 个 因子 有 五 种 方法 ; (Cr ts) rs x) ,Cri (zs 
《To ram)) (r(x ra rd Rr (ror Yr )), 
因此 a 二 la 二 1,43 一 2,144 二 5. 

为 得 到 a, 的 递 推 式 , 取 最 后 的 乘积 Cry… ws ) (Teri… Tn》， 
此 处 上 可 以 从 1 到 n 一 1. 把 这 些 结果 合 起 来 就 得 到 

Qn—a1041T Gan2 十 "二 Ge-191。 

我 们 有 a 二 Ts 二 1, az 一 Ti 王 1，as 一 了 一 2 a 二 Ts 二 5, 我们 
有 同样 的 递 椎 式 和 同样 的 初始 条 件 ， 因此 可 猜测 a,+1 一 T+; 二 
已 .因而 应 有 一 种 戎 机 走 步 的 用 好 路 的 隐蔽 的 解释 . 用 如 下 的 
解释 : 略 去 最 后 的 元 x,， 从 左 到 右 检查 带 括 导 的 表达 式 ， 在 看 
到 一 个 左 括 导 (时 , 向 右 走 一 步 , 看 到 每 个 x; 时 , 向 上 走 一 步 . 
注意 我 们 并 不 考 囊 右 括号 ). 如 把 它们 都 去 掉 , 乘法 依旧 是 唯 
一 确定 的 , 另 一 个 解释 甚至 更 为 直接 : 把 所 有 xz, 都 去 掉 , 但 拒 
括 导 都 保留 . 由 图 5.20 可 得 到 从 状态 0 经 2n 步 后 回 到 4 的 表 


达 式 . 


围 5.20 
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解 关 具 屋 的 艇 信 


21. 图 5.21 给 出 有 括号 的 表达 式 与 二 分 树 间 的 一 一 观照， 


ps i 
| 
召 可 
dubo)a) (atbc}d 
5.21 


22, ta) 从 个 人 中 选 一 个 s 个 人 的 委员 会 ,并 在 委员 会 中 


(D 有 [( ) 种 方法 选 出 委员 会 ,有 s 中 方法 选 出 主席 ， 


(ii 有 种 广 法 选 出 主席 ,又 有 人 ”种 方法 进出 -- 般 
员 . 这 样 
1 一 ] n H 7 一] 
= 
Cb》 从 万 个 大 中 选 出 7 元 子 集 作 为 一 个 委员 会 ,并 从 > 个 
人 中 选 出 个 人 的 常务 委员 会 ,这 就 是 左边 . 也 可 从 人 中 选 出 
个 人 的 常务 委员 会 , 然后 ,其余 r 一 上 个 委员 会 成 员 有 有 
天 一 中 
(种 选 法 
(c) 大 n 个 胃 人 和 nn 个 妆 人 人 中选 个 人 ,左边 是 按 女 人 (或 
男人 ) 的 人 数 ; 来 分 别 计 算 的 ,中 间 是 2 集中 元 子 集 的 个 数 ， 
在 右边 用 了 子 集 到 补 集 的 双 射 . 
(d) 基于 个 人 中 选 出 了 个 人 的 委员 会 ,并 选 一 人 作 监 督 者 ， 
他 不 是 委员 会 成 员 . 可 以 先 选 委员 会 , 担 在 其 余人 中 选 监督 者 ; 
也 可 先 选 监督 者 ,再 从 其 余 "一 1 人 人 中选 委员 会 
Ce) 这 说 明 偶 子 集 的 个 数 等 于 奇 子 集 的 个 数 . 这 已 经 做 过 . 
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另 一 证 明 是 用 二 项 式 定理 (1 十 x)* 一 2 人 jz 取 z 二 
一 1, 得 


0= (1 一 1 = >on) Cj [oj 


0 


“右边 是 tn 十 r 十 由 个 人 中 选 + 个 人 的 方法 数 . 左边 也 是 
同样 的 ,但 分 类 如 下 :( 从 后 往 前 ?没有 元 素 1 的 ,有 元 素 1 但 无 
元 案 2 的 ,有 1,2 但 无 的 ,…, 有 1],2,"*… ,rr 民 无 rr 十 1 的 . 

23. (x 一 1) 场 比赛 . ] 与 2 对 阵 , 胜 者 对 3, 再 胜 者 对 4 等 等 ， 
没有 更 少 的 可 能 . 实际 上 必须 有 n 一 1 个 人 被 淘汰 . 

24. (a) ( )=252 {hb) 504， Cc) 可 从 10 个 数字 中 取 五 
个 可 重复 的 数字 ,这 有 ( ”。 “= (<)==2 002 种 方法 . (9) 2 
X2 002 一 10, 在 最 后 的 结果 中 ,要 减 去 十 个 形 为 aaaaa 的 字 , 它 
们 既是 递增 又 是 递减 的 . 

25, 我 们 求 无 相 邻 数 的 六 元 子 集 的 个 数 , 把 49 个 数 看 成 一 
排 49 个 球 ,43 个 未 选 的 球 看 成 白 的 , 选 的 六 个 是 黑 的 . 其 中 没 


有 两 个 相 贫 .这样 就 有 44 个 位 置 可 选 . 可 有 | ，] 种 选 法 (对 于 
1 一 站 4 中 六 个 不 同 的 数 HO A 相应 地 好 1 ‘Wz ,Qa 十 
2,…as 十 5 就 是 1 一 49 中 无 相 邻 数 的 六 个 数 ). 因此 ,至 少 有 两 
个 相 令 数 的 子 集 有 (< ) 一 人 ) 个 . 约 占 全 部 子 集 的 49. 5%. 


26. 加 进 另 一 个 点 4 十 1, 有 两 种 训 能 , 首先 ,nn 十 1 是 不 动 
所 ， 即 是 1- 循 环 图 ,其余 个 数 要 安排 成 -一 1 个 循环 圈 , 这 有 
Fnr 一 1) 种 方法 , 其 次 ,该 点 包含 在 某 个 循环 圈 内 ,在 这 种 情 
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远 次 问题 的 荣 机 


沈 下 己 经 有 > 个 循环 圈 , 共 有 上 tn 种 方法 . 新 的 点 有 多 少 种 


方法 被 安排 在 一 个 循环 峰 ” 它 可 以 放 丰 这 4# 个 点 的 任何 -一 个 的 
前 面 , 邮 可 有 ” 称 方 法 . 这 样 就 有 
Fintl n=Fonsr- 十 ME， Fr) 
”Fr 一 人 一 ] 1 Fnn)=}. 
27. 设 A 是 {1,2,…,n} 中 可 被 p, 整除 的 数 所 成 的 集 . 于 
是 ,1 一 中 被 某 个 质数 整除 的 数 的 个 数 是 
1UAUUA | 


一 开 一 一 有 和 
2 六 Wy pb, 1 2 ph 
不 能 被 任何 pe 四。 整除 的 数 的 个 数 是 
Tay ,Tl 
" 2 p+ 2 Bp "(i pa 
28. 设 A 是 不 是 B, 到 8B, 的 满 射 的 那 种 B,->B, 的 频 射 的 


全 体 作 成 的 集合 ,于 是 非 满 射 的 个 数 是 
[A UA UA, | 


= 人 job 一 (Joan+( ora 一 mn 


如 果 从 B。 到 B, 的 所 有 映照 (共有 ze 或 { "jz 一 0)" 个 ) 中 减 
去 上 面 的 数 ,就 得 到 s(m,n). 在 m 闫 n 时 ,我 们 得 到 
s(m,n) 一 (0) {a—0)” 一 (je=-D + 
= DD’ (hi jo". 


29, 第 一 种 解法 :如 果 < 中 一 <n<< 和 全 二 以 ,我 们 有 6, 一 


““ 起 因为 上 是 整数 ,这 等 价 于 


A 1) D+ 


i 
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或 好 一 8 十 开 <<2n< 是 十 用 ， 
妈 一 上 2k 方 一 AcV 现 一 于 < 十 1 


由 此 ,as=| v 球 + 记 | ,这 是 最 接近 / 玩 的 整数 . 


第 二 种 解法 ， 如 全 DD < 有 a 


方程 从 和 一 - 对 ( 正 数 决 可 以 解 出 ， 
一 二 上 十 1 二 8r 
二 人， 
从 而 
le 


两 个 结果 形式 不 同 , 但 是 是 等 价 的 ， 

30. 考虑 一 排 # 个 点 , 这 些 点 之 间 有 (2 一 1) 个 空隙 . 我 们 有 
2 种 方法 在 空隙 中 插 人 竖 线 . 这 样 得 到 和 为 n 的 所 有 数列 . 要 
求 出 在 这 些 数 列 中 所 有 项 出 现 的 个 数 荆 (nr,&), 先 画册 一 排 
个 点 ;再 把 相继 的 芷 个 点 放 在 一 个 矩形 中 ,并 在 这 答 形 的 左面 和 
丰 面 放 一 坚 线 

| 3,1,1,13}),2). 

第 一 种 情况 : 放 在 一 起 的 上 个 点 没有 端点 (第 一 点 或 最 后 一 
点 ), 这 样 的 上 点 有 (na 一 一 1) 种 方法 . 而 其 余 的 点 之 间 还 有 (x 一 
下 一 2 个 空 阶 , 在 每 个 空 际 处 都 可 放 竖 线 , 共 有 2” 后 :种 放 坚 线 
的 方法 . 

第 二 和 召 情 况 ; 放 在 一 起 的 个 点 中 有 端点 . 这 可 有 两 种 情况 
《 病 点 是 第 一 点 或 最 后 一 点 ) ,现在 还 有 ”一 二 一 ] 个 空 附 , 叉 可 用 
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饼 决 从 里 硼 繁 贿 


2"* “种 方法 放 竖 线 . 总 起 来 ,得 到 
了 (大 = (nok I)" 2 22 
二 (一 下 二 3) 22 
例如 ,nn 二 6 避 二 2 时 ,公式 给 出 TC66,2) 二 28. 和 为 6 的 且 含 有 数 
2 的 数列 是 (2,2,2),(2,4),(3,2,1),(2,2,1,1),(2,1,],1,1) 
以 及 它们 的 排列 . 在 这 些 数列 中 ,2 的 个 数 为 
T(6,2) 一 3 十 2 十 6 十 12 十 5 一 28. 

31. 考 虚 编号 为 1,2,…,n 的 孩子 及 座位 . a, 表示 重 排 的 总 
数 . 第 -个 孩子 仍 在 原 处 的 重 排 方法 是 a,_, 种 . 如 果 1 号 孩子 改 
坐 到 2 号 ,2 号 孩子 必须 坐 在 1 号 ,这 共有 a,_; 种 排 法 , 这 样 就 
有 一 di 十 ds-2， 1 二 1 ,as 二 2. 所 以 a 一 忆 .1,， 其 中 包 是 
Fibonaecci 数 ， 

32. 设 b, 是 排 座 的 数目 , 有 三 种 可 能 的 情况 ， 

(a) 1 号 按 子 坐 在 原 位 ,有 a- 种 坐 法 . 

(by 1 和 续 和 2 号 变换 位 子 , 这 时 有 a，* 种 坐 法 . 

(c) 所 有 人 都 问 右 或 向 左 移动 一 个 位 子 , 这 共有 两 种 . 我 们 
得 到 乌 王 4， 十 ay 十 2 一 下 十 2 

33, 设 ee,o, 分 别 是 有 偶数 及 奇数 个 0 的 zw 字 的 个 数 , 按 第 
一 个 数 来 分 类 ,可 得 递 推 式 e, 二 3e | 十 0,_130, 二 ex! 十 30,1， 


这 是 (e,-，o,_ 变 成 (evou) 的 线性 变换 ,系数 矩阵 是 { ，}. 


1 3 
它 的 特征 值 Ms 满足 方程 
3 一 1 
| 1 3 一 4 
BCA 一 3 六 一 1 二 0, 故 轴 二 4,hs 二 2. 求 6e, 的 公式 ,请 解 偶 数 个 0 
与 1 的 问题 . 
另 一 种 解法 , 10,1,2,3; 的 有 偶数 个 0 的 普 字 的 个 数 是 


E,—%+(»)3 +( ) + 


= 
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而 有 奇数 个 0 的 二 字 的 个 数 是 
Q= 人 (js + (3)3 + 


把 它们 相 加 . 相 减 就 得 到 
下 ,十 亿 一 (3 十 1 一 生 ， 
F000, 二 (3 一 "二. 
再 相 加 及 相 减 又 得 到 
2 杞 ,一 第 十 2 二 及 一 全 人， 
"一 2" 
pk 

34. 设 e 是 第 ; 个 面 上 的 边 数 , 于 是 > e; 是 奇数 个 奇数 的 
和 , 它 是 个 奇数 . 另 一 方面 ,每 条 边 在 和 式 中 算 了 两 次 ,所 以 应 是 
个 偶数 . 这 一 矛盾 证 明了 不 存在 这 样 的 多 面体 ， 

35. 这 是 可 能 的 . 光 考 虑 正 整数 的 两 个 子 集 4A,B, A 是 所 有 
偶数 位 (从 右边 算 起 ) 为 0 的 正 整 数 全 体 , B 是 所 有 痛 数 位 为 0 
的 正 整 数 全 体 , 每 个 正 整 数 可 唯一 地 表示 为 n 二 a 十 5,aEEA,bE 
B. 把 全 体 正 整 数 分 成 凡 二 A U As UAsU 如 下 ;六 二 及 AA， 
(£ 一 2,3,'"…) 是 所 中 每 个 数 加 上 加 所 BB, 芭 AA ,上 A: 是 出 生平 
移 B 中 的 某 一 数 所 得 到 的 . 

36. 设 asw 站 bsq， 刚 Hl 4 “9 atom 都 比 1 001 个 重量 他 1 
adso0 0 pi0 重 ,因而 可 以 把 2513 05 3 36 去掉， 
而 bey， bswm 都 比 ] O02 个 重量 ps sos “sDioos Q500 ， 
nl s"** ,100 轻 ， 7 以 去 掉 bi » bas"* , Pago . 中 间 重 的 物体 就 是 
llr srg s Pago Pal 9*** 3 Do0 中 从 轻 到 重 的 第 512 个 物体 . 我 
们 可 以 如 下 地 称 10 次 把 个 数 缩 成 一 个 . 我 们 有 不 同 的 重 物 c 二 
Css<Cal 和 da 二 和) 并 要 找 出 第 21 个 最 轻 
的 物体 . 我 们 先 比较 ct 和 ai ,如果 CT 
ca 比如 个 物体 cc di,…'di 重 ,就 可 以 去 掉 , 而 di sr 
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解 半 措 前 芍 第 于 


比 2 十 1 个 物体 di ss a rl cz 轻 ， 也 可 以 去 
掉 , 这 时 每 一 种 都 剩 下 ! 个 . 当 cy<di 时 可 类 似 地 进行 . 在 aso 过 
bm 时 ,只 要 把 前 面 的 不 等 式 倒转 并 把 最 轻 的 改 成 最 重 的 就 行 
网 

37, 把 乘积 人 1 十 1 十 172) 和 (1 十 1 展开 得 到 2 项 的 
各 ,每 个 加 项 都 是 {1,2,…,n} 的 2" 个子 集 中 的 一 个 集合 中 所 有 
数 的 倒数 的 乘积 . 去 掉 相应 于 空 集 的 那 项 1, 就 是 所 要 的 和 . 也 
就 是 

3 和 wn 二 1 


2 . 六 和 3 lati lan, 


38. 从 图 5, 22 可 得 弟 推 式 二 一 十 ZYy ,1 各 Yn i 十 


1 由 第 一 式 得 4 2 站 站 
一 Tofl1 十 ze 代入 第 二 个 递 推 式 ,得 到 ) 
Trl = ZT 十 To = 二 +1l, hs =1 0 9, 2 


v2 图 5.22 

求 出 mm 的 表达 式 1 

39. 由 图 5.23 得 到 递 推 式 

hh 
消去 Mi 各 ,1 ' 9] 得 递 推 式 n+1 二 37 十 2r， 1 及 
特征 方程 天 一 34 十 2 

求 出 zx, 的 表达 式 ， 

和 我 们 做 七 轮 的 淘汰 赛 . 

第 一 四 :把 128 个 物体 分 成 64 对 ,把 每 一 对 
中 轻 的 那个 去 掉 . 

第 二 轮 :64 个 胜 者 分 32 对 并 去 掉 32 个 ,等 等 . 在 七 输 中 共 
作 了 127 次 比较 ,由 此 确定 出 最 重 的 那个 . 次 重 的 那个 物体 是 在 
七 轮 比 较 中 输 给 冠军 的 那 见 个 物体 之 一 . 再 作 六 次 比较 就 能 定 
路 第 二 重 的 物体 . 因此 在 127 十 6 二 133 次 比较 后 可 确定 最 重 和 
次 重 的 物体 . 
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41, 在 前 一 问题 中 ,七 轮 比 较 找 出 了 最 重 的 物体 , 共 作 了 
127 次 比较 . 次 重 的 物体 是 输 给 最 重 物 体 的 七 个 对 得 之 一 . 把 它 
们 编号 为 1,2,…,?, 第 i 号 是 在 第 i 轮 中 输 给 最 重 物体 的 那个 . 
第 二 重 的 物体 可 以 如 下 地 在 第 二 圈 比 赛 中 确定 :1 号 与 2 导 比 
较 , 胜 者 与 3 号 比较 ,再 胜 者 再 与 4 号 比较 ,等 等 ,最 后 的 胜 者 就 
是 次 重 的 物体 . 这 共 要 六 次 比较 . 

重量 列 第 三 的 物体 是 输 给 最 重 或 次 重 的 物体 的 那些 物体 中 
的 某 一 个 . 它们 也 可 能 没有 和 第 一 重 的 物体 比 过 . 但 必定 与 第 二 
重 的 物体 比 过 ,否则 它 仍 会 作为 次 重 物 的 候选 者 . 但 次 重 的 物体 
在 至 多 七 次 比较 后 就 歼 胜 了 , 实际 上 ,如 果 第 i 号 物体 就 是 次 重 
的 那个 物体 . 它 胜 了 1 十 1, i 十 2;*…,?7 号 这 了 -次 并 胜 了 1， 
2, 呈 yi 一 ] 中 的 一 个 ( 若 之 人. 这 样 ,次 重 的 物体 总 共 胜 了 或 者 
i 一 了 十 7 一 i 十 1==7 次 ,或 者 :一 1 十 7 一 i 二 6 次 , 因而 ,至 多 有 七 
个 物体 能 是 重量 列 第 三 的 物体 的 候选 者 . 这 样 ,至 多 用 127 十 
6 十 6 一 139 次 比较 就 可 找 上 出 最 重 的 ,次 重 的 和 重量 列 第 三 的 物 
体 . 

42, 为 检验 这 点 ,127 次 比较 就 驶 了 , 先 不 管 4,B.C 这 三 个 
物体 , 在 其 余 125 个 物体 中 ,124 次 比较 就 可 找 出 最 重 的 物体 
,然后 口 与 CC 比 ,再 C 与 B 比 ,B 与 太 比 ,127 次 比较 是 必须 
的 ,因为 除 最 重 的 那个 外 ,每 个 物体 至 少 要 在 一 次 比较 中 失利 一 
次 . 

43. 用 容 乓 原 建 可 得 必须 的 估计 . 这 是 个 困难 的 问题 ， 

44. 我 们 略为 推广 一 些 . 一 个 整数 的 集合 5S 称 为 无 两 倍 的 
CD, 让, 如果 xES=>2r 医 S, 若 T= 二 {1, 2 nn)，f(n) 二 
max {|Al1ACT, 有 A 是 无 两 们 的 } ,用 容 斥 原理 得 到 

所 们 一 一 [2 十 Ltd 一 LA 十 [LaA16] 一 …， 
从 nt 中 减 去 偶数 的 个 数 , 加 上 4 的 倍数 的 个 数 , 减 去 8 的 倍数 的 
个 数 ,等 等 .从 2 一 3 000 得 到 1 999, 因而 回答 是 否定 的 . 
E. T. H. WangtArs， Comb. 1989) 证 明了 (nn) 二 | nn/2 | 
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十 所 | ni4 | ). 用 这 个 式 子 对 n 二 3 000 解 这 问题 . 
试 解 工 的 无 二 倍 的 最 大 子 集 的 问题 , 无 三 倍 的 子 集 A 是 
指 了 EA=>378A 的 子 集 A4. 


45. 设 ( -j 表 示 ? 元 集 的 -元 子 集 的 个 数 , {1,2,…,n} 的 各 


个 > 元 子 集中 最 小 数 的 和 为 | 】 FCnr). 考虑 从 10,1,… | 


的 r 十 1 元 子 集 到 {1,2,…,n} 的 r+ 元 子 集 的 映照 ,这 个 映照 就 是 
去 挥 最 小 的 数 . 显然 在 这 映照 下 ,{1,2,…,n} 的 每 个 x 元 子 集 愉 
好 在 象 集中 出 现 ; 次 ,其 中 ;是 这 +r 元 集中 的 最 小 数 . 因此 ,计算 
1 的 下 1 风 子 集 的 个 数 { 用 直接 计算 及 用 上 述 映 照 计 
算 ) 给 屿 


Fi 
j=t Dt 


| 

一、 -一 、 
习 党 
十 十 十 


这 里 用 到 了 (” ，， } 一色 二 世人 ”) , 它 可 以 从 两 种 计数 法 而 得 到 ， 


十 1 
并 不 需要 { ”的 公式 
这 一 证 明 属 于 M, FE，Newmann( 澳 大 利 亚 国 立 大 学 ), 它 不 
需要 计算 . 


Memphis State 大 学 的 Cecil Rousseau 寄 给 我 一 个 用 图 论 
语言 的 同样 的 证 明 . 这 一 证 法 如 下 ， 

考虑 一 个 两 分 图 如 下 : 黑 顶 点 是 10,1,…,n} 的 r 十 1 元 子 
集 ; 白 顶点 是 全 ,2,…,n} 的 x 元 子 集 . 黑 顶 点 X 与 XX 中 去 掉 最 


小 数 的 让 顶点 相 联 .这 个 两 分 图 有 (”，， ) 个 黑 顶 点 ,(") 个 折 
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第 5 和 清 的 名 计数 


顶点 和 2 人 “} 条 边 , 注意 到 白 顶 点 的 度数 是 这 顶点 (是 {1，， 
中 的 元 子 集 ) 的 最 小 数 , 这 样 ,所 要 求 的 最 小 元 的 平均 信 就 是 


开 十 
黑 顶 把 的 平均 度数 -1 


学 生 的 证 明 用 了 二 项 式 系数 的 计算 . 发 现 这 样 的 证 明 是 容 
易 的 . 试 证 明 下 面 的 推广 . 
7 元 集 {1,2,… ,nn) 的 第 上 个 最 小 元 的 算术 平均 值 是 


_ 3 十 ! 
Fltkynsr) 上 7 十 了 


最 简单 的 证 明 是 利用 概率 . 在 长 为 # 十 1 的 圆周 上 取 等 距 的 十 
i 个 点 (把 圆周 nn 十 1 等 分 的 分 点 ). 2 十 1 个 点 中 随机 地 取 x 十 1 
个 点 ,所 选 的 点 把 圆周 分 成 + 十 1 段 . 由 对 称 性 ,每 一 段 的 期 望 长 


度 为 2 二 .在 所 选 的 第 * 十 1 点 处 切 开 这 个 圆 , 并 把 它 拉 直 成 长 


为 ni 十 1 的 线段 . 这 样 就 有 r 个 在 11, 2 中 的 选 的 点 ,最 小 


的 点 与 原点 的 距离 的 期 望 信 是 2 二 | ,由 同样 的 对 称 性 论证 , 原 


氮 到 第 & 个 最 小 点 距离 的 期 望 值 是 


_) .十 1 
Flk,n,r)—=—k re 


46. 设 共 有 pp 个 长 为 n 的 字 wiGi==1,2,…,) 至 少 有 三 个 
位 子 上 不 同 , 我 们 把 这 p 个 字 写 成 一 行 ,而 在 每 一 个 字 下 面 写 
下 与 这 个 字 恰 有 一 个 字母 不 同 的 所 有 字 , 这 样 p 个 字 中 每 个 字 
的 下 面 有 » 个 字 . 连 它 自己 是 nn 十 1 个 字 , 而 w 和 ww; 下 面 所 写 
的 字 至 少 有 一 个 字母 不 同 . 这 样 就 有 7 十 1 行列 互 不 相同 的 


字 , 而 长 为 4 的 字 只 用 个 ,所 以 p(n, 即 p< 和. 


从 7. 对 于 是 后 1 2 表示 11,2,…，28} 的 排列 中 , 
与 上 十 # 在 相 分 位子 上 的 排列 所 成 的 集 . 对 于 所 有 好 排列 的 集 
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解决 问题 的 第 阶 


A = UA， 容 斥 原理 得 由 
AI 了 生计 于 | AN A | 
十 >») [AN A NA, | (1) 


Er pre 


这 是 项 为 单调 下 降 的 交错 级 数 . 内 此 
Al> > i 一 2 ANA 


i 


我 们 有 |A; | 二 2(24 一 D1 这 是 因为 有 (2n 一 1)1 种 放 法 安排 元 
素 i, 这 里 关怀 rE,2, 20); 而 下 下 十 可 放 成 两 种 次 序 
(志明 十 帮 ) 或 丰 十 ny 衣 .我 们 还 有 | 门 站 | 一 22(28 一 2)1. 实际 
上 ,对 于 2 一 2 个 对 象 ,这 里 xz 关上,r 关 [共有 (2n 一 2)1 种 放 
法 ,而 征 , 丰 十 Rn} 及 人 ,fnn} 又 各 有 两 种 放 法 , 这 样 .我 们 得 到 


A222 一 D1 D2:(2n—2)1! 
£1 上 


= 2n(2n— 1 — 2n(n— 1) (2n— 2)1 > 


由 整个 级 数 (1)， 可 以 证 明 二 1 plas0 632 


48, 二 进 制 的 - 字 是 循环 的 ,如 果 对 某 个 4|n 它 可 以 分 成 
d 段 相 同 的 块 的 话 . 任何 wn- 字 末 以 用 把 它 的 最 长 的 不 循环 的 开 
头 的 一 段 块 重复 书写 而 得 到 . 由 此 ,所 纵 的 递 推 式 计 算 的 是 不 循 
环 移 n- 字 的 个 数 . 而 从 一 个 明显 的 事实 , 即 从 一 个 不 循环 的 一 
字 可 以 通过 平移 得 到 个 不 同 的 不 循环 的 = - 字 , 即 可 得 到 所 需 
要 的 论断 . 

49, 答案 (n 十 ])"', 加 上 第 (2 十 1) 个 停车 点 ,并 把 道路 延伸 
成 从 第 (wn 十 1) 个 停车 点 到 第 一 个 停车 点 的 环 路 . 共有 (nr 十 1) 
个 数列 a,, 这 是 因为 每 一 个 司机 有 十 1 个 选择 的 缘故 . 有 一 
停车 点 会 是 空 的 . 数列 a, 是 好 的 , 即 它 解 决 原来 的 问题 ,如 果 第 
nm 十 1 个 停车 点 是 空 的 . 把 数列 a, 每 组 2 十 1 个 分 成 (十 1 
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第 5 章 组 从 计数 
组 ,每 组 是 一 个 数列 的 鼻 环 平移 (每 项 如 1, 每 项 加 2 等 ,超过 


n 十 1 时 减 去 nt 十 1) ,而 且 其 中 只 有 一 个 数列 是 好 的 . 这 可 以 推广 
成 Cayley 关于 有 "十 1 个 项 点 的 .有 标号 的 树 的 定理 的 证 明 . 
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数论 需要 广泛 的 准备 ,但 预备 知识 是 很 有 限 的 . 通常 我 们 可 
以 不 加 证 明 籽 引用 下 面 的 预备 知识 1 到 19, 此 处 所 有 的 变量 代 
表 整 数 . 解 题 的 策略 是 通过 解 大量 的 问题 来 获得 的 , 开始 时 的 阿 
题 远 远 低 于 较 难 的 竞赛 水 平 ,但 在 做 了 这 些 问题 中 的 大 部 分 后 ， 
就 能 适应 各 种 竞赛 了 . 

1, 如 果 bp 一 09( 对 某 个 9E 乙 ), 则 5 整除 和 .并 记 为 ae| 密 

2. 整除 关系 的 基本 性 质 ; 

1.albblcsale: (1) 

,dlardib=djazr-+by, 特别 有 dja 十 bdla 一 所 (2) 

由 . 如 果 在 a 十 b==c 中 任何 有 两 项 被 d 整除 ,第 三 项 也 被 d 


整除 . 
3. 带 余 除法 , 每 个 整数 a 可 唯一 地 用 正 整数 4 表示 成 形式 
& 一 如 十 FrD rr 一 4 (3) 
gq 和 分 别称 为 a 被 b 除 时 的 商 和 余数 ， 


4. 最 大 公约 数 (GCD) 和 Evelid 算法 . 设 a,4 是 两 个 不 全 为 
0 的 非 负 整数 . 它们 的 最 大 公约 教 及 最 小 公信 和 孝 分 别 记 为 ged 
(a 了 及 lem(a,b), 则 有 
gcd(a,1)=1,gcd(a,a)=ua, 
Ecd(ai0)=agcd(a,h)=gcd(bsa). 
a 和 称 为 互 质 的 ,如 果 gcd(ay0) 一 1 (4) 
利用 geday 如 二 gcd(6,a 一 ) ,我们 可 以 反复 地 从 大 数 中 减 


= 


秆 5 第 枯 蓄 


去 小 数 来 计算 geday 下面 的 例子 就 说 明了 这 点 : 
gcd(48;30)=gcdt30,18) =gcd(18, 12) 
=gcd(12.6)=gcd(6.,6)=6. 
Euclid 算法 是 这 一 算法 的 加 速 , 它 基于 
da=bg+r=ged(a, n=—=gcdth,r)=ged(b,a— bg). (5) 
定理 gcdlay 上 可 以 表示 成 4 和 上 的 整 系数 的 线性 组 合 ， 
即 奏 在 ,YE 了 使 得 gcdta15) 二 ax 二 by. 
特殊 情况 : 若 4,58 互 质 , 则 方程 ar 十 by 一 ] 有 整数 解 . 
5. gcd(a sp) lemta b=a + bh. 
6. 一 个 正 整 数 称 为 质数 ,如 果 它 恰 有 两 个 因数 , 
7. Euclid 引 理 , 如 果 思 是 质数 ,plab=>pla 或 pb 
8. 算术 基本 定理 . 每 个 正 整 数 可 以 唯一 地 表示 成 质数 的 磁 


9, 有 无 穷 多 个 质数 ,因为 对 任何 质数 p<n 有 pttn! 十 1). 
10. n1 十 2,n1 十 3,… ,nn! 十 hn 是 2 一 1 个 相继 的 合 数 ， 
11. 非 质 数 n 的 最 小 质 因子 所 Yn. 
12. 所 有 质数 p>>3 有 形式 6n 填 1. 
13. 满足 二 十 Y 一 二 的 两 两 告 质 的 三 数组 由 下 式 给 出 : 
了 一 | 形 一 下 | 3 一 2rmyz 一 刀 十 让， 
gcd{u;v) =] ,uv mod 2). 
14. 辐 余 式 , 4 圭 p(modnD 早 mm | (a 一 站 早 a 一 上 8 二 mg 全 a 二 


b+mqea 与 6 被 m 除 时 有 相同 的 余数 . 同 余 式 可 以 加 、 碱 及 
乘 ， 


设 a 三 b(tmodm) ,rc 三 dmodm), 则 
a 十 c= 二 d(C(mod m) ,ac=bd(mod m). 
这 有 几 个 推论 ， 
as 以 mod m)=>a! = (mod m), 
4 三 只 imod p10 f(a) 二 fF(N (mod m). 
其 中 ”号 了) 一 az 十 GT 十 "十 41X 十 Qo 44; 饭 攻 . 
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一 般 说 不 能 用 除法 ,但 我 们 有 下 面 的 消去 律 ; 
gcd(c.m) =1.cada=B (mod ma (mod m). 
15. Fermat 小 定理 {1640). 设 a 是 正 整 数 ,p 是 质数 , 则 
ar 一 xsfmod p). 
消去 律 告诉 我 们 ,如 果 gcdta,p) 二 1, 上 式 两 边 就 可 以 被 a 除 ， 
得 到 
gcdta 办) 一 1>>a =]1(mod p), 

16, Fermat 小 定理 是 第 一 个 非 平凡 的 定理 . 我 们 给 出 三 个 
证 明 ， 

第 一 个 用 归纳 法 的 证 明 ; 定 理 对 a 二 1 成立, 因为 pj1? 一 1, 
设 它 对 于 某 个 a 成 立 , 即 

pla’—~a, (6} 

我 们 要 证 明 户 | {a 十 了? 一 (a 十 1). 实际 上 ， 


户 -] 
(@ 十 1 一 (Q 十 于 = (fhm tl (a+b, (7) 
i "i 


L 


pl 办 
或 (tatDd) =a eto | ja (8) 
4 一 [ 


现 由 p| (对 1<i<<p 一 1 成 立 ,又 因 思 le? 一 a, 我 们 有 pl(a 二 


Dr— (ati1). 
第 二 个 用 同 巡 式 的 证 明 ; 同 余 式 可 以 相 溢 , 则 由 
Cd(mod m) i=1,2, ,nn 


名 得 CC dids dd, (mod m). 《9) 
现 设 ged(e, 加 一 1. 作 一 列 数 
Qs20y38， (一 1)a， (10) 
其 中 没有 两 项 (modp) 同 余 , 这 是 因为 
ia=Rat mod p)>t=E (mod p>i=k, (11) 


因而 (10) 中 每 个 数 怡 与 1,2,…,p 一 1 中 的 一 个 数 同 余 ， 
由 此 a7， 1 2p 一 1) 寺 1 + 2+%(p—1) (mod p). 
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和 


在 上 式 两 边 可 以 把 (za 一 1)1 约 去 ,内 为 (p 一 1)1 与 pp 是 互 质 
的 ;从 而 有 
ar = 三 1(mod p). 
第 三 个 用 组 合 方法 的 证 明 :我 们 有 a 种 颜色 的 珠子 ,从 它们 
懒 出 恰 用 疡 颗 珠子 的 项 链 . 我 们 先 币 出 一 串珠 子 .共有 qz 串 不 
同 的 珠子 . 去 掉 a 个 单 色 的 串珠 ,还 留 下 a* 一 a 串 . 把 每 串珠 子 
的 两 端 联 结 起 来 成 为 一 个 项 链 . 我 们 发 现 ,两 捉 珠 子 仅 当 只 相差 
一 个 循环 排列 时 才 是 相同 的 项 链 . 但 一 串 pp 颗 珠 子 甩 个 往 环 
排列 . 内 此 不 同 的 项 链 的 个 数 是 (Car 一 a)/p, 由 这 解释 说 明 它 是 
个 整数 ,所 以 
pla?—a. 
17. Fermat 小 定理 的 逆 定 理 并 不 成 立 , 最 小 的 反例 是 
341|241—2，, 
其 中 341 王 31，11 不 是 质数 , 确实 ,我 们 有 
2 一 2 二 2(20—1)=2((20)*—]+) 
=2. 20— (=2. 3。341 (0). 
18. Fermat-Euler 定理 . Euler 靖 数 定义 如 下 ; 
二 {1 ,2 ;2M} 中 与 m 互 质 的 数 的 个 数 ， 
gcd(am) =1>a® = (modm)., 
19. x 的 整数 部 分 .| z 」 = 二 所 zz 的 最 大 整数 二 z 的 整数 部 
分 . rC(mod 1)= 二 x 一 | x 1 =x 的 小 数 部 分 . 
(a) 上 十 ?| 之 [> 十 yy 人 权 当 z(mod 1 十 mod 1) 寺 
1 时 等 式 成 立 ， 
(by [Lx |/n j==|[ x/nJ. 这 是 公式 
[xn /a | = z 4+m) /nn 
的 一 个 重要 的 特例 . 式 中 m,n 是 整数 ， . 
{cy | xz 十 172 | 二 最 接近 于 的 整数 :里 确切 地 ， 
nxntl/2 | 十 172 | 一 #， 
1 十 172<s5r<n 十 1->| rr 十 172 | 二 n 十 1. 
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所 决 皇 旺 的 区区 


(d) wn! 中 质数 户 的 次 数 e 一 [ap 十 [av 下] 十 [La 
+ =, 
整除 性 
竞赛 中 最 有 用 的 公式 是 a 一 bia 一 启 对 所 有 正 整 数 n 成 
并 二 bla" 十 br 对 所 有 奇数 成立, 第 二 个 是 第 一 个 的 推论 . 实 
际 上 ,对 奇数 ye 十 护 二 a 一 (一 科 ", 它 被 4 十 (一 让 二 a 十 上 整 
际 . 特别 ,两 个 平方 数 的 差 总 可 分 解 ,有 a 一 二 (a 一 (a 十 扩 ). 
但 两 个 平方 数 之 和 二 十 仅 在 2xy 是 平方 数 时 才 可 分 解 , 最 简 
单 的 例子 是 Sophie (iermain 恒等式 
a dh 一 于 十 生生 本 + dp! — ha 
=ta 二 26) — (2ab): 
= (a 2 TT2ab) a: 十 262 — 2ab). 

有 些 奥林匹克 的 难题 就 建立 存 这 等 式 的 基础 之 上 . 例 旭 在 
1978 年 Kiirschak 竞赛 ,有 下 面 一 道 几 乎 没有 人 做 出 的 题 : 

例 1 # 汪 >] 二 ni 十 4" 不 会 是 质数. 

若 # 是 偶数 , 则 妈 十 4 是 大 于 2 的 偶数 . 因而 它 不 是 质数 ， 
因此 只 要 对 奇数 证 明 . 但 对 奇数 > 一 绪 十 1, 我 们 可 作 下 面 变 
换 而 得 到 Sophie Germain 等 式 ， 

十 和 一 pi 十 和 ， 4 于 二 沾 4C2474， 
它 有 形式 at 十 484， 

这 一 问题 最 早出 现在 1950 年 的 (数学 杂志 》(Mathematics 
Magazine) 上 . 它 是 波兰 MO 队 的 领队 A，Makowski 提 由 的 ， 

最 近 , 存 俄罗斯 竞赛 中 对 八 年 级 学 生 有 下 而 的 问题 ， 

例 2 45 十 5454 是 质 教 码 ? 

没有 几 个 人 看 出 这 解答 ,尽管 都 知道 Sophie Germain 等 式 
友 以 此 为 基础 的 赛 题 . 事实 上 ,几乎 是 显然 的 可 看 到 

4 十 5454 二 5451 十 4 (4138)4， 
这 是 Sophie Germain 等 式 的 左 端 . 
现存 考虑 下 面 的 不 久 前 的 前 苏联 的 竞赛 题 ， 
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第 万 素数: 论 


例 3 nEN6o 坟 fm 一 2 十 2?” 十 1] 至 少 有 nn 个 不 同 的 质 
因 寺 ， 

这 里 ,我 们 用 十 让 十 1] 二 (十 1 一 x 二 (一 十 
DCrtz 二 1), 令 z=2*” ,我 们 得 到 

22” 十 22 十 1 一 (2 一 2 十 1)(27 十 27 十 1). 

右 瘦 的 两 个 因子 是 互 质 的 , 如 果 它 们 有 奇 因子 9 放 1, 那 它们 芍 
差 2。2""' 一 2” +1! 也 有 这 个 因子 , 车 我 们 已 知 2 十 2? 十 1 有 
”个 不 同 的 质 因子 , 则 由 归纳 法 22” 十 2 十 1 至 少 有 #n 十 1 个 不 
同 的 质 因 子 . 

注 : 对 794, 这 个 数 至 少 有 m+1 个 不 同 的 质 因子 . 因为 

22 一 2 十 1 一 97X673,22 十 2 十 1 一 3X7X13X241， 
这 两 个 数 的 乘 积 是 f(5), 因 此 (5) 有 六 个 因子 ,而 f(n) 至 少 有 
2 十 1] 个 因子 . 这 个 问题 也 说 明 有 无 穷 多 个 质数 . 

用 同样 的 方法 也 可 解 下 面 的 竞赛 题 : 

例 4 求 所 有 小 于 103 且 形 为 如 十 1 的 质数 ， 

对 n= 二 1 和 ?aa 一 2 得 到 的 就 是 质数 . 当 n>1 是 奇数 时 ,n" 十 1 
>>2 是 偶数 , 因此 2 必定 是 偶数 , 即 x 一 2* 人 +9, 因为 

， 22 二 1| 2 tn 十 1 ， 
所 以 的 害 不 会 有 奇 因子 ,这 样 就 有 n= 二 27 , 即 
和 一 (27 )2 . 

对 ;一 0,1,2 我 们 得 到 大 十 1 一 5,257,166 十 1 人 >16， 1 0005 十 1 
>10”, 所 以 在 所 述 范围 内 除了 2,5,257 外 没有 其 他 质数 ， 

我 们 再 考虑 几 个 竞赛 题 . 

例 5 由 600 信 6 及 若干 个 0 组 成 的 数 4 是 否 会 是 小 完全 
平方 数 ? 

解 , 如 果 A 是 平方 数 , 它 的 结尾 处 有 偶数 个 0. 把 这 些 0 去 
挥 后 得 到 一 个 平方 数 2B,B 由 600 个 3 及 若干 个 0 所 组 成 , 且 
B 以 3 结尾 . 因为 BB 是 背 数 ,2B 不 会 是 平方 数 , 它 只 有 一 个 因 
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解决 问题 约 药材 


子 2 

例 6 方程 1522 一 7 如一 9 无 整数 解 . 

解 :]1572 一 7y 一 9 过 y 二 3y 地 157 一 63y 二 9 过 5 一 21y1 
二 3 过 I 了 二 3 字 457xf 一 21y 二 3 地 15r 一 7y 二 1 这 二 一 1 
Cmod 3), 乒 为 yi 夺 0 或 1(mod 3). 这 就 得 出 矛盾 . 

例 7 一 个 九 位 歼 中 除 0 外 的 每 个 数码 都 出 现 , 且 结尾 是 
5, 则 它 不 会 是 平方 教 . 

解 . 设 有 这 样 的 九 位 数 忆 ,使 DD=A.A= 104 十 5 地 让 二 
100ata-t 1) 十 25 推论 : 

(a) 最 后 第 二 个 数字 是 2. 

{b) 看 起 第 二 个 数字 是 ata 十 1} 中 的 末 位 数 , 即 为 0,2 或 
6. 让 下 表 


但 0 不 会 出 现 ,2 已 经 有 过 . 从 而 第 三 个 数码 是 6. 

由 吕 =1 000B 十 625 得 125|D. 因 =A? 表 511D, 所 以 上 
中 右 起 第 四 个 数字 必 为 0 或 5. 但 0 不 会 出 现 而 5 已 经 有 过 . 

例 8 设 有 整 系数 多 项 式 fx) 使 (7) 二 11, (11) 二 13. 


解 , 设 f(x) 一 Sar ai 和 到 则 a 一 8| fla) 一 了 5). 即 


F010) 一 了 (07) 被 11 一 7=4 整除 ,但 f(11) 一 了 07) 二 2, 巴 盾 ! 
例 9 对 每 修正 整数 户 , 考 虑 方程 
1 1 1 
xr yp 
要 提 它 的 正 上 整数 解 Cryy), 把 (I,Yy) ,Cy, 了 I) 看 成 不 同 的 解 . 证 明 ， 
著 户 是 质数 , 则 它 惟有 三 组 解 . 否则 有 多 于 三 组 的 解 . 
解 ; 我 们 有 了 py> 因此 , 邻 了 一 户 上 ay 一 户 十 上 由 (ii) 
得 到 
-58 一 - 
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第 6 音效 - 论 


Bhat Bir ptr 
若 户 是 质数 , 仅 有 的 解 是 C11.) ,Cp,p) 和 (pi,1). 红 对 于 Cr,y) 
有 二 组 解 C(p 十 1,pCp 十 1)),(2p,2p}y,(plp 十 1),p 十 1), 如 卢 是 
合 数 , 则 显然 有 更 多 的 解 . 

例 10 从 任何 一 个 多 位 数 al 出 发 产生 数列 el yazy 03s， 
其 中 加 1 是 在 @ 的 后 面 一 一 (右面 ) 派 上 一 个 关 9 的 数字 必 成 , 
则 该 数列 中 有 无 穷 多 个 合 数 . 

解 ,我 的 方法 是 要 想 通 过 添加 数字 得 到 仅仅 有 限 多 个 合 数 . 
故而 数字 9 不 能 用 ,而 数码 0,2,4,6,8,5 只 能 用 有 限 次 , 在 其 他 
的 数码 1,3,7 中 ,1 和 ?7 也 只 能 用 有 限 次 ,因为 它们 改变 
(mod 3) 的 余数 , 1 或 7 每 加 三 次 ,总 会 得 到 一 个 数 是 3 的 倍数 ， 
所 以 从 某 一 时 刻 起 只 能 永远 加 3, 如 在 某 一 时 刻 得 到 一 个 质数 
户 ;在 此 后 至 多 加 户 个 数码 3 后 ,又 会 得 到 p 的 入 数 , 由 于 (10， 


了 ) 二 1, 从 而 在 1,11,111,… 了- 弄 中 至 少 有 -个 是 的 俏 
数 ， 

注 : 如 果 可 以 用 数字 3 和 9, 就 说 不 准 从 某 个 二 往 上 做 能 否 
只 得 到 质数 . 例如 a: 一 1, 下 面 是 长 为 9 的 质数 ， 

1 979 339 333 ,1 979 339 339. 

例 11 在 数列 1,9,7,7,4,7,5,3;9, 和 ,1 中 ,从 第 五 个 数 
起 ,每 个 数 都 是 前 面 吗 个 数 的 和 (mod 10). 下 面 的 词 中 是 否 有 
一 休会 在 这 数列 中 出 现 呢 ? 

Ca) 1 234; (b) 3 269; Ce) 1 977; (dd) 0 197. 

解 , 把 所 有 数字 都 用 mod 2 化 简 得 到 111 101 111 011 110 
…. 对 于 词 1 234 和 3 269, 相 应 的 化 简 得 到 1 010 和 1 001. 这 
两 种 形式 在 原 数 列 模 2 化 简 得 到 的 数列 中 不 会 出 现 . 对 于 (ce)， 
我 们 注意 到 只 有 有 限 包 个 可 能 的 4- 字 , 因 此 , 某 个 字 abcd 会 第 
一 次 重复 : 
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解决 问题 的 艇 风 


1977…Qpocd sabcd. 
周期 p 

相继 的 四 个 数字 决定 了 紧 接 在 后 而 的 那 一 个 数字 ,但 它们 也 决 
定 了 前 一 个 数字 . 央 此 这 数列 向 两 个 方向 都 可 无 限 扩 展 . 这 个 扩 
展 的 数列 是 纯 周 期 的 . 在 长 度 为 户 的 每 个 局 期 中 有 一 个 字 
1 977. 如 果 数 列 是 从 1 977 开始 的 ,那么 1 977 就 是 第 一 个 重复 
出 现 的 字 . 

这 是 个 重要 的 现象 . 我 们 先 说 明 数 列 必定 会 重复 ,然后 赔 明 
可 道 性 ,这 保证 了 是 纯 循 环 [ 图 6.1). 对 于 (dy ,把 这 数列 向 左 扩 
大 一 项 就 得 到 0 197. 


(a) 可 道 运算 的 纯 循 环 DD) 不 可 道 运算 
图 6.1 选 代 > Fr 的 两 种 类 理 


注 . 计算 机 的 实验 表明 ,如 果 从 四 个 奇数 出 发 ,周期 的 长 度 
将 是 p= 二 1560 二 5，312. 若 从 四 个 锡 数 出 发 ,得 到 周期 p 一 312. 
如 果 从 至 少 一 个 5 及 一 些 0 出 发 ,周期 将 是 二 5. 

例 12 方程 

二 十 zx 二 27ryz (0) 
除 + 二 y 一 x 二 0 外 没有 整 教 解 . 证 明 这 点 ， 
第 一 种 解法 : 设 (r,y,z) 关 (0,0,0) 是 整数 解 . 基 中 (0) 
是 整除 rz,y*z 的 2 的 最 大 知 次 , 则 
T=2T1 y= Hy zt |， 
2479 | 24 yf 二 2M? 一 23trly yz ， 
二 六 十 gf 二 2 x yii. (1) 
1) 的 右 问 是 蛋 数 ,因而 左边 也 是 侦 数 , 由 的 肥 法 知 , 左 端的 一 
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第 4 章 : 笋 论 


项 不 会 都 是 俩 数 , 从 而 恰 有 一 项 是 偶数 . 设 7 一 2T2, 而 及 
是 奇数 . 从 而 
二 x 二 2: rmod 4)， 

这 与 yi 十 zi 三 2(mod 4) 相 下 导 . 

第 二 种 解法 :无 限 递 降 法 . 在 (0) 式 的 左 病 , 恰 有 一 项 或 所 有 
三 项 是 偶数 . 如 果 怡 有 一 项 是 偶数 , 岂 右 边 被 4 整除 , 面 左 端 只 
能 被 2 整除 . 矛盾 1 因此 三 项 都 是 偶数 : 

了 一 2 y=2Yy 2 


从 而 
ri 二 yi 十 x1 二 x1 yi21. (2) 
用 同样 推理 由 (2) 得 到 x 一 223,%y 一 2yz，z1 一 2z2, 且 
7 十 浊 十 对 二 BT YY 之:. (3) 
从 (3) 叉 得 知 rz ;ys ,zz 都 是 个 数 等 等 , 即 
六 一 2 一 站 了 一 人 了 一 一 2 一 
y=2y = yy 
z=22| 2 


即 若 tx,y,z) 是 解 ， 则 了，y, zz 被 2" 整除 (对 任何 四 ,这 只 有 当 
I 二 y 一 z 二 从 时 才 可 能 ， 

注 ; 方 程 巡 一 如 十 对 一 &zryz 仅 妆 天 一 1 和 上 二 3 时 有 无 穷 多 
组 解 , 这 将 在 后 面 证 明 . 

例 13 证 明 fm)=i 十 ws 十 1 对 任何 >1 都 不 是 质 教 . 

第 一 个 解法 :尝试 .猜测 和 验证 . 


111 * 991 
Cn 二 nn 十 1)tn 一 n 十 1) 


ni13r1 ?+7 13-25 21: 61 


第 二 个 解法 :分 解 因 式 . 我 们 有 了 (1) 关 0, 了 一 1) 关 0., 于 是 
它 没有 线性 因子 . 我 们 尝试 二 次 和 三 次 的 因子 . 或 者 有 
玉 十 开 十 ] 二 (于 十 an 十 DC 十 bn 十 cn 十 1)， 
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或 者 有 十 nt 二 1 二 (二 an 一 DG 十 十 cn 一 1)， 
我 们 研究 第 一 种 情形 , 把 右 端 展开 ,得 到 
mn 二 mn 十 l=n 十 (tat) nm Ttabtc+t Dr 
+{tactgt linittatenti!. 
比较 系数 ,得 至 ae 的 四 个 方程 ， 
至 十 太一 ] ,ct 十 ec 十 1 一 0ar 十 上 十 1 一 0,a 十 ec 一 各 ， 
其 解 为 5 一 0,a 一 1 一 一 1. 这 样 ,下 十 由 十 主 一 (十 二 1 但 一 
?十 1). 第 二 种 情形 导致 不 相 容 的 方程 组 ， 

第 三 个 解法 :用 三 次 单位 根 , 设 w 是 三 次 单位 根 , 即 一 1 
于 是 凡 十 o 二 1 一 0. 因为 古 十 wr 十 1 二 局 十 we 十 1 二 0, 我 们 看 到 
w 趾 w 十 1 是 该 多 项 式 的 - … 个 因子 ,所 以 十 n 十 1 十 nm! 十 1 
用 长 除法 把 站 十 wr 十 1 除 以 卉 十 nn 十 1, 得 到 另 一 个 因子 i 一 
nN 十 1]. 

下 面 两 个 问题 是 属于 竞赛 中 最 困难 的 问题 之 列 

例 14 设 n 写 3, 则 2" 可 以 表示 成 2 一 7z2 十 只 的 形式 ,其 
中 r,y 是 奇数 

解 这 是 个 很 有 趣 的 超级 难题 , 它 是 在 1985 年 MMO 中 推 
荐 的 题 . 它 属于 Euler, 从 从 未 发 表 过 ,该 题 取 自 Euler 的 笔记 
本 . 没有 一 个 参赛 者 能 解 出 它 , 它 成 为 数学 家 中 引起 争论 的 话 
题 . 一 位 著名 的 数论 专家 在 俄罗斯 的 《Mathematics in School》 
杂志 中 写 道 , 它 太 大 超出 学 生 的 水 平 ,而 且 需 费用 代数 数论 . 我 
把 这 题 出 给 我 们 的 奥林匹克 队 . 在 过 一 段 时 间 后 ,一 个 学 生 Eric 
Miljer 给 出 了 一 个 解答 ,但 我 未 能 者 懂 . 我 要 他 写 下 来 以 便 能 
仔细 地 研究 . 写 下 解答 花 了 他 一 段 时 间 . 因为 他 不 仅 解 了 这 题 ， 
还 解 了 三 年 中 队员 们 提出 的 上 千 道 其 他 的 问题 ,用 了 434 页 纸 , 
在 其 中 我 找到 了 这 题 的 解 . 解答 是 正确 的 , 

图 6.2 中 给 出 了 头 八 组 解 . 这 是 容易 推测 得 到 的 . 现在 仔细 
地 研究 这 张 表 . 在 读 下 去 之 前 ,试图 找 出 表 中 数 的 规律 

我 们 的 假设 是 , 表 中 的 一 列 以 某 种 方式 决定 了 下 一 列 . 从 一 
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图 6.2 


对 数 r,y 怎样 能 得 出 下 一 对 数 工 ! ;yy 呢 ? 类 俱 的 方程 ,如 Pell- 
Fermat 方程 , 它 是 通过 线性 变换 从 一 对 (rx,y) 可 得 到 下 一 对 数 
的 ,支持 了 这 个 猜测 . 我 们 从 + 开始 . 怎样 从 一 对 (zx,y) 得 到 
xz1? 从 第 一 对 (1 ,1) 取 算术 平均 就 得 到 xz. 从 第 二 对 (1,3) 得 到 
的 平均 值 2 不 是 奇数 . 我 们 就 取 善 1zr 一 y|72 一 1, 这 又 获得 了 成 
功 . 再 试 几 次 我 们 相信 ,如 果 (z 十 y)72 是 奇数 就 取 这 数 ,而 如 果 
它 是 偶数 就 取 ,x 一 y1/2. 在 猜 出 x 的 规律 后 ,再 来 猜 y 的 规律 . 
在 方程 中 有 系数 7. 我们 可 以 试用 (C77 十 y)/2 和 |?x 一 y|/2. 
从 上 面 的 表 看 ,这 规律 似乎 是 对 的 . 

为 了 支持 我 们 的 猜测 ,注意 到 

ne 


中 丛 有 一 个 是 奇数 ,因为 = 十 上 二 半 一 max(x,y). 而 


?xz 十 > 17z 一 划 
2 和 2 


中 丛 有 一 个 是 奇数 ,因为 下 十 ?二 上 2 二 划一 maxt7zyy)， 


此 外 ,还 有 
ee 
闭关 为 奇数 二 7 衬 一 于 一 攻 一 全 一 44 一 是 奇数 

所 以 我 们 作 下 面倒 换 : 

sr Do (SS), 
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租 央 各 帅 的 六 下 


T(r Dm (EF, 人 


现 我 们 用 归纳 法 来 证 明 所 作 的 猜测 . 对 x 二 3 它 是 正确 的 . 
设 对 任何 wn 有 ?7 十 y = 二 2", 用 变换 $ 得 到 
TH tay (yy) 


=—2 .2*—2*tl. 

对 变换 丁 也 可 类 似 进行 . 

下 一 问题 是 1988 年 FRG 提出 的 . 澳大利亚 的 选 题 委员 会 
的 六 大 中 无 人 能 解 出 此 题 , 其 中 两 位 成 员 Georges Szekeres 种 
他 的 妻子 都 是 有 名 的 解 题 和 编 题 专家 , 国 为 这 是 个 数论 题 , 它 碍 
给 四 位 澳大利亚 最 著名 的 数论 专家 ,要 求 仙 和 们 在 六 小 时 内 解 该 
题 ,在 这 时 段 中 元 人 能 解 出 . 选 题 委员 会 把 这 题 提 交 给 29 局 
IMO 的 主 试 委员 会 ,并 打上 了 双星 号 ,表示 这 是 特 难题 , 在 经 长 
时 间 讨 论 之 后 , 主 试 委员 会 最 终 把 这 题 选 作为 竞赛 的 最 后 一 题 ， 
有 十 一 名 学 生 给 出 了 完整 的 解答 . 


时 2 
例 15 若 o,b 和 9 一 人 上代 都 是正 整数 , 则 9 是 完全 平方 


数 . ， 
解 : 用 r,y 人 代替 ap 得 到 一 族 双 曲线 
I Hy gry—gq—0, C1) 
对 每 个 9g 有 一 条 双 曲 线 , 所 有 双 曲 线 关 于 y 一 工 者 是 对 称 的 , 固 
定 g, 设 有 一 个 格 点 (x,y) 在 这 双 曲 线 六 ,上 , 则 关于 > 一 了 对 称 
的 点 (yz) 也 在 其 寺 , 当 zz 一 > 时 , 易 得 一 ?一 0 一 1 因此 可 说 
< 见 图 6.3, 如 果 (x,y) 是 格 点 , 则 固定 y 时 ,关于 了 的 二 次 方 
程 有 两 个 解 x ,x ,其 中 性 十 x 二 gy 二 9y 一 Xx 所 以 x 也 是 整 
数 , 即 B= (dy 一 xy) 是 HH, 的 下 支 的 一 个 格 点 . 昌 关 于 y= 二 x 对 
称 点 是 格 点 CC 二 Cy,9y 一 ;从 (Cx, 出 发 ,利用 变换 
T(ryy} ty gy— zr) 
可 以 产生 出 下 的 上 支 的 无 限 儿 个 格 点 . 
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i i 
本 on nl 

rr a - 
- ， pe rr - 


Cy, gy — x) 


Bigy — x, y) 
ElqxX — y,X) 
Dx, aX —Y) 
图 看 .3 


再 从 点 生出 发 . 固定 x; 1) 是 y 的 二 次 式 , 有 两 个 解 y 和 
yi 其 中 十 9 二 gr 二 97 一 y. 内 而 yi 是 整数 ,D= (x, gx 一 
y) 是 昌 , 的 下 支 上 的 格 点 . D 关于 y 二 x 的 对 称 点 是 点 EE 二 (gr 
一 YY 从 点 4 功 出 发 ,可 以 由 变换 
Sr ygr— yr) 
得 到 双 曲 线 昌 , 上 支 中 在 4 点 下 面 的 点 . 但 这 样 的 点 只 有 有 限 
个 , 实际 上 ,每 次 用 变换 S$ 后 ,两 个 坐标 都 严格 减 小 , 当 y 是 正 
的 时 ,x 会 是 负 的 吗 ? 不 会 ! 这 时 (1) 成 为 
rT 十 y 十 gl ry| 一 gi>0. 
所 以 在 最 后 会 要 求 * 一 0 ,而 由 (1 有 9 一 交 , 这 就 是 要 证 明 的 . 
在 图 63 中 , 画 了 go=4 的 双 曲 线 .事实 上 ,我们 是 用 它 的 渐 
近 线 代替 它 , 因 为 对 大 的 x 或 y, 双 曲线 与 其 渐 近 线 的 偏差 是 可 
以 忽 格 的 ， 
至 此 我 们 并 未 证 明 昌 , 上 有 格 点 . 并 不 要 求证 明 疗 在 性 . 即 
使 在 双 曲 线 上 没有 格 点 ,定理 仍 有 效 . 但 对 于 每 个 完全 平方 数 
9g， 易 证 格 点 的 存在 性 . 上 感 (r,y,9) 二 toc, ) 就 是 一 个 格 感 ， 
因为 
本 十 人 oi 四 
= 和 ek 
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城 决 问题 的 第 流 


例 16 Pell-Fermat 方程 . 


我 们 要 求 出 方程 
rdy=l (1) 
的 所 有 整数 解 ,其 中 正 整数 4 不 是 平方 数 . 我 们 还 可 以 设 坟 是 
无 平方 尖子 的 ( 即 没 有 平方 数 是 & 的 约 数 ). 否则 可 把 此 平方 因 
子 放 在 y 中 , 对 每 组 解 (x,y), 作 出 数 r+ 十 y wd. 我们 有 基本 的 分 
解 式 
Tdy—(x—yvd) (rity vd). (2) 
由 (2) 可 知 ,(1) 的 丙 组 解 的 积 及 商 仍 是 (1) 的 解 ( 指 (ri, yn )， 
(zx yw) 是 (1 的 解 了 时 ,zi 十 加 Vo) (rs 十 yo wd) 二 I 十 va yd， 
Cr; ;Yi) 也 是 (1) 的 解 ). 如 果 =,y 都 是 正 整数 ,由 (1) 邯 工 十 y vA 
和 x 一 y vd 都 是 正 的 . 且 前 者 沁 1, 后 者 < 之 1. 我 们 考虑 最 小 正解 
zo 十 Ys Vd. 要 证 明 所 有 解 都 由 (76 十 yo ve)"(nE 给 出 ,我 们 
用 巧妙 的 下 降 法 来 证 明 这 点 . 设 有 一 个 解 x 十 v vd 不 是 ,十 
Yo vd 的 圭 次 , 它 总 在 xo 十 yo vd 的 两 个 相继 赛 次 之 间 , 邯 对 某 
个 二 
(2 十 yo Yd)" <uty Yd < 二 yo wa)". 
用 解 (xo 一 yo Va)” 相 蒋 ,得 到 
1<{tutvvd} (ro — yo vd rt yo vd. 
这 不 等 式 的 中 间 一 项 也 是 解 ,这 就 导致 了 矛盾 ,因为 我 们 找到 了 
比 最 小 正解 更 小 的 正解 . 因此 我 们 只 要 找 最 小 的 正解 ,而 每 个 解 
是 最 小 正解 的 桥 次 .如 果 zx。 和 x 较 小 ,可 以 用 穷 举 法 来 寻找 . 
在 IMO 中 也 只 有 这 种 情况 出 现 . 但 有 寻求 最 小 解 的 算法 ,这 就 
是 用 把 vd 展 成 连 分 数 的 方法 . 
方程 x 一 dx 一 一 1 不 总 是 有 解 , 用 同 余 式 常常 可 说 明 它 
无 解 . 如果 有 和 解 ， 也 可 试看 猜 找 最 小 的 解 (xo, ys)， 尔后 Cro 十 
yo yd)*+1 给 出 所 有 的 解 . 用 vd 展 成 连 分 数 也 可 求 最 小 解 . 
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第 6 音 数 论 


F 面 的 例子 有 自动 的 解法 . 它们 用 了 如 下 显然 的 想法 :在 两 
个 相继 的 正 整数 (平方 数 .一 角形 数 ; 之 问 没有 别 的 正 整数 (平方 
数 ， :角形 数 ) 


例 17 nt | 8 则 数列 fn) 一 [ an] 
和 gtn)=| Br (nl1.2 不 交 , 且 它们 的 并 集 是 和 问 ， 


这 个 证 曙 不 守 鱼 过， 
Loam |—L Pl => omg loss<9 十 1， 
这 虫 用 到 a,8 是 无 理 数 这 一 事实 . 


mm 1l < 
Hla gq 1 3 7 
把 这 两 个 不 等 式 相 加 ,得 刘 
1 yg 十 1， 


gmtno<Lm 人 nq 1]. 
这 就 得 到 不 古 ! 于 是 | ez 天 | pi]. 
首先 我 们 看 到 “或 8 在 (1,2)? 中 ,这 是 内 为 ">>2 和 应 >2 莉 


含 一 十 与 <1. 即 得 不 盾 ! 设 在 区 间 (g,g+1)(g 之 2) 中 不 包含 


及 
FF 或 ga 的 元 素 , 即 
am<ogt latmt 1) a A 
mntl n 1 十 ] 
ya atl’ < 1: 
把 两 申 不 等 式 相 加 ,得 到 
mn 1 >m 二 ng 十 1m 十 nt 十 2. 


这 冉 次 得 到 了 矛 峭 ,因为 在 mm 十 n;ym 十 nn 十 2 之 间 不 会 有 两 个 相继 
的 正 整 数 . 


例 18 台数 r 人 一 | nn 十 yn 十 112 1 恰好 缺 掉 平 方 数 . 
设 1 92 十 yz 十 172 | 甜 六 ,对 于 产生 同 可 说 些 什么 呢 ? 
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府 决 问题 的 芝 峙 


7 十 ,3 十 172<7m 日 
站 十 1<< 十 1 上 we 十 1 十 172 二 Yn<Pm 一 ?一 172<wVn 十 1， 
nm nn 1 nt 1 
n/n O(n 十 3/4, 
Cn nn 
现在 我 们 做 一 个 答 单 的 计数 讨论 ;二 记 十 的 平方 数 愉 有 上 
个 . 而 形 如 [Ln 十 yn 十 1:2 1 的 ( 筷 二 十 的) 数 愉 有 瑟 个 .于 是 En 
十 vi 十 172 | 是 第 x 个 非 平方 数 . 
例 19 数列 | 3 十 v/ 27 十 172 | 中 恰好 缺 撞 三 角形 数 . 
设 mm 不 在 这 数列 中 ,由 有 
nt 2n 二 1/2<mm 二 1<<n 二 1+v2n 二 2 十 1/2 志 
2n mn 1/2< 2 十 2， 
2n (mn) mn) 十 1/4<2n 十 2， 
偶数 
(mn {m2 On nn, 
mt mn 
2 2 
与 前 一 例 中 类 似 的 计数 就 证 明了 庙 掉 的 恰 是 三 角形 数 ， 


问 题 


1 a—e|latteda—cladti. 

2. 4 三 5 三] (mod 2)=>ai: 十 太 不 是 平方 数 . 

3. 《ay 6 +5n; Cb 30| 到 一 ny {ec) 对 村 些 癌 ,1201 产 一 
n? 

4. (a) 3|a, 3163 1a; (hb) 7la, 71hOr7la 二 Fr) 
(ce) 21ie: ThA4] [a +e. 

5. 1 三 1(mod 2}=>n limod BB C1. 

6. 6|atpA+ res6 | 十 六 十 c 
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7. 导出 被 9 和 11 整除 的 判别 法 . 

3. 设 上 4=35 十 4 证 明 :7|A. 求 A(Cmod11}) 及 A 
Cmod 13), 

9. 证 明 ;3n 一 1,5n 填 2,7n 一 1,7n 一 2,7n 十 3 不 是 平方 数 . 


10, 
11, 
12. 
13. 


3 的 大 


14. 
15, 
16, 
. 若是 大 于 3 的 质数 , 则 六 二 1Cmoqd 24). 

,9 | 十 太 十 地 9 | 一 闻 , 或 9I 严 一 cy 或 91a? 一 ci. 
, 7 二 0(mod 2)=>323|20" 十 ]6* 一 3 一 1], 

. 121 +n 二 3n 二 5. 

. 如 果 p 和 pp 十 2 都 是 质数 , 则 产 十 2 也 是 质数 ， 

, 2* nl, 

. 在 1 000! 的 结 是 处 有 和 多少 个 0? 


若 不 是 质数 , 则 2" 一 1 不 是 质数 . 

苦 咽 有 奇 因 子 , 则 兰 十 1 不 是 质数 

641 | 28 十 1, 不 允许 用 计算 器 ! 

(a) #2 过 2 一 1 不 是 3 的 客 ;(b》 nm>3 一 2 十 1 不 是 


有 3" 个 同样 数字 的 数 被 3" 整除 . 


求 一 切 使 产 一 2g 二 1 的 质数 pp,g. 
若 2n 十 1 和 3n 十 1 都 是 平方 数 , 则 5n 十 3 不 是 质数 . 


在 五 个 整数 中 ,总 有 三 个 数 的 和 被 3 整除 .- 


, 用 下 十 六 十 z? 关 7?7(mod 8) 来 求 出 不 是 三 个 平方 数 的 和 


, 四 位 数 aa 加 是 平方 数 , 求 出 这 样 的 数 . 

. 一 个 平方 数 的 数字 之 和 会 是 Ca)3;({b)1 977 吗 ? 

. 100.…001( 有 1 961 个 中) 是 合 数 . 

. 设 昌 (mn) 是 5 的 数字 之 和 .证明 :.Q(n} 一 Q(2n)=>91n. 


. 让 个 相继 的 正 整 数 的 平方 和 不 会 是 平方 数 ， 
31. 


设 n= pt! pr pin, p. 是 不 同 的 质数 ， 出 n 有 (ai 十 


1 tas 十 DCa; 十 1) 个 周子 
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饰 决 问题 的 本 内 


32. 疗 毛 20 的 呈 十 1 沾 正 整数 中 有 两 个 数 互 质 ， 

33. 在 过 27 的 = 十 1 个 下 整数 中 ,有 了 两 个 数 户 ,9 使 p|a. 

34. {12n 十 1).30n 十 2) 和 {21n -+ 4)/(i14n 十 3) 是 不 可 约 
的 . 

35, 证 明 ， 当 nn 基 4(mod 11) 时 ，gcdf2 十 3 十 ?7 一 1; 当 六 
汪 4(mod 上 时 ,gcd(C23 二 30 十 7 一 上 

36. gedtnnt 1)=1,gcd{2n Oo— 1 ,2n + 1)=1,gcd(2n, 2 十 
2)=2,.gcd(ta, bh) 二 gcd(asat b}, ged (Se + 38, 13a 十 8 和) 一 
gcd{a.b). 

37, (ta) ged(2: —1,2— 1) = |], (hb) n=ab=>2— 
] 2 一]. 

38. (a) gcd(6.n0) 二 1 过 24 | 站 一 1;(b) po 是 盖 3 的 质数 
他 寻 | 产 一 时， 

39. (a) p, 记 十 10,p+ 14 都 是 质数 , 求 户 ; 

Cb) p.p 十 4, 思 十 14 都 是 质数 , 求 p. 

40, (a) p,2p 十 1 ,4 十] 都 是 质数 , 求 p，; 

(Cb) p 和 8 十 1 是 质数 , 求 p. 

41. 1314 十 46=->13110c 十 总 19|132 | ?y= 19|43zx 十 了 
17|3a+2#>17|10g 二 bh. 

42. 如 果 p 守 5 是 质数 , 则 六 二 1 成 19{mod 30). 

43. 二 十 YY 二 zy 除 工 二 y 二 0 外 无 整数 解 . 

44. 120] 7 —5m 二 4n;9|4" 十 15n 一 1 

45. 设 mi>>1, 则 在 整数 ae 十 1.…:a 十 站 一 1 中 怡 有 一 个 被 


46. 求 方程 站 十 y 十 zx? 二 .xy 的 所 有 攻 数 解 . 
47. 求 方程 (a) x 十 y 二 xy; (by x 一 y= 二 27ryz 的 整数 解 . 
48. 求 方程 (a) x 一 3y 一 17;{ by2z7y 十 3y = 二 24 的 所 有 整 


49. 求 方 各 x 十 zy 十 y=x?y: 和 .ry 十 x 十 二 2ryzu 
— 170 一 


和 


的 整数 解 . 

50. 求 十 y 二 让 一 xy 十 y? 的 所 有 整数 解 . 

51, 设 一 pj; pep tn 祈 1) 是 前 nr 个 质数 的 习 积 .证 明 ;p 一 
1 和 二 二 1 不 是 平方 数 . 

52. 设 加 十 it 十 十 Ga 十 aa 一 人 (cu 和 ;一 1 11) 
证 明 ;44in. 

53. 二 见 弟 继 荫 了 n 片 金 片 ,音量 为 1,2,……,n, 对 怎样 的 mm， 
这 些 金 片 可 以 分 成 重量 相等 的 三 份 ? 

$4. 求 最 小 的 正 整 数 n, 合 999 999 :nn 二 111***111. 

55. 求 具 有 下 面 性 质 的 最 小 的 正 整 数 4; 如 果 把 的 首位 数 
字 移 到 末尾 ,新 的 数 是 原 数 的 1.5 售 . 

56. 用 数字 1 一 9 作出 两 个 数 ,使 它们 有 最 小 及 最 大 的 积 ， 

57. 把 首位 数字 去 掉 后 成 为 原 数 的 这 的 最 小 正 整 数 是 几 ? 

58. 如 4 一 cd 则 娃 十 严 十 居士 是 合 数 . 推广 这 一 结果 . 
【BYWM 1970/71) 

59. 求 四 位 数 abcd ;使 4*， abcd 一 dcba. 

可. 求 五 位 数 gabecde, 使 5， abecde 二 edcba. 


之 
61. 设 #>2,p 是 质数 , 利 2n/3 过 p<n, 则 p+t| ") 


”2. 数列 a, 二 v24n 十 1(n& ND) 中 含有 除去 2 和 3 以 外 的 所 

有 质数 ， 

63. (a) 有 无 穷 多 个 正 整 数 , 它 不 是 一 个 平方 数 与 一 个 质数 
的 和 ; 

《b) 有 无 穷 多 个 下 整数 不 是 p 十 a* 形 式 的 数 ,其 中 p 是 质 
数 ,a ,大 是 正 整 数 . 

64. 平面 上 不 同 的 格 点 与 点 (WY2 ,1/3) 的 距离 均 不 相同 

65. 空间 中 不 同 的 格 点 与 点 (2 ,x3 ,1/3) 的 距离 均 不 相同 . 

66. 一 个 数 4 称 为 自 同 构 的 ,如 果 @ 以 a 结尾 的 话 . 除 0 及 
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和 的 


1 以外, 自 间 构 的 一 位 数 还 有 5 及 6. 求 出 所 有 的 位 数 为 (a) 2: 
Cb) 3;(c) 4 的 自 同 构 数 . 能 看 出 规律 双 ? 

67. 对 任何 ,存在 数字 仅 为 1 及 2 的» 位 数 能 被 2 整除 . 
在 其 他 进位 制 中 这 个 结论 成 立 吗 ? 

68. 如 果 n 是 两 个 平方 数 的 和 , 则 2n 亦 然 . 

69. 2 是 整数 ,nn 二 11 坟 下 一 19n 十 89 不 是 平方 数 ， 

70. 每 个 偶数 2 可 写成 形式 2n 二 Cr 十 y) 十 3x 十 y, 其 中 
z+y 是 非 负 整数 . 

71. m| 4 一 1)1 十 ] 僵 站 是 质数 . 

72. 在 张 积 人 十 1)(n 十 2)…(200) 中 2 的 宪 是 和 多少? 

73. a,mon 是 下 整数 ,a 让 1 则 a" 十 1 a 十 1]=>m|n. 

74. 设 (ryz) 是 谨 十 站 二 x 的 解 , 证明; 这 三 个 数 中 有 一 
个 被 (a) 3;(b) 4:c) 5 整除 . 

75. 在 0,1,2, ,2# 一 1 中 可 选取 2: 个 数 ,使 其 中 无 -二 个 数 
成 等 差 数列 . 

76. 能 否 找 出 整数 yyn; 全 区 ?: 十 Cm 十 1 六 寺 十 (nw 十 1)19 

77. 设 n 是 正 整数 . 如 果 2 十 2 28 十 1 是 整数 , 它 必 是 平 
方 数 . 

78. 方程 开 十 3 二 4y(y 十 1) 无 整数 解 . 

79. 以 11 个 1 开头 的 20 位 数 不 会 是 平方 数 . 

890. 9|a’ Tab 二 P=>3|a,31b. 

81. 求 最 小 的 正 整 数 a, 使 ] 971150" 十 4a，23" 对 奇数 成 


82, 在 数列 1 ,31,331,3 331,… 中 有 无 穷 多 个 合 数 ， 

83. 求 所 有 满足 31n，2* 一 1 的 整数 六 

84. m 是 正 整 数 , 则 mtm 十 1) 不 能 是 个 高 于 工 的 者 的 数 . 
85. 任何 大 于 6 的 整数 是 两 个 大 于 的 互 质 的 数 之 和 ， 
86. 如 果 x 十 2y 是 奇 质数 , 则 它 有 形式 8n 十 1 让 8 十 3 
87. 设 aa 是 正 整 数 ,加 >1, 则 不 可 能 有 2*: 一 1|2 十 1. 
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88. 三 个 (四 个 ) 相 继 正 整 数 的 乘积 会 是 某 整 数 的 (高 于 1 
次 的 ) 故 吗 ? 
89. 如 把 一 个 数 的 末 位 数 放 到 头 上 , 它 就 是 原 数 的 9 倍 , 求 
最 小 的 这 样 的 数 ( 此 题 有 错 一 - - 译 校 者 注 ). 
和 0. 求 一 切 使 下 式 成 立 的 整数 对 (x,y) 
TriyTry 二 y=8Cr 十 XYy 十 十 1)， 
91. 求 所 有 非 仙 整数 对 (x ,Yy) ,使 谨 十 Bx: 一 6x 十 8 一 yy 
92, 如 jEN ,2n 十 1 与 3n 十 ] 都 是 质数 , 则 40|n. 
93. 是 否 有 正 整数 zy 使 二 十 y 一 468 ? 
94. 3130 十 1815 不 是 平方 数 . 
95. 1 一 2 十 3 十 … 十 1 983: 吕 不 是 mt 形式 的 数 ,其 中 


96. y 二 xz’ 十 ?7 无 正 整 数 解 . 

97. 求 ?加 的 最 后 三 个 数字 . 

98. 求 17z 十 17y 一 1 的 两 两 互 质 的 解 . 

99. 求 1/ 袜 十 17 天 一 172 的 两 两 互 质 的 解 . 

100. 两 个 形 为 (a) x 十 2¥y;(b) x 一 2¥y (ec) x 二 dy， 
(d) 一 dx: 的 数 的 乘积 仍 有 同样 形式 Cd 不 是 平方 数 )， 

提示 :x 一 dy 二 (x 十 yywd) (rx 一 ywvd) yr 二 2y: = 二 (zr 十 
iywd) (riy wd ). 

101. 1 十 2 十 十 二 5 不 能 被 mn 十 2 整除 tnE NN). 

102. 对 怎样 的 整数 m,n, 有 (5 十 3Y2)" 一 (3 十 5 2)? 成 立 ? 

193. 求 方程 有 十 光一 xy 十 时 1 的 整数 解 . 

104. 方程 x 十 yx 一 z+ 有 质数 解 吗 ? 

105s. 求 所 有 由 二 2 所 成 的 九 位 数 , 每 个 数字 怡 出 现 
一 次 , 且 开 头 二 位 数字 所 成 的 数 能 被 整除 (x 二 1,2,… ,9). 

1006.， 工 ,yz 是 互 不 相同 的 整数 . 证 明 Cx 一 yy 十 ty 一 2 十 
(x 一 22)? 被 5(x 一 y}(y 一 z)(z 一 xX) 整除 . 
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解决 间 因 的 莱 了 


107, 求 最 小 的 以 1 986 结尾 而 月 被 1 987 整除 的 正 整 数 . 

108. 证 明 :1 982|22…2(1 980 个 2). 

109. 整数 1,2,… ,1 986 以 任意 次 序 排列 后 连 在 - -起 成 为 
一 个 数 , 证 明 ;所 得 到 的 数 不 会 是 立方 数 . 

110, 求 27 的 二 进 制 表 示 的 最 后 八 位 数字 . 

111. 3 的 最 末 第 二 位 数字 是 偶数 . 

112. 不 存在 下 整数 所 ,使 (1 000" 一 1)1(] 978" 一 1). 


113. 对 怎样 的 正 整 数 n,， >,k| [| &? 
A ] 上 = 二 1 


Eid. st FE 至 ,23 | 十 六 十 二 本 十 和 5 aaccte. 
115. 求 - -对 整数 ab ,使 7faptadt 人 ,但 71 十 机 7 一 好 一 


116. 求人 2+V3) 的 小 数 点 前 及 小 数 点 后 的 第 -- 个 数字 . 

117. 形 如 @ 十 ap 十 下 的 两 个 正 整数 的 莱 积 仍 有 此 形式 ， 

118. 如 果 ax! 十 by 二 1,a15,x,yE 和 有 有 理 数 和 解 (x,y), 则 
它 必 有 无 穷 多 组 有 理 数 解 . 

119. 证 明 ;x(r 十 Cr 十 2) Cert+3) 二 yy 无 正 整 数 解 r,y 

120. asBcradye 它 交合 十 六 十 ci 十 二 e! ,证 明 在 这 些 装 
中 ,ta) 至 少 有 二 个 侦 数 ;(b) 至 少 有 三 个 是 5 的 倍数 ;fc) 至 
少 有 两 个 是 10 的 倍数 . 

121. 证 明 ; 如 果 mm 以 5 结尾 , 则 ] 991|12" 十 9= 十 8"- 十 6m. 

122. 求 所 有 满足 忒 十 8x? 一 6x 十 8 二 yy 的 非 负 整数 对 
(x Yy), 

123. 求 间 十 y= 二 谨 十 吉 十 x 十 x 的 所 有 整数 解 . 

124. 有 无 穷 多 组 两 两 互 质 的 x， x,y, 司 7,z! ,yy 是 等 差 
数 放 |. 

125. 正 整 数 al ,es ,… a, 都 小 于 1951, 县 任何 两 个 数 的 最 


小 公 售 数 天 于 1951 证 明 , 工 十 过 十 十 二 一 2 
而 


| 
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126. 设 (a) pn) 二 36" 一 了;(b》 (mn) 二 12m 一 5* 求 
形 如 1 了 Cm,n) | 的 最 小 整数 . 

127. 找 出 方程 (下 十 x 十 Cy 十 y 十 1) 二 肛 十 xz 十 1 的 无 穷 
多 组 整数 解 . 

128. 证 甩 二 CT 一 (Cy 一 1 十 ntXy 人 了) ,对 于 Aa) nn 二 
1 981; (Cb) nn 一 ] 985;{c) n= 二 1 984 ,方程 有 整数 解 吗 ? 

129. 如 果 a,6 和 (az 十 a6 十 已 7 ep 十 1) 一 7 都 是 整数 , 则 9 
是 平方 数 . 

130. (a) 如 果 a,58 和 (a 十 记 )/ (ab 一 1) 一 g 都 是 正 整 数 , 则 
dos 

(b) a 十 太一 5a6 十 5 一 0 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 ， 

131, 没有 一 个 质数 可 以 用 两 种 不 同方 式 表 未 成 两 个 正 整 
数 的 平方 之 和 ( 原 题 有 毛病 , 现 已 改正 一 一 校注 )， 

132. 求 出 方程 : (a) 让 十 十 二 3xyz; (Cb) 环 十 光 十 哇 一 
oz 的 无 限 多 组 正 整 数 解 . 

133, 两 堆 木 块 分 别 有 a 卖 和 上 块 , 开 始 时 有 a>5. 有 丰 ,B 两 
人 轮流 取 木 块 . 每 次 可 从 一 堆 中 取 木 所 ,而 取 走 的 块 数 是 娘 一 堆 
木 块 数 的 倍数 . 首先 把 某 一 堆 木 块 取 光 者 获胜 .证 明 : 

ta) 如 cm>20, 则 4 必 可 获胜 ; 

(b》 于 怎样 的 a, 当 起 始 值 满足 a>>ab 时 有 A 可 获胜 (这 是 
Euclid 游戏 ,属于 Cole 和 Davie. 见 Math, Gaz. LE,354--7 
C1969) 以 及 AUGO 1978). 

134., 若 maE 内 且 3n 十 ] 和 dn 十 ] 是 完全 平方 数 , 刚 561x 

135. 在 阅 周 上 放 有 50 个 数 al az，…ai 每 个 数 是 1 或 
一 1. 现 希 望 求 出 它们 的 乘积 . 很 设 你 每 解 一 个 问题 就 可 雇 找 到 
其 中 三 个 相 邻 的 数 的 乘积 ,那么 为 了 求 出 所 有 这 50 个 数 的 乘 
积 , 你 至 少 需 解 几 个 问题 ? 

本 题 的 一 个 推广 . 在 一 个 图 周 上 放 有 ?个 数 , 每 个 数 为 1 或 
一 1, 现 希 望 求 出 所 有 n 个 数 的 履 积 . 而 每 解 一 个 问题 可 以 得 到 
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人 


相 邻 的 二 个 数 ea er 的 匀 积 . 为 求 出 全 部 个 数 的 
总 的 萎 积 ,至 少 要 解 的 问题 数 gtn,) 是 名 少 ? 

136. 设 2E 隔 ,如 果 合十 2" 十 ] 大 质数 , 则 ww 是 3 的 寡 . 

137. 4a) 如 果 正 整数 x, yy 使 277 十 1 二 3 二 yy; 则 一 y， 
27 本 23 十 ] 以 及 37 十 3y 十 1 都 是 完全 平方 数 . (PM() 1964/85) 

138. (a) 设 a, 是 al 的 十 进 制 表示 法 中 最 后 一 位 非 堆 数 
字 . 数列 aj ,a; as,… 在 有 限 步 后 是 否 会 是 周期 的 ?《〈 前 苏联 为 
19911MO 提供 的 题 ) 

tb) 设 d, 是 n! 的 最 后 一 个 非 零 数字 .证明 d, 不 是 局 期 
的 , 邯 不 存在 户 和 加 ,使 中 .一 对 所 有 nn 宇都 成 立 . (前 苏 
联 为 1983IMO 提供 的 题 ) 

139. 证 明 ,{5 写 一 1)/(55 一 1]) 是 合 数 . 

140. 蓝 数 a,5,cyd,e 合 nla 十 56 十 ec 十 dd 十 e 及 nlas 十 本 十 ec 
td 十 ef 对 某 奇 数 成 立 . 证 明 :n|a 十 所 十 十 后 十 一 
Sapede. 

141, 对 每 个 正 整数 去 , 求 使 2]5" 一 1 的 最 小 好 

142. 设 p,g 是 正 整 数 ,那么 


-11l_ 1 1 ,1 _p 
] 全 忆 ro 1318 十 ] 319 一 7 之 1] 9798| 太 《JTJMKJ 1979} 


143. 者 两 个 相继 整数 的 立方 的 差 是 一 个 正 整 数 的 平方 , 则 
这 个 正 整 数 也 是 两 个 相继 整数 的 平方 和 , (R, C，ILyness) 

144. 在 数列 ! n v2 中 有 无 穷 多 个 数 是 2 的 宕 ， 

145. 设 gcd(a,) 二 1 ,Sikinia 州 的 中 央 银 行 只 发 行 面值 为 
a 及 所 的 货币 . 问 : 可 以 支 村 哪些 钱 数 ?车 (aj 可 找 零 ;(b) 不 
找 零 的 话 . 

146. Sikinia 有 三 种 重量 的 夸 码 ;15,20,48， 如 果 (a》 磋 码 
可 放 在 天 平 两 边 ; (b) 夸 码 只 能 放 在 天 平一 边 . 疝 :可 秤 的 重重 
有 了 哪些 ? 

147. 设 apceE Ngcdfa ,的 一 gedtpce) 一 gcdtaycy 一 1 证 
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明 ;2abec 一 ab 一 Bc 一 ca 是 不 能 表示 成 rbc 十 yca 十 zab(z，y,zx 和 非 
灸 整数 ) 形 式 的 最 大 整数 . CIMOD 1983) 

148. 证 明 : 数 1 280 000 401 是 合 数 , (HM 1983) 

149. 是 否 存 在 正 整数 zx, %y,z; 合 十 y,2x 十 y, 工 十 2y 都 是 
完全 平方 数 ? 

150. 使 2 |3" 一 1 的 最 小 正 整 数 是 什么 ? 

151 a,6€ N 使 2 十 呈 +EN. 记 4d 一 gcd(a,b) ,证 明 :df 
<atb, CRO 1994) 

152, 是 否 存 在 正 整数 被 2* 上 整除 , 且 它 的 十 进 制式 中 没有 
数字 07 

153. 证 明 n(x 十 12C2 十 从 十 属 十 冰 ) 对 再 数 上 成立. 

154. 设 Pln) 是 正 整数 ”的 各 位 数字 的 屁 积 , 由 

mr = Pm) 

定义 的 数列 ni( 首 项 mE€ NN) 是 否 可 能 是 无 界 的 ? (AUOQO 1980) 

155. Da 表示 正 整数 的 各 数字 之 和 ， 

(a) 是 否 有 nn 全 nn 十 Dtn) 二 1980? 

tb》 证 明 ; 尾 两 个 相继 正 整数 中 ， 至 少 有 一 个 可 表示 成 
十 Dn) 的 形式 . (AUO 1980) 

156. 在 两 个 相继 的 平方 数 之 间 有 若干 个 不 同 的 正 整数 , 证 
明 ; 这 些 数 的 两 两 葬 积 互 不 相同 , (AUO 1983) 

157. 求 方程 19x: 一 84y 二 1984 的 整数 解 . (MMO 1984) 

158. 从 若干 个 正 整数 出 发 ,每 步 可 取 任 两 个 数 a,5, 并 用 
gcdfay 人 和 1lcrmkay 芭 代替 它们 .证明 :这些 数 总 会 不 再 变动 . 

159. 2" 和 5" 以 同一 个 数字 开头 .这 个 数字 是 什么 ? 

160. 如 果 =a 十 六 十 站, 则 症 二 让 十 二 站 ybrcrTry:2 
€ NN), 

161. 有 无 穷 多 个 合 数 nt, 使 xn]3"! 一 2"1, (MMO 1995) 

162. 方程 x 十 十 二 十 六 十 3 有 无 穷 多 组 整数 解 . 
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能 决 问 是 的 征 队 


163, 证 明 有 无 窃 多 个 正 整 数 ,使 2* 以 n 结尾 , 妈 
2 一。 (MMM) 1978) 

164. 在 急 中 有 黑 球 和 日 球 , 随机 地 拿 出 两 个 球 ,这 两 球 异 
色 的 概率 是 1:2. 对 色 中 的 球 有 什么 结论 ? 

165, 一 个 多 位 数 中 有 数字 0, 把 这 0 拿 掉 后 的 数 是 原 数 的 
179, 这 个 0 在 什么 位 置 ? 找 出 所 有 这 样 的 数 . 

166. 开 Sikinia 州 被 判 开 出 的 人 族人 死 内 区 直到 年 来 . 然后 
把 死 风 区 的 人 排 成 一 圈 , 依 次 编号 为 1,2,…,n, 从 2 号 开始 ,每 
隔 一 个 抑 出 去 处 死 , 直 至 最 后 留 下 的 -- 个 人 即 邓 释放 . 这 个 幸存 
者 的 编写 是 多 少 ? 

167. ta} 求 被 2,9 都 整除 的 昌 恰 有 14 个 因子 的 数 . 

(tb) 把 14 换 成 15 仍 会 有 若干 个 解 ,但 换 成 17 就 无 解 ， 

168. 正 整 数 上 有 下 面 铂 质 :对 任何 产 E NN, 上 km 过 | mm ,其 
中 mm. 是 把 的 数字 便 排 ,例如 天 王 1 234 时 有 加 一 4 321. 证 
明 : 才 | 99. 

169. 设 户 ,g 是 给 定 的 正 整 数 , 整数 集 了 要 分 成 三 个 子 集 
六 ,B,C, 使 得 ;对 任何 %n 马 n,n-prn 十 9 分 属 这 三 个 于 集 . p， 
9 必须 满足 什么 条 件 ? 

170. 一 个 正 整 数 是 = 个 林 同 质数 的 乘积 , 它 有 客 少 种 方式 
可 表示 成 两 个 平方 数 之 差 ? 


解 答 


I. 〈a5 十 cd) 一 Kad 十 Be 一 站 (一 只 一 5 一 四 一 (一 c(6 一 
4). 

2. 侦 平 方 数 被 4 整除 . 

3 (8) 让 十 5 一 天 一 六 十 的 一 (一 1 十 1 十 6 

(bh) 一 5 二 n(n 一 1}(nt1)(n: 十 1), 前 三 个 因子 是 三 个 相 
继 正 整数 的 乘积 , 被 5 整除 册 Fermat 定理 可 以 得 出 ， 

tc) 如 nn 是 硼 数 ,ni 一 n 被 120 整除 ， 
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4. ta) 对 任何 rzr=0 或 10mod 3). 

tb 对 任何 zz=0 或 1 或 4Cmod 7)， 

fc) 这 由 (a),(b) 可 得 . 

5, nn 一 29 十 => 一 4 十 49 十 1 二 49Cg 十 1) 十 1 二 8r 十 1. 每 
个 奇 平方 数 都 机 8 余 1 ,这 个 基本 事实 常常 用 到 . 

6. (一 QQ 十 (太一 站 十 Ce 一 疏 被 2 及 3 整除 , 即 被 6. 整除 ， 


7, 10 三 1 (mod 3) :1]0=—— (mod jl)},， 天 -一 Sid, 中 1 人 一 = 
1 一 总 


Sdlmod 3) 及 nn 二 》 4d,( 一 DD'(mod 11). 
1 二 必 


8. 因 105 是 奇数 ,页 ?7| 和 4. 3 三 1mod 11) ,4 二] (mod 11)， 
故 3 龟 十 415 寺 (35)?1 十 C5) 二 1 十 1 二 2C(mod 11). z 

9. 分 别 寞 3,5,7, 再 把 平方 数 袖 3,5,? 得 出 的 结果 与 之 相 
比较 凤 可 ， 

,由 和 一 四 全 一 可 即 得 证 . 

11, 由 a 十 be 十 关 ( 对 奇数 0) 吕 可 得 . 

12, 641-=5 十 24 一 5。27 十 1 韩 除 5:，23 十 2 和 5+ ，2”3 一 
1 , 故 整除 这 两 数 的 差 2 到 十 1. 

13. Ca) 设 n>2. 要 证 不 会 有 2" 一 1 二 3", 对 奇数 六 我 们 有 
2* 二 39 十 1 二 (3 十 (3"71 一 3"? 十 … 十 1), 后 一 因子 是 奇数 个 
奇数 的 和 . 矛盾 ! 下 设 闸 =25 是 偶数 , 则 lt lt 8 
十 2. 矛盾 ! 因 它 不 是 4 的 倍数 . 

(b) 设 ”>>3. 对 奇 的 ma, 得 2 一 3 扩 一 1 一 (3 一 1)53” 十 
3” 十 十 1) ,后 一 团子 是 奇数 个 奇数 之 和 , 矛盾 ! 下 旋 科 一 25 
是 偶数 , 这 时 3 二 ?a 十 1;2* 十 1 二 (3 二 (89a 十 1)?,2* 二 qla 十 
1).a 和 a 十 1 中 必 有 一 个 是 奇数 , 故 具 能 a 二 1,2" 一 3 一 1. 故 对 
3 无 解 . 

14. 用 归纳 法 证 明之 , 

15, 请 必 是 奇 质数 . p 一 3 和 9 一 2 是 解 ， p=5 和 和 9 3 也 是 . 
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解 , 设 p,o 都 汪 3, 那 么 这 两 个 数 都 三 土 1 (mod 6). 就 有 ( 士 1) 
一 2{ 土 1 六 二 1, 一 1 二 1(mod 6), 子 盾 ! 

i6. 2n+1=a: ,3n 二 l= =>5n +3=4(2n 十 1} 一 {3x 十 1) 二 
da 一 六 二 (2a 十 Dj (2a 一 站 ,因此 24 一 8 一 1 光一 1 二 一 2n, 邦 
2a—pbA1. 

17. 对 p>3, 有 pp 三 土 1{mod 6) ,pp 二 6n 土 1. 结论 对 这 种 数 
成 立 . 

18. 7 三 0,1,4,7(mod 9),; 于 是 (a ,大 ,ec 是 (0,0,0),(1， 
1，7):01.4,4) 或 44,7,7)5 可 改变 次 序 ) ,其 中 总 有 两 个 相同 . 

19. 323 一 17，19. 用 同 余 式 证 明 它 被 17 和 19 的 整除 性 . 

20. 我 们 来 证 明 :如果 于 十 3u+5 被 11 整除 , 它 就 不 被 121 
整除 . 六 二 3 十 5 过 证 一 9 寺 16 二 (Cn 一 4)20mod 117). 于 是 , 若 习 
二 1]R 十 4 就 有 11| 下 + 3n 十 5. 于 是 就 有 六 十 30 二 5 一 121( 开 十 
1) 十 33, 它 不 能 被 121 整除 , 另 一 解法 利用 

n:nat5—{n—4)(nt+7) +33. 

21. 户 必 是 奇 质 数 . 训 =3 了 给 出 产 十 2 一 11, 庆 十 2 一 27. 对 力 

疡 3 有 pp 二 6n 士 1, 且 疡 十 ?2 被 3 整除 . 


22. n! 中 所 含 2 的 等 为 | 二 | 十 | 如 | 十 和 二 生 十 王 十 


之 力 , 

23. 1 0001 中 所 会 5 的 笑 为 200 十 40 十 8 十 1 二 249, 所 含 2 
的 寿 更 多 ,足以 与 这 249 个 5 配 出 10 来 . 从 而 1 0001 中 结尾 处 
有 249 个 0. 

24. 考虑 三 个 盒子 0,1,2, 把 数 放 在 i 盒 中 . 如 果 该 数 被 3 除 
的 余数 为 i 的话. 或 者 有 一 个 盒子 中 有 三 个 数 ,它们 的 和 是 3 的 
倍数 ,不 然 的 话 ,每 个 盒子 中 至 少 有 一 个 数 ,这 些 数 的 和 也 是 3 
的 倍数 . 

25. 我 们 要 证 明 让 十 十 2 二 8s 十 ? 无 整数 解 . 如 果 x,y,z 
都 是 偶数 ,两 边 奇 伪 性 不 同 . 如 果 两 个 价 数 一 个 奇数 ,就 有 8p 十 
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1 十 4@ 十 4 术 一 如 十 7 即 4Cp 一 咎 十 2 十 28: 二 3, 此 叶 偶 数 二 奇 
数 .并 盾 ! 设 左边 只 有 一 项 是 偶数 , 则 有 偶数 一 奇数 . 最 后 ,车 左 
边 二 项 均 为 奇数 ,就 有 8p 十 1 十 8g 十 1 十 8r 十 1 王妃 十 ?, 即 2p 十 
25 十 2r 一 时 =1, 也 即 偶 数 一 奇 数 . 从 而 左边 每 种 奇偶 性 不 同 的 
组 合 最 后 都 导致 矛 逢 . 所 有 形 恕 8 十 7 的 数 都 不 能 表示 成 三 个 
平方 数 之 和 , 但 这 不 是 全 部 , 我 们 还 要 用 有 限 递 降 法 来 证 明 形 如 
4"(8t 十 7) 的 数 都 不 能 表示 成 三 个 平方 数 之 和 . 设 下 十 间 十 光一 
4"8f 十 7), 同上 可 证 zy 都 是 偶数 , 设 工 一 2ryy 一 27 zx 一 
2z ,从 而 刀 十 党 十 对 一 上 (8 十 7 周 理 zx 又 必须 都 是 偶 
数 ,如 此 下 去 ,直到 得 到 xz, yz 使 fa 十 六 十 中 一 昧 十 7, 而 这 
个 方程 是 无 解 的 , 通过 复杂 的 论证 可 证 :不 是 4 (48 十 7 形式 的 
数 都 可 表示 成 三 个 平方 数 的 和 . 这 样 ,就 找到 了 所 有 不 能 表示 成 
三 个 平方 数 的 和 的 数 ,尽管 我 们 未 给 出 证 明 ， 

26. 设 玉 二 aabb ym 一 1 100a 十 116 二 11(1004 十 从 二 11(99a 
十 a 十 5) ;因为 121| 于 ,所 以 11|a 上 6, 即 ae 十 5 一 11, 因 六 是 平方 
数 ,b 不 会 是 0,1,2,3,5,7,8. 检验 其 他 的 数字 , 仅 找到 7744 一 
88: 适合 要 求 . 我 们 能 排除 45, 是 因为 平方 数 的 最 后 两 位 数 必 
须 是 25. 

27. (a) 不 ,被 3 整除 的 平方 数 必 被 3 整除, 

(b) 论证 类似 ， 

28. 101: 号 十 1 二 (1054)3 十 1 可 以 被 10584 十] 整除 ， 

29. 如 果 两 个 数 的 数字 之 和 相等 , 则 这 两 个 数 的 差 必 是 9 
的 悦 数 , 所 以 差 24 一 a 二 a 被 9 整除 ， 

30. Cn 一 2 二 (Cn 一 1 十 站 十 (nn 二 1 一 (n 十 2): 二 5(w 十 
2), 所 以 51r 十 2, 即 x 二 5g 一 2, 但 形 如 59 一 2 的 数 不 会 是 平方 
数 . 

31, 对 = 个 质数 中 的 每 一 个 疡 , 它 作 为 于 的 因子 出 现 的 次 
数 有 (ai 十 1) 种 选择 . 

32. 7 十 1 个 地 2n 的 数 中 必 有 两 个 是 相 邻 的 ,它们 必 互 质 . 
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33. 把 ?十 1 个 魏 2r 的 数 都 表示 成 人 (2 十 1 的 形式 .在 1， 
2. ,27 中 上 只 有 # 个 奇数 , 汉 此 必 有 两 个 数 存在 ,它们 的 表达 式 
中 的 奇数 汉子 相同 ,从 侧 两 个 数 中 必 有 一 个 被 另 一 个 整除 . 

34, gcd(30nT2,.12nt+ 1) = gcd(1l2nT jn) = gcdton, 1) 
一 ]. 

gcd{21lntd,ldn 二 3 一 Ecdlda 十 3 7 二 17 一 gedft7n 十 1， 
1 一 1 

35. gcd(2nT3ni?)—=gcdtni7 ,nm—4)=gcd(n 4,11) 
三 1 如果 nr 关 d(mod ]1)). 

36, gcdt dad 3b,13a+8p) =—=gcd(tdat ,3a + 2p) 二 ged(30 
2b 24 | bi—=gcd(2atb at hgcdtatbha)—pged(ta,b). 

37. gcd(2*—1.2—1)=gcd(2 2.1) = gcd(2 (2 * 
一 ,22 一])) 一 ged(2* 一 1 ,2 一 1) 这 是 关于 短 的 Euclid 算法 . 

38. 如 果 p,g 是 >3 的 质数 , 则 p= 二 6m 土 1,q9 二 6n 土 1 瑚 一 
=(6m 土 ]): 一 (6n 土 1 二 36(m 一 和 2) 一 12( 士 下士 说 一 120m 
二 mt3tm 一 m0) 土 1}. 在 右 端 ,或 者 六 十 或 者 3 天 一 站 十 1 是 仿 
数 ,于 是 24! 产 一 全 . 

39. p;p 十 10 和 pp 十 14 对 于 mod3 属 于 不 同 的 剩余 类 ,其 
中 必 有 -一 个 被 3 整除 . 所 以 只 有 p= 二 3 才 给 出 质数 3.13,17. (b) 
与 此 类 似 . 

40. 对 p 二 3, 有 2p 十 1 一 ?,4p 十 ]=13. 若 pp 记 3, 必 有 p=6n 
士 1 ,从 而 28 十 1 及 4p 十 1 中 必 有 一 数 是 3 的 倍数 . 

对 bp 二 3 有 8p 十 1 二 ?73, 对 pp 证 3. 有 8p: 一 1 二 一 (pi 一 1) 
(mod 3), 后 者 为 一 (p 十 1}(p 一 1). 下 或 者 上 或 省 (p 一 1}(p1 
1) 是 3 的 倍数 . 

41. 由 10Ca 十 456) 一 (10a 十 一 395,43(37 十 ?7y) 一 3(43x 十 
?9 二 ?0y,10(3a 二 289) 一 3(10a 十 上 二 17 即 得 . 怎样 系统 地 得 
出 这 样 的 线性 组 合 ? 

42. 把 pp 号 成 p= 二 30g 十 r 的 形式 ,其 中 rE 17,11,13,17， 
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19,23,29), 于 是 声 声 Cmod 30), 简单 地 验证 这 七 种 情况 好 
得 ， 

43. x 二 y= yr ty ry 二 l=ler Dy 
一 1)= 二 1] 守 X 二 y 二 0. 

44. (Cay 下 一 5 了 十 4 有 一 了 说 一 5 二 4)=n(n 1)(n 6) 
二 (n 一 2)(n 一 nn 十 1)(n 十 2). 五 个 相继 整数 的 怨 积 被 5! 整 

Ch FD) 二 4 十 15n 一 1 三 0(mod 3), 但 这 还 不 够 , 再 用 归 
纳 法 ,fC0) 二 0, 所 以 91 了 C0). 设 3), 则 fn 十 让 二 4*， 沾 十 
15n 十 15 一 1 二 3 本 十 可 十 15n 一 1 十 15 二 fn) 十 3《4" 十 5). 由 于 
"十 5 二 0C(mod 3), 故 fn 十 1) 也 被 9 整除 ， 

45. 这 是 m 个 相继 的 整数 . 

46. 如 果 x ,y ,x 都 是 奇数 , 则 3 三 1(mod 8), 若 zyz 中 有 
一 个 奇数 , 则 两 边 奇 侦 性 不 同 , 如 果 x,y 为 奇数 而 z 为 偶数 , 则 
有 2=1(mod 4). 如 果 zy 中 有 一 个 为 奇数 , 另 一 个 与 z 为 所 
数 , 则 1 二 0(mod 4). 所 以 xz,y;z 必 都 为 偶数 . 用 无 穷 下 降 法 说 
明 崔 有 x 二 y 一 xz 一 0. 男 一 解法 根据 (x 一 由 (yY 一 1) 二 攻 十 1 

47. (ay Ty 二 Xxy 这 (rx 一])(y 一 1) 二 1, 故 xX= 二 y= 二 2. 
《b) 自行 求解 ， 

48，(a) 三 一 1<{mod 3 无 解 . (by 自行 求解 . 

49,《a) 与 (b) 均 用 无 穷 递 降 法 ， 

50. 把 方程 变形 为 (x 一 1 十 (y 一 1): 十 (x 一 y)* = 二 2, 它 有 
解 (0,0) ,C1,0),(0,1),(2,1),(],2),(2,2). 

51. Pp 一 1 一 6papa'"p, 一 1 一 6P 一 ] 不 是 平方 数 .对 记 十 1 无 
解 . 

52. 用 不 变量 已 证 明 过 类 似 结 果 . 可 同样 来 做 ,不 过 这 里 改 
用 数论 . #1 项 (aiasyasas，…) 中 一 半 为 1, 一 半 为 一 1, 所 以 m 一 
站 .但 aai 一 一 1 当 且 仅 当 这 两 个 因子 异 号 , 所 以 是 数列 a ， 
1 中 符号 改变 的 次 数 ， 1 变 成 一 1 的 次 数 与 一 1 恋 
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成 1 的 次 数 一 样 铸 ,所 由 一 21 上 日 于 一 4 

另 一 解法 如 下 ; 今 pb; 二 aaui. 诸 p, 有 一 半 是 一 1, 考虑 
户 记 一 (一 1 但 此 乘积 中 每 全 ai 恰好 出 现 两 次 , 故 该 乘 
程 为 1, 从 而 类 一 2 此 部 一 47m， 

53. (1 十 2 十 十 R) 二 n(n 十 1}/2 必须 被 3 整除 ,， 即 3|n 或 
3jn 十 1, 当 n>3 时 ,这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 . 试 评 明 它 ， 

54. 所 给 等 式 等 价 于 {10 一 1)n 二 (10: 一 1)/9 志 n= 


C10:—1) -一 - 一 上 os Fin 1 
gc10 一 1 一 6m). 于 是 wn 二 (1 十 10 十 *… 十 10 )79 ,分子 


m==9 时 是 9 的 倍数 . 故 这 样 最 小 的 ”是 js 二 1 


55, 设 vd 是 盲 位 数字 , 则 ?一 & :10 十 r, 我 们 得 到 
3(10* » d+r) 
2 


一 10r 十 qd 二 34 + 10:+ 3r 


=20r+2d>d(3 + 10:—2)=1?7r, 
好 1713。，]0 ~—2=>3 +: 1 二 2(mod 17})=310: 二 12(mod 17), 


115 105 
其 最 小 佣 k=15,d=1:r = 0 一 2 


56. (a) 设 有 了 两 个 正 整 数 a,5,a>>5 均 用 十 进 制 表 示 . 现在 

在 4a 或 的 后 面 加 个 数字 < ,使 得 到 的 乘积 最 大 . 因为 
(aapb—toptoa=c(b—a)<o, 
故 c 应 加 在 较 小 的 数 的 后 面 . 利用 这 个 结论 ,用 一 系列 最 佳 程序 
即 作 出 有 最 大 飞 积 者 : 
人 一 号 642 ,5 一 87 531., 
(b) 留 给 读者 做 . 
57. 设 最 左面 的 数字 是 r, 而 去 掉 x 后 得 到 的 数 是 >. 则 
10"rT y=57y,10°r=56Y. 

右面 是 ? 的 倍数 , 但 10" 不 被 ? 整除 . 由 于 r<<10, 所 以 必 有 x 
一 7. 从 面 10"=8y,y= 二 1 /8 二 125 。 1 ,n=3,.4,5,°, ]0 ， 
+ 十 y 一 ?，10" 十 125。10": 一 7 125 。10“3. 有 无 穷 多 个 解 
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7 125。 10"”(n 实 3), 其 中 最 小 的 解 是 7 125 ,在 它 后 面 再 加 上 
一 些 0, 可 得 到 其 他 的 解 . 

58. 我 们 证 明和 更 一 般 的 定理 : 设 a,b,c;dE€ 同 ,E 有 ,如果 
ab 二 cd ; 则 十 六 十 十 dr"r 不 是 质数 . 证 明 如 于 : 


ab—cd>2 = ,ged(r, Y=ly7,yE 陪 . 


或 a—uric—uy dur b=vy ru UEN, 
这 样 束 有 
a 二 ed = 二 wy 二 wy Tr 
=(w ry ). 
又 于 十 思 1 十 记 1, 夫 而 十 六 十 c" 十 qd" 不 是 质数 . 
59, abcd 4 一 deba 一 a< 3 这 是 因为 3000X4 一 12 000 是 
五 位 数 . 但 dcba 是 俑 数 , 故 a 必 是 偶数 , 所 以 e 一 2 由 2bed。 
4 一 dcb2 得 到 dz8, 且 乘积 dg 4 以 2 结尾 ,所 以 d 一 8 结果 得 
2pc8。4 一 8cb2 , 即 
8 O00 十 4008 十 40c 十 32 二 800 十 100c 十 105 十 2 
=>3904 十 30 二 60c 
>1385 二 1=2c, 
右面 是 偶数 , 旦 2c<s18, 从 而 占 必 是 奇数 , 且 <2. 即 有 了 一 1,c 一 
7,abcd—2 178. 
60, 如 上 一 题 求 出 唯一 解 . 
61. 这 是 因为 p 和 2p 是 (2n)1 的 因子 (而 3p 不 是 ), 
62. 我 们 先 讨 论 对 怎样 的 ma 是 正 整 数 , a, 捷 N 当 且 仅 当 
存在 正 整数 9, 使 24n 十 1 二 用 , 即 


_g—1l_(g—D(gt1) 
”中 24 
因为 GE 辣 ,分 母 必 须 约 掉 , 所 以 必 是 奇数 ,从 而 9 一 1,9 十 1 是 


相继 的 偶数 ,其 中 必 有 一 个 是 4 的 稿 阔 . 这 样 莱 积 Cg 一 1)(g 十 1) 
必 被 8 整除, 此外,g 一 1] 和 9g 十 1 中 必 有 有 一 个 是 3 的 信 数 . 从 而 必 
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有 :5E 凡 使 5 士 ] 一 6 或 9 一 6 士 1. 这 样 


#19) 


时 @ 一 人 十 1 但 从 5 开始 的 每 个 质数 都 有 形式 $s 士 1. 
63. (a) 我们 证 明 所 有 形 如 (3 十 2) 的 数 都 无 此 形式 . 设 
(3k 二 2 二 太 十 轧 , 则 亡 二 C3 十 2)7 一 上 二 (3 一 2 十 2)(3k 一 nt 
2) ,这 晨 访 的 非 平凡 的 分 解 式 . 
tb》 留 给 读者 ， 
64. 如 果 格 点 Ce, ,c,d) 与 (V2,33 } 等 距 . 则 
。 1 ， 下， 1 
(a 一 27 十 [0 一 可 | 一 (ec 十 [8 巨 】 ， 
Bt -di S04) =2 ame). {1) 
左边 是 有 理 数 ,所 以 右边 也 是 有 理 数 . 这 样 a 二 c. (2) 
于 是 
bd $b—d)—0， 


(0—d) (6+tad)—3 (一 四 一 0， 
_ 1 
Ch {btd 3 )=0. (3) 


5 上 cd 一 立 关 0, 因 为 5 十 过 是 整数 . 所 以 6 一 由 即 (ce 人 一 


(ce). 

65. 类 似 于 上 题 来 解 . 

f6. (a) a” 以 a 结尾 ; 妈 a 一 a 以 00 结尾 ,1001ata 一 1). 
但 因为 a 一 1] 和 <e 互 质 ,因此 这 两 个 数 中 必 有 一 个 是 4 的 倍数 ， 
男 一 个 是 25 的 倍数 ， 

(i a 二 259. 因 a 之 100, 日 a 一 1 二 25g 一 1 是 4 的 倍数 ,只 有 
0 一 1. 于 是 a=25 ,a =625, 
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(ii) ae 一 1 一 250, 人 充当 gg 一 3 时 a=250+1 是 4 的 倍数 ,于 是 
G 一 76, 必 一 5776. 从 而 25 和 76 是 公有 的 两 位 目 同 构 数 ， 

{by a 一 a 二 ala 一 了 被 1 000 壹 除 , 因 此 a 和 和 a 一 1 中 一 个 
被 8 整 耻 . 另 一 个 征 125 整除 . 

(2) 在 一 1230 8 一 1 一 1250 一 1 一 1209 十 《58 一 下》 名人 一 十 ， 
8|5g 一 1, 只 有 解 9 二 5( 注 意 :0 达 8, 因 为 4 之 1 000), 于 是 4 二 
625 ,4? — 390 625. 

(iiy qa 一] 二 125g,4 二 125g 十 1 二 120g 十 5g 十 1. 因为 815g 十 
1 ,唯一 的 解 是 gq 二 3. 于 是 4a 二 376,a 二 141 376. 从 而 376 和 625 
是 公有 的 三 位 自 同 构 数 . 

(cy atfa 一 1]) 被 10 000 即 16X625 整除， 

(i) a=625g,4 1259—1=6249 二 gl1,i8|a—1， 
l6|o—1,g=1?,a=625X 17=10 625>10 000. 但 & 几 须 是 四 
位 数 , 帮 在 此 情况 下 无 解 . 

(ii) 立 一 1 一 6259g,a 一 6259 十 1 一 6240 十 gg 十 1 161a， 
16j14 十 1 4=15.a= 一 9 376. 只 有 唯一 的 四 位 自 同 构 数 4 一 9 376， 
a =—8 790 9376. 

(d) 把 这 些 结果 列表 并 做 出 推断 ， 


利 nn dn | thn 的 因子 
一 一 1 
5 6 ll 2 
25 76 101 3 23(21 也 是 ) 
625 376 100] 4 21t25 ,2% 也 是 ) 
0 625 9 3 41409001 5 2 
90 62509 376 100001 #6 122 112 | 2(27 ,2 也 是 ) 
7 12 122 112| 2 


67. 经 试 算得 上 面 右 表 . 

这 个 表 据 示 了 a, 有 如 下 构造 :a 二 2,2w01 二 10,《 如 果 各 
Tac) ya 一 24a.( 如 果 2 as)( 这 里 14; 指 在 av 之 前 加 上 一 个 
1,2a 是 在 a, 前 面 加 上 一 个 2). 设 a 二 dd_1"…dzdi, 其 中 
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坟 一 1] 或 2 且 22|a 即 as 一 2 加， 六. 

(iD 2 于 oa, 即 点 是 奇数 , al 一 ia 一 10 十 由 一 10" 十 200， 
一 2"{5 十 记 ) 一 2 因为 区 十 和 是 偶数 

《ii) 2 | ; 即 a 二 2" 7, 我们 得 到 a11 王 29, 一 2 * 10" 
十 本 一 2 。102 十 2 有 一 2 (5" 二 hb ). 

注 ; 这 结论 对 于 所 有 4 十 2(RE 和 丹 ) 进 制 制 也 成 立 ， 

68. 妇 十 六 一 ?全 (CTr 十 有 十 (全 一 9 一 31， 

69. 我 们 的 战术 是 证 明 并 一 19n 十 89 在 两 个 相继 的 平方 数 
之 间 . 确实 ,由 n>11 有 

六 一 19# 十 8 一 大 一 18n5 十 8 一 Ca 一 80< Cn 一 9) ， 
>0 
ni9n89=n—20n 二 100+ Cn—1]D (nC—10):,， 
>0 
(nO—10) :<n 19n 89<(n—9):. 

70, 2n= (ry) 二 34 十 y 二 {x 十 yy 十 (x 二 yy) 十 2x 二 (xr 十 

yxy 二 1)27, 
TD 下 

第 一 个 式 子 说 明 右边 确 是 偶数 . 第 二 个 式 子 表明 如 何 求 r,y 先 
把 夹 在 两 个 三 角形 数 了 .一 (7) 与 1 一 (“。 ) 之 问 ,使 工 
AT. 则 nn 二 工 十 xf,z 二 7 十 y 十 1, 例如 ,; 令 二 1 000, 则 有 
"一 (。)+10, 所 以 x 二 10,x 十 y 十 1 二 45, 这 蕴含 + 二 10,y 二 34. 
也 语 直 接 用 求 出 x 和 

71. 这 个 简单 的 定理 最 好 改 成 证 其 逆 否 命题 ， 

m 不 是 质数 二 mm 一 1 了 1 十 1， 

而 这 是 显然 成 立 的 , 如 果 mm 不 是 质数 , 则 m= pq, 1 之 p< 之 m, 1 过 
gq 则 | Cm 一 171 (上 只 有 x 二 4 例 和 外 ,但 这 不 影响 闭 论 } ,所 
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以 不 能 整除 下 一 个 数 (m 二 4 时 也 有 二 (mm 一 1)1 十 1, 即 4 性 也 
对 ). 要 证 明道 定理 稍微 困难 些 . 这 个 结论 和 它 的 道 定理 就 是 
Wilson 定理 . 

72. 用 归纳 法 证 明 2 恰好 出 现 n 次 ， 

73, 设 absmyn 马 风 ,gcdta;) 二 1,4 六 1. 我 们 来 证 明 三 个 
引 理 ; 

(a) 若 ==qnr0 是 奇数 , 则 a 十 Ba" 十 着 

(hb) 若 mm 一 qn 十 rg 是 奇数 日 0 过 r<ny 刚 a 十 扫 和 a" 十 反 ， 

fc) 若 训 二 sn 十 r,s 是 惕 数 ,0 所 ray 则 十 后 已" 十 6", 也 
就 是 对 于 奇数 9 有 更 精确 的 命题 .a 十 1a 十 折合 jm 二 qn. 

证 明 :(a) as 十 囊 一 (ar 十 Br) 被 aa 十 要 整除 ( 当 9 奇 
时 ). 

Cb) am 十 一 ogg 十 天) 十 (人 一人) 由 fa) 石 病 
第 一 项 被 四 十 如 整除 , 而 第 二 项 不 能 被 中 十 多 整除 ,因为 gcd 
《8m an 十 加 ) 一 且 |5" 一 a < 十 加 所 以 该 和 不 能 被 om 十 六 
整除 . 

(c) 藻 是 个 数 , 则 q= 一 :一 ! 是 奇数 . 记 

Cr 十 芒 =ara™ brb"tr 

=ar'am ttmr) tb ta ) — bra" (a hb), 

式 中 前 两 项 都 能 被 (a* 十 6") 整 除 ,而 第 三 项 不 能 被 (a 十 久 ) 整 
除 . 实际 上 ,gcdcbra" :十 术 ) 一 10<a 十 六 之 er 十 如 . 这 就 证 
明了 比 上 面 更 强 的 命题 . 

74. 《a) 如 果 没 有 一 个 数 能 被 3 整除 , 则 1 十 1 二 1(mod 3)， 
不 盾 . 

(b 如 有 果 rx,y,z 中 没有 被 4 整除 的 数 , 设 x,z 是 奇数 ,日 
y 二 4g 十 2. 就 有 1 十 4 三 1(mod 8) ,矛盾 ， 

(c) 如 果 三 数 中 没有 哪 一 个 能 是 5 的 倍数 ,就 有 士 1 二 1 三 
士 1(mod 5) ,矛盾 . 

75, 在 0,1,2, mp: 和 一 ] 中 取出 关 个 数 ,这 些 数 是 在 它们 的 
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一 进 制 表示 式 中 不 出 更 数 码 2 的 数 , 这 些 数 中 就 不 会 有 任何 二 
个 数 成 等 差 数列 , 实际 十, 如 果 对 其 中 某 三 个 数 4,5,c 有 a 十 ce 二 
继 , 它 们 的 下 进 制 数 表达 式 中 都 是 只 有 数码 0 和 1,& 和 "必定 
逐 位 相等 ,从 页 4 二 p==c. 

76. 本题 和 下 面 一 个 问题 有 机 械 的 解法 . 只 要 作 昂 见 的 变 
换 , 并 寻求 一 种 格式 . 先 匀 , 并 项 并 约 去 因子 2， 

mm 二) =n 二 (nb 1)! =>mi 二 mm 
二 二 27 十 37 十 38， 
十 1 二 (7 十 207 十 pp) 
=> Tm l= n+ 1):, 
丰 喇 是 平方 数 , 而 左面 不 是 ,这 是 因为 它 夹 在 两 相继 平方 数 之 
间 : 
pm Fmt lm 1)2, 

77, 2+2V288 +1=m>4(28m 十 1 一 由 一 4 十 4 站 一 
2k=—>28n 二 1 一 名 一 中 十 1 二 2882 一 起 28k 2g 28n = dg 
一 4q>77 二 一 g 二 qt9 一 1 此 处 6 与 y 一 1 王岳 . 

(i) gg 二 ?x ,g 一 1 二 y 壤 7 一 yy 二 1, 这 不 可 能 ,因为 六 天 
ltmod 7), 

(89 一 2 9 一 一 7 光 . 这 时 产生 号 一 熙 一 4z2 一 (2r7 所 以 
我 们 已 解 中 这 题 . 我 们 并 不 需要 证 明确 有 这 样 的 解 . 而 如 果 有 
解 , 则 它 是 平方 数 , 实际 上 有 无 限 儿 个 解 . 消去 dg 得 Pell-Fermat 
方程 x 一 ?yi 二 1. 由 视察 法 可 求 得 最 小 正解 为 xo 一 8,% 二 3. 从 
而 所 有 解 由 下 式 给 出 ， 

2 十 wwvY7 一 (8 十 3v7)". 

78. 和 十 3 一 4 十 抽 浆 和 十 3 一 4 丸 十 4y-d4 十 4 一 (29 十 
] > (y+1) ?一 4 二 (2y 十 3)(2y 一 1) ,但 gcd(2y 十 3,2y 一 
l}=gcd(2y—1,4)=1, 2y 一 1 二 ,2y 十 3 二 万 ,一 局 二 4 但 
没有 了 两 个 立方 数 之 差 为 4, 所 以 是 无 解 的 . 
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79. 11111 111 111* 10 x 111 111 111 :10 二 10? 
0 1}: 10<9r<(10n 1 109. 10°, 
而 (100 一 1)2<108 一 109<<97， 
(108 二 17321089 十 8 +: 10 9x， 

但 在 C10" 一 1 与 (10* 十 1])? 之 间 仅 有 一 个 平方 数 , 所 以 9 三 
102 ,但 是 102 厅 是 9 的 倍数 ， 

80. 由 aad 二 (a 3at. 

=>3|la—b>913ab=>3|a 或 3|58, 日 3a 一 b>3|a HB 3165. 

81, 内 为 1 971 二 27X73,gcd(27X73)==1( 对 奇 的 nn) ,我 们 
有 

50" 二 23"* 。a 二 (一 4)" 十 (一 4)"a 
=~—4" (ga 二 +1) (mod 27)=>a 
圭一 1(mod 27)， 
50" 二 23"g 二 (一 23)7 十 23"g 二 23° (a 一 1)(mod 73) >a 
=1(mod 73)， 
即 a 二 73x 十 1 ,4 二 27y 一 1, 吉 73x 一 27y 二 一 2., 这 方程 有 无 限 多 
组 解 . 我 们 要 找 有 最 小 的 a 的 那 组 解 . 
73 =73X1+27X0,27 二 73X0—27X (一 ]) 

之 19 一 73X1 十 27( 一 分 

->8 一 73X( 一 1 十 27X3 二 3 一 73X3 十 27X( 一 8 

一 2 一 73X( 一 7 十 27 色 19 一 一 2 一 73X7 一 27 。19， 
从 第 三 个 等 式 起 ,从 第 ?一 2 个 等 式 减 去 第 nn 一 1 个 等 式 适当 多 
次 就 得 到 第 个 等 式 , 从 最 后 那个 等 式 得 到 一 组 解 x 二 7, yo 一 
19, 于 是 该 方程 所 有 的 解 由 x 二 7 十 271,y 二 19 十 73t 给 出 . 1 二 0 
时 得 到 最 小 的 正 的 a=73X7 十 1] 二 27X19 一 1 一 512. 

82. 每 项 乘 3 再 加 ?7, 第 ?项 变 成 10", 所 上 以 a 二 (10" 一 7)/ 
3. 出 19: 三 一 20mod 17) 有 10 三 16 寺 一 1(mod 177 ,由 此 得 168 
三 一 10 三 7 了 (mod 17? 及 105 一 1Cmod 17). 从 而 17 | (10 一 
7)73， 即 (10 一 7)73 当天 一 0,1,2,… 时 是 合 数 . 另 一 方面 , 当 
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Hi 一 1,2.3,4,5,6.7,8 时 a 都 是 质数 . 这 数列 申 有 无 穷 项 是 19 
的 倍数 ,请 找 册 它们. 

83. 7 侧 地 2 一 1 圭一 1 二 0(mod 3) 过 Rn 二 颁 十 4 
过 2 一 1 二 2 一 1 二 一 RR 一 1 二 0(mod 3) 地 nn 二 所 十 5 万 
YJ, }. 

84. 因为 gcdixn, Cm 十 1)) 二 1, 我 们 需要 求解 加 十 1 二 a* 和 
闫 一 站 , 即 吕 一 如 二 [但 不 会 有 商 个 数 的 震 之 差 为 1. 

85. 4 一 (22 一 1) 十 (2 十 1). 故 右 边 两 个 数 是 两 个 相继 的 
奇数 日 没有 公约 数 . 对 奇数 有 2 十 1 天 pn 十 (an 十 1). 最 后 , 当 w 为 
奇数 时 ,2 一 (na 一 2 十 (nr 十 2 其 中 gcd0n 一 2 十 2) 一 gedfd， 
一 冯 ) 一 ] 

86. 内 为 基 十 2 是 质数 ,x 是 奇数 , 民 7 三 1(mod 8), 如 
时 Y 为 蛋 数 , 刚 2 天 二 0tmod 8} 且 十 2y: 圭 1(mod 8). 如 果 * 
是 奇数 ,那么 六 圭 1(mod 8) ,日 x 十 2Yy 三 3{mod 8)， 

87. 由 站 >2 必 有 a> 记 由 4 一 中 十 rOSr< 以 及 

2 一 一 2 二 1 


可 得 出 结论 
2 二 1 2 二】 2 十 1 
25—] 2 "十 2 十 … To 1 D5 
88. <a) Cn 一 n(n 十 了 二 (并 一 1)n 二 mt*. 因为 gcd(w 一 1， 
9) 二 1 ,喜人 必 有 于 一 1=at ,n= 二 厂 , 故 总 一 at 二 1 它 在 各 中 是 无 
解 的 . 
(by 设 zfz 十 1 人 7r 二 2307 十 3 一 (十 3r7012 十 3 十 2) 
= 则 gcd{ 让 十 3f 十 2,7x 十 37) 二 gcd (ri 二 + 3r;2) 二 2， 
2 2 
gcd (十 
2)72 一 术 ， 且 此 一 必 一 1. 然而 没有 两 个 正 整 数 的 上 次 帘 之 差 
沁 1, 
89. 去 掉 最 后 一 个 数字 后 的 数 记 为 5, 则 108 十 9 二 9，10" 十 
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5 < 上 


和 


以 原 题 有 误 一 一 译 校 者 注 ). 

90, 本 题 的 解 可 见 第 10 章 问题 63. 

91. 没有 一 般 可 看 出 的 方法 ,但 可 看 到 zx 和 不 会 差 很 多 . 
实际 上 ,六 一 人 十 1 二 9 妈 一 9 十 7 了 0 有 (fr 十 3 一 申 一生 十 
337 十 192>0. 即 二 十 1<y<<z 十 3. 因 ,yy 是 整 数 , 故 必 有 ?一 十 
2, 用 zx 十 2 代替 y 得 到 2x(zx 一 和 ) 二 0, 它 有 和 解 x 二 0,1 二 2 以 及 
Xx: 二 9, ys 一 11., 故 数 对 (0,2) 和 (9,11) 确 实 满足 原 方 程 . 

9%92. (a) 2n 十 1 二 ,3n 十 1 二 yy. 第 一 式 表 明 工 是 奇数 , 即 
知 n 二 4m 是 偶数 . 第 二 式 表 明 3n==8m ,也 即 wn 二 8rm;. 于 是 = 
0Cmod 8). 我 们 还 要 证 明 nn 三 0(mod 5). 而 平方 数 模 5 的 余数 只 
能 是 0,1,4(mod 5). 于 是 对 模 5 有 

Hi 兰 ] 之 也 一 2 二 三 3 三 2 之 天 一 3 十 1 三 2， 
n= = 十 1] 寺 2 04 之 光一 3 一 二 3. 
这 都 推出 矛盾 , 故 有 n==0Cmod 5). 这 样 就 证 明了 nn 二 0Cmod 如 )， 

(bl 从 涉 两 个 式 子 推出 3 一 2y = 二 1. 用 变 挤 x 二 tw 十 2vw， 
yy 一 tt 十 3g 可 把 方程 变 成 Pell 方程 过 一 6z2 二 1 其 最 小 解 为 wo = 二 5， 
一 2 故 它 的 所 有 解 由 二 十 6 一 (5 二 267 给 出 , zx 王 9, 一 
11. 与 加:m 对 应 的 解 是 一 9,y 二 11, 其 中 商 一 区 一 4 一 40， 

也 可 直接 猜 出 x 二 9, yo, 二 11 是 最 小 解 ,这 样 它 的 全 部 解 由 

Ty 3 十 和 =(9w 3 十 11V2)" 
给 出 ， 

93. 468 二 了 十 7: ,从 而 4684 = 468 X 4683 二 (5 X 468)3 十 
(7 X468):. 

94, 3851%0 二 18 二 2Cmod 13). 但 2 不 是 模 13 的 平方 剩 
余 . 为 看 出 这 点 ,考虑 下 表 


这 里 不 必 取 绝对 值 大 于 6 的 值 ,这 是 因为 7 三 一 6,*…12 三 一 1 
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(mod 13). 又 385 二 一 5fmod 13),18=3(mod 13},9 三 (5) 
(mod 13), 因 1 980 是 4 的 倍数 , 即 得 结果 . 较 小 的 模 是 木 行 的 ， 
因为 那样 就 会 得 到 一 个 可 能 的 二 次 剩余 . 

95, 模 4 来 求 和 . 和 式 中 的 项 作成 一 个 癌 期 数列 , 疝 期 为 1， 
0 ,一 10, 长 度 为 4, 因 此 该 和 式 是 4 的 倍数 . 如 果 和 式 形 如 rm (二 
之 3), 它 必定 是 8 的 倍数 . 现 对 模 8 来 研究 此 和 式 . 如 果 x 为 偶 
数 晶 2 关 2 则 六 是 8 的 人 情 数 . 大 是 奇数 ,出 nt 二 nCmod 8). 这 
伴 和 式 模 & 变 为 

2 十 1 十 3 十 5 十 … 十 ] 983 二 984 068 三 4， 
它 不 是 & 的 倍数 . 

96. 六 一 全 十 7 如 十 1 一 刀 二 8 一 (rr 一 2 一 27 十 上. 我 
人 首先 注意 ,如 果 x 是 偶数 , 则 二 7C(med 8), 但 奇数 的 平方 模 
8 余 1. 所 以 x 必须 是 奇数 . 得 让 一 27 十 4 二 Cr 一 1 十 3 二 所 十 
3. 因此 它 必 定 有 同样 形式 的 质 因子 ,因为 形 如 扎 十 1 的 数 的 乘 
积 依旧 是 这 种 形式 的 . 但 是 ,已 知 奇数 只 能 有 形 如 筷 十 1 的 质 因 
于 (除了 2). 我 们 来 证 明 这 个 事实 . 设 g 是 y: 十 1 的 质 因子 ,于 是 
二 一 1(modg). 由 Fermat 定理 有 y'! 寺 1{mod9), 由 wy 尘 一 1 
mod 中 就 有 3y' 寺 1(mod9} (两 边 主 方 可 证 ), 故 4g 一 1 二 0 一 各 
十 1 这 就 得 上 册子 盾 . 

97. 我 们 要 求 x , 它 满足 x+ 寺 7”(mod 1 000) , 即 77r= 反 ?890 
(mod 1 000). 但 w(1 000) 一 400,7A 三 1(mod 1 000). 因为 
10 000 二 25 XxX 400, 我 们 有 ?r+ 圭 1(mod 1 000), 于 是 我 们 要 求 ? 
关于 模 1 000 的 首 元 . 这 可 以 用 Euciid 算法 解 方 程 7z 十 1 000y 
一 ] 这 一 标准 方法 来 慌 . 但 在 这 个 特别 的 情况 ,可 以 利用 1 001 
三 1]1x91 二 7X11X13 这 一 结果 . 显然 1 0901 二 1 {mod 1 000)， 
但 是 1 001 = 一 143X7, 故 有 ?7X143 圭 1(mod ] 000) ,于 是 了 = 
143. 

98. 乘 以 zyz 得 到 yz 十 rz 二 xy, 设 二 dusy 二 dbp, 这 里 
gcd{a,b) 一 1 二， 
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a 
2 十 到 


现 有 gcdta.P) 二 gcd(a,aT0)=—=gcd(b,ath)=gcdtab,ad 十 
==], d=—=ktaTh) ,=kab, r=katatb)}, y—Rb(at pp). 
内 为 gcd(x,y,z) 二 1, 我 们 有 上 二 1, 最 后 得 

T=—=altath) ,y=ptat bh) ,z=ab,. 
确实 得 Na + aT 6 

99. 苹 以 zx: yx 得 (yz) 十 (xz) 二 Cyx)*, 科 用 本 音 开 始 有 

关 数 论 的 预备 知识 中 的 第 13 条 可 得 

Vi& 一 有 一 说 人 r& 一 280Ty 一 下 十 评 ， 
geday to 一 1 二 omod 2). 记 了 wz 一 上 得 
kr—2uv(n tw Ry= Te Rr 2 Oo ). 

100. 由 提示 ,我们 如 下 进行 : 

(ri—dy (uw — dw) 
—(rtyvyd) Cr—y yd ut vyd (uu—y vd) 
=(r+tyyd) (uv yd) (ry yd (utvuyd) 
= ru—vuyd— (Cro— yu ru— vydi+ (ru— uy vd) 
~{ru—vuyd})’ —d(trv— yu)’, 

对 天 十 ay 也 可 同样 进行 . 男 一 姓 置 方法 是 用 乱 阵 和 行列 


rx yd 
式 .矩阵 “” ) 的 行列 式 为 x? 一 dy ,如 果 熟 秋 。 乱 阵 的 乘法 ， 
则 有 


则 abetdaz—dab> air —=dab z= 


站 2 | . 和 (人 Co 

y I 了 AU 十 3 ru yd | 

如 果 A,B 是 两 个 矩阵 , 则 它们 乘积 的 行列 式 等 于 它们 行列 式 的 
乘积 . 即 dei(AB) 二 det(A) ,detlB). 对 本 题 中 的 矩阵 用 此 规 
则 就 得 到 (x? 一 dy?) (Ge 一 dw) 一 (xu 十 dyv)* 一 d(xv 十 yu)?. 类 
似 地 可 应 用 于 两 个 变量 的 二 次 型 . 


于 
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101，2(11987 二 21 二 ,十 97) 一 (997 十 21997) 十。 十 (219%7 
十 2) 十 2 二 (4 十 2)P 十 2, 其 中 PP 是 个 整数 ,这 由 a 十 ba 十 逆 
对 奇数 上 & 成 立即 可 推出 . 于 是 ,n+ 2 不 整除 该 和 式 . 

102.、(5 十 3V2)”=-(3 十 5V2)"=>(5 一 3V2)” 一 (3 一 5V2)，， 
公有 的 解 是 mm 一 mn 二 0, 这 是 因为 0<25 一 3Y2 过 1, 和 但 5y2 一 32>1, 

103. 设 x 宇 y' 则 有 二 d 十 ytd 宇 1), 且 (3d 一 y+ (34 
一 dy 十 坟 二 61, 由 此 推出 d 志 3. 由 d= 二 1 推 得 2 十 2y 一 60= 
0, 即 十 y 一 30 二 0, 解 为 y=5,+ 二 6. 其 他 两 个 可 能 的 值 4 二 2， 
d 一 3 得 不 出 正 整 数 解 . 再 由 原 方 程 美 于 x 和 的 对 称 性 ,又 得 
到 另外 -组 解 + 二 5, y=6. 

104. 由 == 有 一 x 二 (一 7) {zi 二 了) 或 者 得 到 ?一 x 二 1， 
十 了 二 六 1 或 者 得 到 民 一 + 二 yz 十 f+ 二 洋 , 秋 第 一 种 情况 下 有 
rr 一 21 二 (zx 一 1){z 十 1), 于 是 % 一 ] 二 1, 妈 xz 一 2,x 二 3, yi 二 5， 
矛盾 , 第 二 种 情况 下 也 导出 矛盾 y= 二 2z7， 

105. 第 五 位 数字 是 5, 第 2,4,6,8 位 数 是 偶数 . 其 他 位 置 上 
的 数字 必须 是 奇数 , 办 为 didsdsd， 是 4 的 倍数 , 故 有 不 一 2 或 
6. 于 是 dedide 是 8 的 倍数 ,dids 也 是 8 的 倍数 , 故 ds 二 2 或 6. 
因此 dz 与 ds 为 4 或 8. 已 知 didsds 被 3 整除 ,dqdidsds5ds 被 
6 整除 , oa 只 有 取 4 或 8 这 两 种 可 能 . 若 d; 二 4, 就 会 得 到 两 个 
不 被 7 整除 的 数 . 若 d= 二 8, 得 唯一 解 381 654 729. 

106, (7 一 十 (3 一 < 下 十 (xz 一 2 当 了 一 3 一 zz 一 工时 
为 4, 因此 有 因 于 tx 一 yj (y 一 zj (zx 一 x). 为 看 出 5 也 是 它 的 一 个 
久子 ,只 要 将 揪 号 乘 开 去 掉 ,请 项 ri ,yi ,x 即 消 去 . 剩 的 项 栓 为 
5 的 倍数 . 这 就 证 明了 我 们 的 论 新 . 

107, 我 们 有 10 000x 十 1 986 王 1 987z,x,yE 及, 令 3y 一 z 一 
1 得 10 000x 一 1 987y 一 1, 这 方程 有 无 限 多 组 解 r,y, 最 小 解 为 
二 214, 故 管 案 为 2 141 986. 

108. 约 去 2 得 991|11…1(1 980 个 1). 但 I 1 一 (101sm 一 
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1)79, 而 10 一 1 一 (10% 一 1)01089 十 1). 因 为 991 是 质数 ,由 
Fermat 定理 有 991110 呈 一 1 ,这 就 证 明了 新 音 . 

109. 1X194 十 2X108 十 十 1 986。10Mssa 会 是 一 个 立方 
数 xz 吗 ? 立方 数 模 9 的 余数 只 有 0,1 及 一 由 于 1 全 二 1] 
mod 9), 就 得 世 二 1 十 2 十 小 十 1 986 寺 1 987 ， 993 三 3 
《mod 9) ,因此 戏 三 3(mod 9) ,而 这 不 可 能 ， 

110. yp(256)=128,1 986 一 128 。15 十 66. 由 Euler-Fermat 
定理 得 27 二 27% {mod 256). 现 有 27* 寺 (一 39) 寺 (一 15)" 
三 (一 31)3 兰 (一 6371 王 129 二 1(mod 256)>27%==27! 二 729 寺 
217(mod 256). 把 217 写成 二 进 制 形式 ,就 得 到 最 后 八 个 数字 
为 11011001， 

111. 用 归纳 法 , 对 前 面 一 些 n{ 例 如 n= 二 1,2,3,4) 的 值 ,3" 
的 右边 第 二 位 数字 是 偶数 . 设 ?= Bed,(B 是 某 些 我 们 不 感 兴 
趣 的 数字 组 成 的 数 ,e 代表 一 个 侦 数 的 个 位 数 ,d 二 1,3,?,9 这 几 
个 数字 之 一 . ) 用 3 先 4 时 ,总 得 到 一 个 进位 9 或 2, 把 这 个 进位 
加 到 ee 上, 仍 得 偶数 ,有 时 会 又 得 一 个 进位 , 它 只 影响 右边 第 三 
位 数字 ， 

112. 1 000r 一 111 97 和 一 1 之 1 000m 一 111 978"—1 000", 
后 者 为 2"(989” 一 500") ,但 1 000" 一 1 是 奇数 ,所 以 1 000" 一 1 
1989" 一 500” ,但 由 1 000" 一 1>>989" 一 500” 知 明 显 不 可 能 . 


1 
113., Cnty < 2。，3…(n 一 1 十 1]), 如 果 # 十 1] 十 质 
2 


数 , 管 案 显然 是 否定 的 (除了 az 一 1 以 外 ). 在 所 有 其 他 情况 ,答案 
都 是 肯定 的 . 我 们 来 证 明之 , 设 af 1 一 加 >>3(Cpq， 户 >1)， 

第 一 种 情况 ;1 之 p< 过 gq 所 (n 十 DY/2<n 一 1, 在 此 情形 ,p,g 是 
Cn 一 171 的 不 同 的 因子 . 

第 二 种 情况 :六 一 9 对 n 一 3 有 人世 十 2 十 3)|31,n 守 3 时 有 gq 
2=>g(g—2) 交 1 过 29 十 1, 对 nn 十 1 二 王 有 #8 十 1 十 用 沁 二 29 
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解决 问题 的 策 贱 


+ 1 入 nn 这 29, 因此 (mn 一 1)1 中 有 因子 5 和 27. 
114. 我 们 证 明 5 Taprde=>254a’ 十 六 十 十 站， 
(5 天 十 六 一 (5 直入 十 5 (EY! ]O. CORkY: 
1]0t3k) 十 5 5 点 二 1， 
(5 二 2) (58) 十 58) + 2 10 +» {Ok)" "2 
二 0 (C58) 。2:-F5 DR: 2 二 2， 
下 是 (58 士 1 守土 l(mod 23), 且 (5 十 2)’ 寺 十 7(mod 25). 
而 从 1 一 1,7. 一 ?7 中 和 任 取 二 个 数 相 加 得 到 的 和 决 不 会 得 到 0， 
二 235. 或 35 二 5X7, 

11S, Cato a 一 =?7abtuto ta ab 二. 于 是 必 
有 十 a 十 大 .对 4 二 18,5p 二 1, 有 7 二 a? 车 ab 十. 还 有 别 拷 
更 系统 的 求解 方法 ， 

116. 见 14 音 第 4 节 例 1. 

117, Ca Tapti) (ec ted td’) 

=(a—wb) (a—ab) (ce—wd) (c—ad) 
= (ac—bd): +t{ac—bad} {ad tbe— bd) 
+ taadtb— bd). 
其 中 心 二 ew ?是 三 次 单位 很 ,w= 二 一 1 一 w. 其 它 的 解法 用 到 算 
阵 . 

118. az 十 by 二 1 是 一 个 机 图 . 如 果 (xzo ,yo) 是 该 顶 圆 上 的 
一 个 有 理 点 ,选取 一 条 过 点 Cxo,yo) 的 Ar 二 By 二 C=0,A,B,C 
EQ, 人 它 交 椭圆 于 男 一 个 点 Cri yi) isi, 绕 点 (x ;Yu ) 转 
动 直 线 就 得 到 无 限 多 个 有 理 点 ， 

让 19， x(x l(trtatri+) =y 3r)tr 二 3r+2) 
二 .左边 有 两 项 是 偶数 ,它们 差 的 一 半 为 1, 故 它们 互 质 , 这 表 
明 它 们 都 是 平方 数 ， 

to . 
而 最 后 这 个 方程 无 正 整数 解 . 
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120. (a) 首先 zr 三 0 或 1 (med 16), 右 边 是 0 或 1 
Cmod 16), 因 此 左边 至 少 有 三 个 是 栅 数 . 

《b) 易 见 m2 三 0 或 1(mod 16), 而 右面 至 多 是 1{mod 16)， 
故 左 边 至 少 有 三 个 数 能 被 5 整除 . 

《c) 左边 四 个 数 中 至 少 有 三 个 偶数 ,至 少 三 个 被 5 整除 . 故 
至 少 有 两 个 数 是 10 的 倍数 . 

121. 12" 十 9" 十 8" 十 6" 二 (3” 十 4”)(3" 十 2"), 因为 m==10a 
十 5 一 5(2a 十 1),- 故 有 委 十 各 一 咎 2 十 352 及 本 一 入 14 十 
3". 类 似 地 3 十 站 13" 十 2”. 

但 档 十 和 二 1 024 十 243 二 1] 267 一 7 。181 ,3 十 25 一 243 十 32 
一 275 一 11. 25, 又 有 1 991= 二 11 X181, 因 此 ,该 式 可 以 被 181 XX 
11 一 1 991 整除 . 

122. 解法 与 第 91 题 同 . 

123. 方程 的 左边 已 接近 一 个 平方 数 , 乘 4 再 加 1 可 得 

4 十 4 十 1 二 4x 十 4 十 Xx 十 4x 十 1 (2 十 卫生 
一 4 十 422 十 472 十 4 十 于 
左边 是 一 个 平方 数 . 我 们 证 明 右 边 在 两 个 相继 的 平方 数 之 间 . 
T(tr) 二 4r! 十 473 十 4x: 十 4x 十 1 
=(2x 十 zx) 十 {37 十 人 (x 十 1)， 
Tix) 二 4z7t 十 4 十 4 十 4x 十 1 
=(27: 十 x 十 1])? 一 x(zx 一 2). 

对 7 志 一 1] 或 7 六 0, 有 [37 十 17(r 十 1) 这 0 以 及 T(r) > 
【22 十 Xx) 

对 x<0 或 xz 疡 2, 有 TOY) 之 (2T 十 7 十 1)?, 对 x 之 一 1 或 并 
2 有 

{27 二 x <T(r) (2 十 十 1). 

只 要 检验 z 一 一 1,0,1,2 诸 情形 即 可 , 我们 得 到 ; 

(a) 六 一 一] 之 光 十 ?一 0 全 7 一 0 一 一 1 

‘hb) r=0=>y y=0y0,y=~—]; 
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《ec 7 一] 二 十 3 一 4 无 整 数 解 ; 

《qd 一 2 二 十 ?一 30->y 一 一 0,y 一 5 
故 整 数 解 为 (一 1, 一 1),( 一 1,0),(0, 一 ]),(0,0),(2, 一 6) 及 (2， 
9). 

124. 如 果 居 一 富 二 光一 避风 三 个 数 zx? ,xz?,y 成 等 差 数 
列 , 即 


ry ~=22Oty—r (rt y= (22). 
3 一 二 上 一 让 十 yy 一 2 出 此 得 2z 一 娠 十 于 前 两 式 相 加 ,. 相 
减 得 到 
1 二 
>. 
这 里 x,v 冶 候 性 必 相 同 , 故 诸 分 子 均 为 偶数 . 
125. 1,… 中 ,的 税 数 有 | mb | 个. 由 假设 ,1 ,2 …， 
1 951 中 没有 数 能 同时 被 ea ,ay 中 其 两 个 数 整 除 . 因此 
1 1 951 中 能 被 a ,… ,a 中 一 个 数 整除 的 数 的 个 数 为 
[1 951/ar j++L 1 951/as | 十 十 | 1 951/a0, | 
这 个 数 不 超过 1 951, 因 此 
二 1 二 .L951 


忆 ! Hy 


1 951., 1 951 + ,十 上 93 2 n+l 951<2 + 1 951， 


| 


1l<l 951， 


了 十 二 十， 十 寺 < 


人 | 


本 题 在 1951 年 MMO] 中 使 用 ,此 题 属于 Paul ErdSs. 2 9 
换 成 也 ,但 即使 眠 也 还 不 是 最 好 的 上田 


126. (a) 答案 是 36 一 5 二 11, 3G: 二 6* 的 末 和 位 数字 为 6,5" 
的 末 位 数字 为 5. 因此 ]64 一 5" | 的 末 位 数 为 1 或 9. 方程 6 一 5" 
三 1 无 解 ,否则 就 有 5” 二 (6: 一 1)(6t 十 1), 但 十 1 不 被 5 整除. 
对 大 二 1,m 王 2, 有 36* 一 25" 一 11(5t 一 6" 二 9 也 无 解 ,因为 不 
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是 3 的 倍数 ). 

《b) 1(1,1)1 二 7. 我 们 来 证 有 明 | 了 (msn) | 不 能 取 更 小 的 值 . 
因为 12 和 5 互 质 , 故 它 取 不 到 值 0,3,5,6, 因为 12* 是 偶数 ,而 
5* 是 育 数 , 故 它 也 取 不 到 值 4 和 2. 现在 要 来 排除 1 (m,n) | 一 
1. 若 六 ;二 1 之 5" 三 一 (mod 4) ,又 若 fl(m,n) 一] 字 12” 二 2 
(mod 4) ,这 与 12" 志 0(tmod 4) 巴 盾 ; 现在 朗 有 lm;n) 二 一 1， 
那么 

5 二 1(mod 3 二 有 一 3 头 -122 一 (入 十 1 天 一 1)， 
5t 圭 1(mod 4) ,所 以 St 十 ] 寺 2Cmod 4), 这 样 十 1 只 被 2 整除 
一 次 ,由 127 一 (天 十 1 《六 一 ]) 所 以 天 十 1 一 2。，3" 天 一 上 一 
2 13 "5 十 ] 和 5* 一 ] 中 只 有 一 个 是 3 的 倍数 ,这 是 因为 这 
两 数 的 差 为 2. 但 w==0 就 蕴 售 条 十 1 二 2 二 上 二 0=>n 一 0, 蕴 盾 , 这 
是 因为 0 全 及， 

另 一 情况 ;0 二 加 芒 针 一 ] 二 221 ,于 十 1 二 2，3", 差 2 二 2， 
3 一 2 二 各 一 各 一 1 ,而 这 对 任何 正 整 数 mm 都 不 成 立 . 

127. 等 式 ( 熙 十 x 十 1 一 十 ]) 王 x 十 十 ] 给 出 元 究 多 
组 解 (4, 一 ,7 ). 

128. (ay 我们 有 甩 二 (一 了 (一 1) 十 5Cmod 8), 由 于 
< =0,1,4C(mod 8) ,Cx —1)=0,3,7(mod 8), Cx — 1)(%—1) 
三 0 1,5fimnod 9 以 及 (一 (yy 一 1) 十 95 寺 2,5,6(mod 8), 我 
们 有 胖 半 (x 一 1 (¥ 一 1) 十 5(mod 8). 

《hb) 考虑 方程 有 一 《一 (一 1 十 5Cmod 9), 我 们 有 
z=0,l,4,7C(mod 9) ,Cx —1)=0,3,6,8(mod 9) ,Cx:—1) (Cy: 
—1)=0,3,6(mod 0) ,7 — 1)(¥—1)+5=5,6,8,2(mod 9). 
于 是 六 关 (x: 一 (YY 一 ]) 十 5(mod 9). 

(ec) nn 一 1 984. 化 简 得 让 十 光 十 疡 一 x 二 1 985. 想法 是 
求 方程 x 十 光一 1 985 的 解 ,然后 再 取 z= 二 xy 就 得 到 所 要 求 的 
解 . 研究 平方 数 的 个 位 数 并 试 算 ,就 很 快 求 得 了 十 4 二 1 985， 
31: 十 32: 二] 985. 于 是 (7,44,308),(3],32,3] X32) 是 解 ( 有 无 
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穷 多 组 解 ). 

129, 与 例 15 一 样 求解 ， 

i430. 与 例 15 一 样 求解 . 

131. 设 有 质数 p 使 得 户 二 a 十 太 二 dab cdia 交 
ec, 请 acy 刚 

p=ac tad tad i+ 

p=(actphd) ttad—b) =adAt+b) :T+ (ac— bd). 

由 于 {tac 十 bd} (ad Tb)=(a + cd+t(e td ab= plab 
二 rd)， 
要 么 有 plac+tbd 或 有 |aq 十 be. 如 果 plac 十 bd ,由 产 的 第 一 
个 表达 式 有 ad 一 be 一 0, 旭 ad=be, 也 即 邱 一 专 , 自 于 a>c, 我 们 
有 fc 和 a: 十 太 计 ec? 十 d?, 北 盾 1 

但 如 果 plad 十 bc, 由 p 的 第 二 个 表达 式 得 ac 一 6d 一 0 一 六 


一 乞 ,这 效仿 d>c. 但 我 们 已 假设 有 c>d 矛盾 ! 


全 下 art pa 
我 们 可 以 证 骨 上 一 CDOT 是 户 的 因子 , 且 1 一 


tp. 

132. 考虑 方程 让 十 y 十 一 3ryz: 用 视察 法 容易 看 出 一 组 
解 , 这 就 是 (1,1,1). 设 (r,y,z) 是 任 一 组 解 , 固定 y 和 =, 原 方程 
就 成 了 z 的 二 次 方程 , 它 有 两 个 解 x 和 .ri ,满足 zx 十 zi 一 3yg 即 
zl 一 3?x 一 .从 而 x1 也 是 整数 . 对 于 满足 该 方程 的 二 数组 (r， 
yx), 另 有 一 组 三 数组 (3yz 一 ryyyz). 的 确 , 我 们 有 
(3yr—7} ty 二 Tz 一 3(33 人 一 )z 二 29322 一 人 十 袜 十 座 十 中 

一 9 对 一 333984 

这 就 化 简 成 刀 十 兴 二 对 天 3ryz. 于 是 我 们 已 经 找到 了 此 方程 的 
无 穷 多 组 解 , 
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TI|1l 2 5 13 34 89 233 60 29 169 985 194 433 
yy. 1 1 2 5 1]3 34 89 233 5 29 189 13 29 
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 5, 


机 果 (x:y,z) 满 足 方程 x 一 y 十 全 二 37yz;y 册 (3x,3Yy,3x) 
满足 方程 中 十 十 尖 王 xyz， 

133. 见 13 童 问题 34. 

134. 3n 十 1 二 z2 ,dn 十 ] 二 六 ,YY 一 全 二 n=>y 是 奇数 二 是 
偶数 一 z 是 闸 数 旺 8|x, 这 里 用 到 如 于 事实 ;者 x,y 是 奇数 , 则 
8 | 一 2. 现 有 447 一 3 二 1, 从 而 4x 一 3 二 1, 令 呈 二 2x 妈 
得 w: 一 3y* = 二 1. 

这 个 Pell 方程 角 解 (2 十 Y3)” 一 ww, 十 Y3y。. 但 其 中 仅仅 第 
一 ,第 三 .第 五 … 个 解 有 偶 的 ww. 我 们 从 解 2+v3 出 发 ,反复 乘 
以 (2 十 V3 六 二 ?十 4Y3, 这 样 可 得 到 所 有 有 侦 的 ww 的 解 , 我 们 得 
到 递归 式 

tn = 2 = dr Dy Yt1 = Bt 7y,. 

由 zi =? yy Cmod 7 和 yt = 8 二 7y, xr 
《mod 7) ,我 们 得 到 党 一 疡 一 天 一 名 到 a=0Cmod 7). 因此 
?7 |. 

135. 在 问 了 49 个 问题 后 , 仍 有 一 个 乘积 (例如 alasa3) 尚 不 
知道 ,我们 把 所 有 ;天 0(mod 3) 的 a; 改变 符号 ,但 a 不 改变 . 这 
不 改变 对 那 49 个 问题 的 回答 , 但 乘积 确实 改变 了 ,这 是 因为 
aiazas 改变 了 符号 . 因此 只 问 49 个 间 题 是 不 够 的 . 但 如 果 50 个 
问题 的 答案 都 有 了 ,就 能 得 到 乘积 ,这 是 因为 

《QQ263 (ad Casa ads) 一 《aq 站 一 QIGzeesd50。 

136. 设 于 中 舍 3 的 最 高 杰 为 人 .把 写成 一 入 (33 十 r)， 
"三 1 或 2. 我 们 用 到 下 面 的 引 理 

王 十 十] zz 十 za 十 1 对 所 有 5 和 取 ,7r 伺 1121)， 
我 们 有 
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| 
4 二 27 十 1 二 权时 1 二 27 (9519 十] 
一 (23 1 
由 上 述 引 理 , 最 后 这 个 数 被 (2; 1 十 27 十 1 整除 . 由 于 这 因子 不 
是 1, 且 人 十 2 十 1 是 质数 ,可 条 (28 + 十 (27 Ja 十 1 一 (28 33 
十 23 十 ], 于 是 3 十 r 一 1, 即 *=0,r 一 1. 于 是 "一 3 是 3 的 需 . 
现 我 们 证 明 强 理 . 我 们 证 明 包 项 式 
prtT}=r rl 

在 六 十 + 十 1 的 根 处 取 值 为 0. 实际 上 ,后 一 多 项 式 的 根 w, 是 
三 次 单位 根 .但 ww? 二 oa 二 一 wy 二 wy 本 此 PP,(w) 
二 二 十 中 十 1 Eg (0) =o 二 Tw 十 1. 

137. ta) 由 2 十 7 二 3y 十 y 得 7 二 x 一 y 二 3x7: 一 3¥ 二 (x 
riayT Dy ry 2y = y) (2r+2y 二 
DD, 因为 3 十 3y 十 1 与 27 十 2y 十 1 世 质 ,ged(lr:,y:) 二 (gcdtx， 
I 二 了 一 所 以 37 十 3y 十 1 二 刀 与 27 十 2y 十 1 二 a? 都 是 平方 
数 , 这 就 证 明了 (a). 

(b 今 一 dy 一 daygcdta, 6) 一 1, 我 们 得 到 于 一 7 一 

y, 由 (a) 得 到 3a: 一 2 二 1 及 4? 一 db 一 da=>d 一 b 一 a,7+ 二 (5 一 
a)b,y 二 (6b 一 oj)a. 30 一 26 二 1 的 解 可 由 (CY3 十 Y2)*'' 二 a, Y3 十 
b, Y2 用 展开 药 才 ,或 更 简单 地 利用 递 推 求 得 . 出 

arHYS 十 加 TV 一 (a， v3+b, 2})(5+26) 
可 得 人 ntl =5a, 二 45, :D1 一 6a, 十 5 如] 一 一 ]. 下 一 组 解 是 
Qi 二 9, 如 二 11, 册 它们 又 得 出 2 一 223 2 一]8， 

138. 《bz 时 ,在 zl 中 会 的 2 的 笑 次 比 所 含 的 5 的 卉 次 
高 . 因此 x 之 2 时 ,n! 最 后 面 一 位 非 震 数 字 4, 为 俩 数 ， 

设 记 是 d, 的 周期 , 即 当 mm 时 有 d,., 二 4d. 我们 有 jp 之 
3. 取 于 使 (一 1)1 <10" 县 m 一 10" 一 1. 我 们 有 

TE joa tr100 ,1<a<. 
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但 (nD rt) tp) =10"(10" +1) (10" 


+p—1)=10"(p—1)! (mod 10%)=>21a4, 

男 一 方面 ,nt 二 10"(d 十 10w) ,Cn 十 p)!1 二 10'(q 十 10ro) (4d 
是 偶数 数字 ,Cn 十 p)! 二 nl +， 10ta 十 10w) 地 10 (4d 十 10vw) 一 
1043 十 10o * 10'(at 10uw=>d=ad (mod 10). 

由 此 得 ae 一 人. 类 似 地 ,2。10(2 。10* 十 1)…(2 。10* 十 力 一 
1) 的 最 后 非 零 数字 是 6 但 这 个 数 寺 2 ， 10* (pp 一 1)! 
《mod 10”"), 这 说 明 其 最 后 的 非 零 数字 是 2. 事实 上 又 有 6 :2 二 
2(mod 10) ,矛盾 ! 

139. 令 工 二 5 , 则 所 给 正 整 数 变 形 为 

= 十 2 十 让 十 十 1 二 (x 十 37 十 1 一 Sx(Cx 十 1)?， 

这 表明 所 给 正 整数 是 两 个 平方 数 之 差 ( 校 注 :5z 也 是 平方 数 , 因 
为 这 里 有 5+ 二 (5*)*) ,于 是 可 表 为 两 个 大 于 1 的 正 整 数 之 积 ， 
故 为 合 数 ， 

140. 我 们 用 以 a,6,c,d,e 为 要 的 畏 助 多 项 式 

P02) = pt Tq rt tsttau. 
因而 Pta) 十 Pi) 二 Plc) 二 Pld) +Pre) 一 0， 
pt 二 六 十 二 本 十 二 pa 十 坟 十 十 本 十 et) 十 glas 十 太 十 . 
To te)tirta tr ie te te)+stati+bhti+etdtite)— 
5abecde 二 0, 其 中 p 一 一 (a 十 5 十 c 十 d 十 eq==abTac 十 ad -十 ae 十 
pctbdibet+cdtcetde; 即 np 且 n1g, 后 一 结论 是 因为 29 一 
pp 一 《十 如 十 让 十 柜 十 EE). 从 而 得 出 结论 
十 部 十 c 十 十 一 Sabcde. 

证 明 中 何 姓 用 到 了 xn 为 奇数 这 一 条 件 ? 

141, 5" 十 l(a 之 2 时} 以 26 结尾 , 故 被 2 整除 ,但 不 被 4 整 
除 . 表达 式 5 一 1 一 (65 一 1)552 十 52 1 -十 5 十 1 中 ,后 面 一 
个 播 号 中 是 奇数 个 畜 数 的 和 ,所 以 5% 一 1 能 被 4 整除 ,而 不 能 
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527C2g 5 (tp — ] (5 t41 十 ]) 
可 得 出 结论 ;5*‘%1? 一 1 中 2 的 备 恰 比 5” “m0 一 1 中 所 含 的 
2 的 知 多 一 次 . 所 以 5* "710 一 1 能 被 2: 整除 ,但 不 能 被 2"73 整 
除 . 从 而 答案 基 n 二 2:. 
142. 以 :表示 该 和 式 ,我 们 有 


pay 1 i 
= 5 
(E11gx) 
名 日 | 
一 13979S1 
2 RT TA 
一 1979 。 己 . 


分 母 中 的 如 1 979 一 外 与 1 979 互 质 ,因为 1979 是 质数 , 故 这 
些 分 母 的 最 大 公约 数 不 是 1 979 的 倍数 ,因此 分 子 是 1 979 的 
倍数 . 

143. 用 4 来 乘 (x 十 1 一 站 二 3 十 37 十 1 二 ,得 到 3(027 
十 1 六 一 (2y 一 1)(2y 十 1). 因为 2y 一 1 和 2y 十 1 互 质 ,要 考虑 两 
种 情况 (gcdlrmsn) 二 1)， 

(8) 2y™—1=3m ,2y+1=n:; 

(b) 2y—1=m: ,2y+1=3n’, 
第 一 种 情况 得 ni 一 3m? 一 2, 它 无 解 ,这 是 因为 它 蕴 舍 六 圭一 
(mod 3), 在 第 二 种 情况 , 令 柬 一 外 十 1, 我 们 得 到 2y 一 4 本 十 外 
十 2 一 2(2 丰 十 吕 十 1 所 以 y= 二 (十 1)? 十 下 

144. 在 2 的 二 进 制 形式 VZ 一 和 ,记名 所 页 …( 记 E10,1)) 中 ， 
有 无 限 多 个 b=1. 如果 二 1, 今 m= 二 | 2 1V2 | = bh, 
就 有 


2 IB me 一 二 
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乘 十 v2 再 加 上 v2, 就 得 到 
2 2 mT!» 2+/2, 


即 |L Cm 十 1)Yy2| = 二 2. 证 毕 . 

145. (a)》 因 gedka ,人 一 1. Diophantine 方程 az 十 如 一 ] 有 
无 限 多 组 整数 解 , 荡 正 整数 xz,z=arz 十 pyz 因此 任何 整数 都 可 
表示 ， 

(b) 设 a,8>1( 有 1 时 显然 任何 非 负 整 数 都 可 ), 对 小 的 a， 
器 试验 后 可 得 到 下 面 结果 : 若 两 个 整数 m,n 使 得 mr 十 n= 二 ab 一 a 
—b,W m,n 中 恰 有 一 个 可 表示 成 axrtpy 形式 (zyy 是 非 鱼 整 
数 ). 

在 等 式 azx' 十 by 二 atz 一 BD 十 bly 十 a 四 中 ,可 肥 + 合 0 志 x 
一 Bt<p 一 1, 因此 ,在 加 ==ax 十 by,n 二 44 十 如 中 ,可 设 0 志 x 世上 
一 ] ,0 入 # 所 6b 一 1. 由 

Cazttby) i {taut br) =ab—a—ob, 
ab—~atziut+l}—btytoutl1)=0. (1) 
由 此 下 x 十 & 十 1. 而 因 Xx, 的 息 设 ,1 所 x 十 4 十 1 和 站 一 1, 从 而 六 
十 4 十 1 二 并 由 (1) 知 y 十 vv 十 1=0. 因此 ,y,v 中 有 一 个 是 负 的 ， 
另 一 个 是 非 负 的 , 显然 最 小 的 可 以 表示 的 数 是 0C(x 一 y 二 0), 因 
而 最 大 的 不 能 表示 的 数 是 ab 一 a 一 5. 所 有 洪 数 都 不 能 表示 ,所 
以 从 a8 一 a 一 5 十 1 以 土 的 数 都 是 可 以 表示 的 ， 

这 个 结果 属于 Sylvester, 这 是 Frobenius 问题 的 特殊 情况 ， 
该 问题 是 ， 

给 出 个 正 整 孝 a1,a42 ,ya 满足 gcd(alyaz…as) 一 ]， 
求 顾 大 的 G,, 它 不 能 表示 成 形式 Ti 十 azzz 十 十 anxrns 其 中 
x; 产 0. 直到 最 近 对 n 一 3 的 情况 也 没有 解决 有 的 人 宣称 说 解决 
了 ?= 一 3 的 情况 ,但 看 一 下 他 们 的 解 就 表明 并 没有 给 出 G 的 公 
式 . 只 是 给 了 一 个 简单 ”的 找 GG 的 算法 ,其 描述 花 了 好 岂 页 .一 
般 的 情 沈 在 这 意 立 下 也 可 解 , 对 G 的 公式 看 来 即使 对 z 一 3 并 
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不 存在 . 

146. (a) 一 个 Siotnik 可 拟 秤 出 ,因为 1 一 2X48 一 15 一 4X 
20， 

(b) 这 是 # 二 3 时 Frobenius 问题 的 一 个 例子 . 因为 不 知道 
一 般 的 解 ,我 们 要 用 一 些 技巧 来 找 册 不 能 表 成 下 形 的 最 大 整数 

487x 二 20y 15¢, ry,2 2 人 0 (2) 

我 们 可 以 把 它 写 成 3C16x 十 5z) 十 20%y， 这 里 16x 十 5z 可 以 取 从 
16X5 一 16 一 5 十 1 一 60 开始 的 所 有 整数 . 把 3(16x 十 5y) 写 成 
3(f 十 60), 就 得 到 3 十 20y 十 180. 现在 3 十 20y 可 取 从 3X20 一 
3 一 20 十 ] 二 38 开始 所 有 的 数 , 于 是 48z 十 15z 十 207y 能 取 从 218 开 
始 所 有 的 数 . 这 里 我 们 两 次 用 了 Syivester 的 结果 得 出 此 结论 ， 

147. 两 次 用 Sylvester 的 结果 ， 

bexrtecaytabe =c(briay) abz 

=ctab—a—bt ili) tabz 


一 和 Er 一 ac 一 下 十 rr 十 中 十 az 
ar 一 上 一 盟 十 1 十 
因此 ,Ber 十 cay 十 abz 一 2abc 一 a8 一 Be 一 ca 十 1 十 wu. 这 里 1,u 是 非 


负 整 数 , 我 们 断言 ,所 有 从 2abc 一 ab 一 br 一 ca 十 1 开始 的 整数 都 
可 以 表示 成 ex 十 cay 十 abz 的 形式 , 我 们 证 明 2abec 一 ab 一 训 一 
ca 不 能 表 成 此 形式 ， 
设 Brrtcaytabz =2abc—ab—be—ca 
hetr 二 1) 十 caty 十 1) 十 ap(z 十 1) 
=2abrc. (1) 
我 们 推出 jz 十 1 全 ge 安 十 1. 类 似 地 有 By 十 1 和 c 近 z 十 1. 而 
让 人) 推出 3ate 委 2ate. 矛盾 ! 
148. a 二 20 时 有 1280 000 401==a’ 十 a 十 1, 密 项 式 人 十 aa 
十 1 有 因子 十 a 十 1, 这 是 因为 十 三 十 1= 刀 十 w 十 1, 其 中 避 
是 三 次 单位 根 . 所 以 1 280 000 401 能 被 421 整除 ， 
149. 设 寺 十 ?一 G 2r 十 3 一 吾 , 字 十 2y 一 所 . 把 后 两 式 相 如， 
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得 
3o 一 站 十 后 【1) 

平方 数 模 3 只 能 是 0 或 1 这 表明 总 和 < 都 能 被 3 整除 . 但 那样 
的 话 ,a 也 能 被 3 整除 . 因此 (e73,p/3,c/3) 满 足 (1). 用 无 穷 递 
降 法 ,只 有 (0,0,0) 满 足 (1). 

150, 对 ”一 1,3: 能 被 23 整除 , 考虑 等 式 

32 一 1 一 (3?-1)(32 十 1) ,3 十 ] 尘 (一 1)? 十] 
三 2(mod 4). 

这 证 明 当 nn 增加 1 时 ,因子 2 只 增加 一 次 ,于 是 3*“! 栓 含 2 的 
rz 十 2 次 窦 . 

151. 国 为 人 aa 十 1 十 (十 17/ 关 ( 星 十 本 十 < 十 本 7ap B 
好 | oa, 我 们 又 有 吴 | 和 十 形 十 a 十 上 但 亚 | 于 十 至 . 因而 有 1a 十 六 
即 上 和 a 二 6. 

152. 问题 67 的 解 就 是 只 包含 数字 1 和 2 的 例子 ， 

153, 把 S 一 1 证 信 十 十 下 与 3 一 焉 十 (一 1] 六 十 十 
1* 相 加 就 得 到 ”25,,; 二 (十 mt 十 C2: 二 Cn 一 1) 十 十 ( 半 十 
1*). 
因为 上 是 亲 数 ,就 有 (Cn 十 1) 12S,i. 为 证 明 ne12S,i 可 略 去 3 中 
的 最 后 一 项 ,把 1 十 … 十 (mn 一 1)* 与 (nx 一 1): 十 … 十 1t 相 加 ,我 
们 得 出 nl2S%.s, 由 gedinyn 十 1) 二 1 即 得 nn 十 1) 125,4. 

154. 不 会 ! 数列 ni 从 某 个 标 导 记 起 变 成 常数 ,中 二 np+1 
二 ,确实 , 坟 二 +41 委 刺 十 9 0《( 对 所 有 此 ,其 中 ctr) 表示 到 
的 位 数 ). 设 数列 ni, 对 某 个 ni 是 无 界 的 ,我 们 取 一 个 正 幕 数 N， 
使 10N>>m 且 9<10NT1, 这 样 的 N 总 可 取 到 , mu 的 无 界 性 蓝 
会 吉 记 10~( 从 某 个 数 上 起 ), 故 在 小 于 10 的 请 数 ma 中 ,就 有 一 
个 最 大 的 数 , 记 为 ww. 然而 

10 nn 9 10 十 9" 之 10 十 10% 

这 意味 着 fpt1 从 19 开始 , 且 (Ri 一 个 于 是 m4 一 npt1 对 所 有 
KR 六 六 十 1 成 立 . 这 与 数列 ns 的 无 界 性 矛盾 1 换 包 话说 ;从 任何 


一 208 一 


mi 出 发 ,数列 mi 从 某 个 十 开始 不 于 改变 ， 

155. (a) 答案 ;1 962 十 DI1 962) 一 1 980, 从 (Cb) 可 看 出 如 
何 猜 到 这 个 数 的 . 

(b) 如 果 n 以 9 结尾 ,出 Ej 过 忆 ,如 不 是 以 9 结尾, 则 
有 五 + 一 巴 , 十 2. 对 任何 正 整数 mr 汪 2, 取 使 FEVy< 过 m 成 立 的 最 大 
的 NN, 则 Evii 宇 m, 而 N 的 未 位 数 不 是 9 于 是 或 者 Evi, 一 mn， 
或 者 Ew 一 m 十 1. 

156. 设 ni<a<bp<c<d<tn+1),ad 一 be, 则 

dd— a an., {1) 
我 们 要 导出 与 (1) 矛 秆 . 由 ad 一 be 可 得 
elfa 十 四 一 人 6 十 c] 一 (一 人 fa 一 ec 
由 此 a 十 4 半 &8 十 c. 现 有 (a 二 :一 (dd 一 2):=dad 一 4be<(p 十 
二 ,就 得 
(d—ay (atady—(tbio) =(atdtete) (tatad—b—e). 

右边 第 一 个 因子 的 每 一 项 都 法 :r ,第 二 个 因子 宇 1, 于 是 有 d 一 a 
2 这 与 (1) 了 矛盾 ， 

157. 把 方程 写成 形式 19(za 一 100) 一 84( 吕 十 1) .而 边 是 ? 
的 倍数 ,因此 左边 也 是 , 即 x 一 2 二 0C(mod 7). 但 妇 天 20tmnod 7). 

158. 尖 汶 a b=gcdlasb) :lem(a,b) 和 a 二 bgcd(a,b) 
十 lem(a,5) ,所 有 数 的 乘积 不 改变 ,而 和 增加 或 不 变 . 这 是 用 数 
论 的 不 变量 问题 . 

159. 设 2 和 5" 以 数字 4 开头 , 且 分 别 有 > 十 1 及 s 十 1 个 数 
字 . 则 当 #3 时 ,有 10'<2<(d 二 1) 10r 以 及 dd ，10:<5"< 
(4 二 1) ，1 人 9. 把 两 个 不 等 式 相 苹 ,得 到 d?，10"<<10*<(g 十 
1 10", 即 让 <10m 下 Cd 十 1 由 1 我 4 和 dd 十 1 过 10 就 
得 到 nn 一 r 一 s 二 1, 即 <10,(d 十 1)? 守 10. 这 说 明 4 一 3. 最 小 的 
例子 是 23=32 和 5: 二 3 125. 

160, 检验 x 二 a 十 太一 cy 二 2br,z 二 2ca. 可 设 4a 之 b>c, 这 
时 有 zx， 


一 20 一 


161. 寻找 同一 形式 3* 一 2+ 的 因子 . 令 玫 一 2 一 全 一 2 ， 
ft 之 2, 利用 对 EE 及 及 对 不 同 整数 *,y” 有 一 y|x* 一 这 一 事 
实 . 为 证 ?3 一 2 ,只 要 证 明和 窜 nn 一 1 可 以 被 2' 整除 , 即 
2:|13: 一 1( 这 蚌 因 为 2:|2* ) 就 够 了 . 

用 归纳 法 来 证 明 2"1713* (对 任何 :ENN). 对 t 二 1 是 显然 
的 . 设 对 某 个 t 此 结论 正确 . 则 3 一 1=(3 十 1)(37 一 1). 第 
一 个 因子 能 被 2 整除 ,由 归纳 假设 可 知 第 二 个 因子 能 被 2* 整 
除 . 

162. 令 z= 一 zx 以 去 掉 两 个 立方 数 , 得 到 2x? 十 y= 二 yy ,2 
=(y—1}y, 即 23 一 必 为 平方 数 .从 而 y= 二 2 十 1 ,I 二 1:(2#7 十 
1). 


163, 提示 ;全 癌 二 …n 的 最 小 n 是 36:2 二"…736. 下 面 得 
用 归纳 法 . 设 2 二 …adn, 其 中 4 是 n 左边 的 数字 ,网 有 2 二 … 
dn, 

164. 设 4D 和 n= 二 a 十 分别 是 白 球 , 黑 球 和 球 的 数 日 . 可 设 
a.>6, 则 有 


mn—] 2 
即 a==Cn 二 YR) /12,5 二 (nn 一 Yn)/2, 球 的 数目 必定 是 平方 数 对. 于 


Ra 人 


.4 .a—l ] nn 
nn 2 
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平均 值 
设 工 是 实数 ,最 基本 的 不 等 式 是 
了 于 0， (1) 


D0. (2) 
i=| 


在 (1) 中 , 仅 当 工 =0 时 成 立 等 式 ; 在 (2) 中 , 仅 当 对 所 有 2， 
zz 二 0 时 成 立 等 式 . 证 明 不 等 式 的 一 个 策略 是 把 它们 变换 成 (1) 
或 (2) 式 . 这 通常 是 一 条 漫长 的 路 ,因此 我 们 导出 一 些 与 (1) 等 
价 的 推论 ， 取 x=a 一 b, a 二 0, 访 >0, 我 们 得 到 下 面 的 等 价 的 不 
等 式 : 


+b >2aba2(a + ) 之 (at+6)? 吕 全 二 


>2pz+ 上 >2,z>0b 叶 和/ 全 a 


用 Va ,v5 代替 a ,5, 我 们 得 到 
atb2 Va > Va Vad>. 0. 
i 
minta,b) < < vas<ete ST Smaxtasb). 
这 是 调和 -几何 -算术 -二 次 平均 不 等 式 ,或 HM-GM-AM-QM 


不 等 式 . 反复 使 用 上 述 不 等 式 ,我们 已 可 以 证 明 大 量 其 他 的 不 等 
式 . 在 任何 竞赛 中 ,每 个 参赛 者 必须 能 在 和 名 种 情况 中 应 用 这 些 不 
等 式 . 这 里 是 一 些 很 简单 的 例子 ， 


例 1 二 二 2 ->2 对 任何 > 都 成 立 , 这 可 以 变换 如 下 ， 


二 


I 


例 2 对 a;6ycm0; 我 们 有 (Ka 十 日 C6 十 cj (Ce 十 a} 守 8abrc, 确 


be, a ab Vbe: vca =abec., 


例 3 如 果 aD>0,i 一 1,2 和 值 aiaz…ar 一 1, 则 
《1 十 aitfl 十 az 十 Go 2， 
除 以 ,我 们 得 到 
a ,二 :2 ， E> Va Va Va 
一 /ataa…as 一 1 
例 4 设 a,6,c,d 之 0, 我 们 有 V(tat+O (qd) 之 Vab 十 
vcd. 平方 并 化 简 , 我 们 得 到 ad 十 be 之 2Yabecd, 这 就 是 f+ 十 y 宇 
2 zy 
例 5 对 实数 asr 
十 世 十 局 之 ab 十 Bc 十 ca (3) 
证 法 一 : 乘 2,(3) 变 成 (2)， 
2 好 十 2 本 十 2 一 205 一 28r 一 2a0 
Oa) 二 (CB 一 ce)? 十 (c 一 2) 之 0. 
证 法 二 ;我 们 有 十 太守 24 玫 十 广 守 2bc ,十 a? 守 2ca. 相 
加 并 除 以 2? 就 产生 (3)， 


证 法 三 :引入 次 序 , 邑 设 某 个 是 最 大 (小 ) 的 ,因为 不 等 式 是 
对 称 的 , 设 a 之 6:>c. 则 
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a te 六 人 十 下 十 ca 人 Ca 一 站 十 站 一 站 一 CCa 一 5 
>OGa(la—D) 二 hp—c}—cta—bio—re) 
Oata—ptop (a—b}—c(tb—e) 
0Sta—e) (a 从 十 (5 一 0 完 0. 
最 后 一 个 不 等 式 是 显然 的 . 这 里 只 要 设 a 是 最 大 或 最 小 的 就 可 
以 了 . 还 注意 用 一 cCa 一 5 十 5 一 疏 代 赫 一 .Ca 一 c). 这 想法 很 有 用 . 
证 法 四 ! 令 f(aspyc) 二 十 六 十 呈 一 ab 一 Be 一 ca, 我 们 发 现 
下) 三 二 并 ae) 因此 了 是 二 次 齐 次 的 , 对 1 关 0, f(a， 
Ps20G ait 和 0 这 样 ,我 们 可 以 做 各 种 标准 北 . 例如 
可 度 a 二 1,5b 王 1 十 Xx,c 王 1] 十 yy 得 让 十 YY 一 ry 二 (x 一 y/2)? 十 
3/4y 之 0. 后面 还 有 更 多 的 证 法 ， 
例 6 我 们 从 经 典 的 分 解 式 
二 一 3abe 二 (a 二 bo 十 忆 十 ci 一 20 一 Bc ca) 
{4) 
出 发 , 电 {3), 对 于 非 负 的 a,6b,c, 我 们 有 
十 六 十 0 守 3a6cSSa 十 bc 


>3vVabe te Sabc. {5) 


中 间 一 个 不 等 式 就 是 在 左边 一 个 不 等 式 中 ,以 Ya,65 ,并 代替 a， 
of. 右面 的 不 等 式 就 是 对 三 个 实数 的 AM-GM 不 等 式 ， 
更 一 般 地 ,对 n 个 正 数 a， ,有 下 面 的 不 等 式 : 


< 二 a to /altad ta 
nn n 


max(ad, ), 
等 号 仅 当 a 二 4s 二 … 二 a 时 成 立 . 我 们 将 在 后 面 证 明 . 在 IM() 
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Ei 


例 7 了 我 们 用 (5) 于 Nesbitt 不 等 式 (英国 ,1903》 
F(ab)c>0). (6) 
它 有 许多 有 启发 性 的 证 法 及 推广 ,是 受 人 人 宠爱 的 奥林匹克 
问题 ， 我 们 把 左边 flab,e) 变换 如 于 ， 
4 十 5 十 c atbte atete 
bie atec a 二 pb 


1 1 
(a+b 二 (5 + 十- 二 5) 一 3 


一 了 


一 二 ((e 十 由 十 (十 c) 十 (c 二 oO- 


b= 


1 1 
+5TT) 3. (7) 


证 法 一 :在 (7)? 中 令 na 十 5 一 了 ce 一 ye 十 4 一 zx, 得 到 
1 1 1 
2flasb c=—(z+yt2) (T+ +t) 


二 {之 十 于 十 之 十 王 十 艺 十 之 ) 一 85. 
Tr YY TT 多 
— 
2 2 2 


当 zx 一 ?一 zx 即 & 一 6 一 < 时 成 立 等 式 . 
证 法 二 :算术 平均 -调和 平均 不 等 式 可 变换 如 下 ， 


wv tw 3 vt ww) (二 十 过 十 二 29 


> 
3 二 十 二 十 
HH 中 


8 | 一 


由 (7)， f(asb10) 字 了 一 3 一 了 
我 们 证 明 AM-HM I 
(ai 十 az 十 … -二 ao ( 十 二 + + )> 


纶 左边 乘 出 米 ,得 到 个 1 及 {”] 对 ai/a; 十 41/a.. 每 一 对 至 少 
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oe 
2, 因 此 左边 至 少 是 n+2，(”)= 关 


证 法 三 :对 (7) 的 两 个 括号 用 不 等 式 & 十 wv 十 也 宇 3Yuwme, 得 
到 
Favbc)3 半 .3 ,3 二 亲王 机 


3 


1 1 1 3 


atb bie cta ~ 2 
证 法 四 :我 们 有 fla,58,c) 二 f(taytbytc) 对 1 关 0. 即 ff 是 0 
次 齐 次 式 . 我 们 可 设 a 十 8 十 c= 二 1. 于 是 由 AM-HM 不 等 式 ， 


-1 3 
flasp,c) pt 十 3 之 广 3 9° 


b+e cta 

例 8 关于 三 角形 的 边 ape 的 不 等 式 是 很 常见 的 . 在 这 情 
况 下 ,三 角 不 等 式 起 着 中 心 的 作用 . 证 明 中 必须 用 到 三 角 不 等 
式 ,否则 不 等 式 将 对 所 有 正 数 的 三 数组 (a,5,c) 都 将 成 立 . 当然 
这 包括 了 三 角形 的 情况 

三 角 不 等 式 以 四 种 等 价 的 形式 出 现 ， 

1l.ath cbte a,ctarb. 

下 ,oa | 一 ea 一 cl ,cia—8|. 

NN. tatpb—ey {thte—a) tcta—b) 0d. 

TY. 4 一 y 十 ;5 二 z 十 Tc 二 7 十 y; 其 中 工 ,y,z 是 正 数 . 

如 果 知 道 c 二 maxCas5,c) ,对 a 十 >c 这 一 个 不 等 式 就 充 
分 了 . 工 中 的 另 两 个 不 等 式 自动 满足 . 我 们 证 明了 与 于 等 价 . 如 
打工 成 立 , 阴 也 成 立 . 设 亚 成 立 , 则 或 者 一 个 因子 都 是 正 的 ,这 就 
是 工 , 和 否则 恰 有 两 个 是 灸 的 , 设 第 一 .第 二 因子 是 负 的 . 把 十 
一 c<0 与 5 十 c 一 a<0 相 加 得 26<<0., 矛盾 1 

例 9 三 角形 ABC 中 , 角 平 分 线 AD,BE,CF 冯 于 点 证 
明 ， 


*3 


IA IB iIC.8 


i 
4 ~AD ”BE ‘CFS27- (1) 
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解 ; 这 是 1991 年 IMO 的 第 一 题 , 为 避免 用 三 角 , 用 下 面 简 
单 的 几何 定理 (图 7.1): 

三 角形 的 角 平 分 线 把 对 
边 分 戌 两 段 线段 的 比 是 男 两 
边 之 比 . 

因此 ,pp 二 CD= (aB) /eb 
tec),g= DB= acd (be). 
这 样 , 我 们 有 

Al_,, bite AT AI phe 


ID *P? og 'AD AITID afbte 


图 7.1 


类 似 地 
Bl _ 4 十 ec CI_ ab 


BE atpetite CF abte’ 
用 GM-AM 不 等 式 于 分 子 , 我 们 得 到 


ft 5 一 AI ， BI CI aitwio eta) 
Ab NOTAD BE CE™ (ab 二 ai 


8 , (8) 

atbte)? 3 : 
它 等 于 8/27, 这 就 是 不 等 式 链 中 的 右面 部 分 . 为 证 明 左 面部 分 ， 
我 们 用 三 角 不 等 式 


(atp—e atc—) tm—a) >0. (2) 
为 更 经 济 的 估计 ,引入 基本 对 称 网 数 
d=a 十 #8 十 c ,v=ab 二 bc 二 ca ,w=atr. (3) 
C3) 代入 (2) ,得 到 
—t 十 duv— Bt >0. (C4) 
另 一 方面 ， #<flab,e), (5) 
给 出 一 十 4uv 一 4tw >0, 6) 


由 () 显 热 成 立 , 因 此 (6) 也 正确 , 我 们 这 里 有 效 地 使 用 了 基 


本 对 称 画 数 , 在 处 理 变量 对 称 的 函数 时 它们 是 有 用 的 . 
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下 面 是 (5) 式 的 最 简单 的 证 朋 : 令 a 二 yy 十 z， i 人 一 人 
了 十 yt 见 图 ?7.2),7 王 x/(x 十 yy 十 xz),s 二 y/(r c 
十 yy 十 z) ,ft 二 zi/(Xx 汪 yy 十 zz). 我 们 得 到 2 < 


AL = 六 (1+7)， 上 
(1 ss), 和 一 专 (17)， 


fab c= (十 pr 十 (1 十 的 


1 
8 
言 Qt1trststttrtrst) 光 十. 


例 10 我 们 考虑 二 个 问题 
a 十 玉 十 中 十 368cr 之 a8fa 十 相 十 让 (十 ce) 十 caktc+ay (1) 
a {bite—a) th tcta—h) te (tate— ee) abe. (2) 
Catp—e) (hte—a) {rta mabe (3) 
第 一 题 取 自 1975 年 AUO, 第 二 题 取 自 1964 年 IMO., (1) 
是 对 任何 a,5,c>0,(2) 是 要 对 三 角形 的 边 证 明 的 , 实际 上 三 者 
都 是 等 价 的 ,请 自行 证 明 . 但 (2) 较 简单 ,因为 可 用 三 角 椒 等 式 . 
我 们 证 明 (1), 它 关 于 a,b,c 是 对 称 的 ,我 们 可 设 esp<se. 
此 外 这 不 等 式 是 三 次 齐 次 式 , 所 以 可 以 差 一 个 因子 而 使 e=1,6 
一 1 二 ze 二 1 十 (Cr20,3y 之 0). 把 这 些 代 入 (1) 经 普通 的 化 简 ， 
我 们 得 到 了 下面 的 一 串 不 等 式 . 
a he a 
Sr yry ry Tr ryty ry(rty) 
OT Fy (ry 二 ry ry(riy) 
OGLrT yr ~ ryty —ry) try 
之 0 和 (十 十] 全 一 3 十 了 人 2 人 
最 后 一 个 不 等 式 是 显然 的 , 如 果 引 人 基本 对 称 函 数 就 得 到 wi 一 
4 十 3zuc20. 如 果 知 道 一 些 关 于 xsmpyw 的 简单 的 不 等 式 , 这 是 
有 帮助 的 ， 
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例 1 Cauchy-Sehwarz 不 等 式 {CS 不 等 式 ) 对 任何 实数 


.证 


Par th) 一 Da tar ab + D0 
这 个 一 次 多 项 式 是 非 负 的 ， 即 它 的 判别 趟 po0. 我 们 得 到 
数学 中 一 个 最 有 用 的 不 等 式 ,Cauchy-Schwarz 不 等 式 
(ai 十 Ca 下 十 十 再 
(a? 十 量 十 十 a C6{ 十 扣 十 十 硫 》. 
用 向 量 4 一 (ai ass G0) 六 一 1 bo ,6b.) ,就 得 到 
(a Bla: | 
性 当 a 和 上 线性 相关 时 才 成 立 等 式 ， 
用 这 个 不 等 式 , 我 们 证 明 对 n 个 实数 的 AM-QM 不 等 式 
(1 十 1: 十 十 1] a) 
(十 -十 Dj (ai a 二 ). 
两 边 取 平 方 根 再 除 以 n 就 得 到 结果 ， 
作为 另 一 个 例子 ,我 们 求 函 数 > 一 asinz 十 pcosr 的 最 大 值 . 


其 中 a>0,6>0,0<r< 5. 


(asinz 十 5coszr)2<s(a Th ) (sin rt+ eos r)=a, 
最 大 人 慨 / 字 十 丁当 aa 一 sinzryeosz 一 tanzr 时 达到 . 

例 12 排序 不 等 式 . 最 后 ,我 们 考虑 一 个 有 趣 而 有 力 的 定 
理 , 它 使 我 们 能 看 出 许多 不 等 式 的 成 立 . 

设 Hi pn 和 和 bi sbe se sb, 基 正 实数 列 ， 设 CH ra i 
是 ,如 ,… ,6 的 排列 ,在 nl1 个 和 式 

S=qac 二 aac 十 二 ancs 

中 ,那个 是 极端 的 , 即 最 大 或 最 小 的 呢 ? 

考虑 一 个 例子 :有 四 个 盒子 中 分 别 放 有 面值 为 10 元 ,20 
元 ,50 元 及 100 元 的 纸币 . 你 从 四 个 合子 中 分 别 可 拿 出 3,4,5,6 
张 纸币 ,但 你 可 自由 选择 把 3,4,5,6 与 盒子 的 搭配 . 为 了 得 到 尽 
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量 多 的 钱 , 可 用 货 束 算法 : 取 尽 量 多 的 100 元 的 钞票 , 即 6 张 , 然 
后 到 尽量 多 的 50 元 的 钞票 , 即 5 张 . 然后 取 四 张 20 元 ,最 后 是 
二 张 10 元 的 钞票 . 如 果 你 取 三 张 100 元 ,四 张 50 元 ,五 张 20 元 
皮 六 张 10 元 的 钞票 ,得 到 的 钱 数 是 最 少 的 . 
定理 ”和 S$S==aBi 十 qz 本 十 … 十 qb 取 最 大 愤 , 如 果 两 数列 
Qld ndn 和 Pi 是 同类 型 的 , 即 都 是 上 升 的 或 都 是 下 
降 的 , 而 当 是 相反 类 型 即 一 个 上 升 男 一 个 下 降 时 ,这 和 式 是 最 小 的 ， 
证 明 : 设 >4r 考虑 和 和 式 
S=ald 十 Ge 十 十 Er 二 十 Ge 十 -十 Ge， 
S 二 gj 十 azcz 十 二 acy 十 二 ac; 十 "十 a 
S 是 在 S 中 把 cc, 对 调 而 得 的 和 式 , 这 样 
S'—S=ac, ac —ac,—ae,= (a, 一 如 fc 一) 
从 而 
a green 
例 13 我 们 证 明 = 个 数 的 AM-GM 不 等 式 
设 让 0, 令 c= 二 VT Te EA 
gy= (7 /la be =a b=1/a, 一 1 
出 排序 不 等 式 , 我 们 有 
aibi Tazsbs tt abs ab, tad ta ttab,_,, 


1 十 1 十 人 … 十 ] 委 二 十 汪 十 十 各 


i 
Hi J, 


例 14 最 后 我 们 推导 Chebyshev 不 等 式 . 设 HA] rd 
和 ,bs ,如 是 同类 (都 是 上 升 或 下 降 的 ) 数 列 ,出 
ob abst tab, =a diab tad,, 
mb abs ta babe Tasbs ta pb, , 
a tasbe tT ab Sab Taps 二 ab;, 


中 二 Ga 有 二 二 
把 这 些 不 等 式 相 加 ,我 们 得 到 
nab tasbs ta b,) 
之 ta 十 az 二 "十 a) (bb ) 
Qa2 全 十 各 十 后 十 十 六 


好 为 
| bl 十 Ge 下 十 站。 
。 


这 是 原始 的 关于 平均 值 的 Chebyshev 不 等 式 . 类 伏地 对 于 得 瓜 
类 型 的 数列 dr 和 p, ;可 以 证 明 : 
全 1 Ditasbs tt ab, 


i 


< 十 Gs 十 ** 二 a， , 起 | 十 5, 十 … 十 声 
Te 7 天 虽 


我 们 引进 数量 积 的 新 的 记号 


网 的 |=ab+t btasb 
bb 扩 HiDY TAs 如 3 也 3， 


例 15 当 a,b,c 0 时 ， 
3 fa bp CC a | 
a Tbe | pe 上 > a 
=a:Bb+F eteia. 
例 16 对 任何 正 数 a, 5, c,， 数列 (ac) 和 
(17(8 十 c), 170c 二 ea, Ta 十 六 ?是 同类 型 的 ,所 以 我 们 有 


可 古 三 由 上 
攻 1 ,>| 1 :| 
十 c cia attb 二 a be 


atp 
a a e a ce 
二 二 直 店 南开 
二 ce cia até +b b+te ca 


把 这 两 个 不 等 式 相 加 ,我 们 得 到 
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2 (phat 
这 又 是 例 7 了 中 的 Nesbitt 木 等 式 ， 
例 17 设 aD>00 一 1 2 93) 一 十 Gz 十 … 十 ea, 证明 
不 等 式 : 


22. 


2 > 2 


了 一 让 | 一 如: 5 一 如” Nn—1] 
显然 ,数列 La 与 li/{s—ar}y l/s— oa) ye, l/s 
一 &,) 是 同类 型 的 ,于 是 


Al Le Cr 
1 | 归 中 中 1 
4 所 | $1 籽 ? 3 dn 


性 1] 议 > Hn 
>| 1 1 1 ja 


1 $1 

把 nn 一 1 不等式 相 加 即 得 所 要 的 不 等 式 . 
例 18 求 sinixr/cosx 十 cosix/sinr 的 最 小 值 ,0<r<x/2， 
数列 (sim?x,cossx) 和 (1/sinr,1/cosx) 是 相反 类 型 的 . 这 样 


Sin coOsix 
| 1 1 > 


Sin r cosr 
1 号 et 
cosT Sinr sinr cosr 
例 19 证 明 不 等 式 ; 
a 二 十 ca bc+ cateiab, 
我 们 用 数量 积 在 三 个 数列 下 的 推广 ， 
a EE a 
: b > pg ec | 
a pb rc cc a #6 
在 左面 的 三 个 数列 是 同类 的 ,右面 不 是 . 
不 义 前 在 (数学 杂志》CMathematics Magazine) 上 提出 了 下 
面 的 不 等 式 . 
例 20 设 xr xz 是正 实数 ,证 明 ， 
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了 ri rT 《十 区 十 Ts 十 十 
证 明 立 即 可 得 ,把 上 面 的 不 等 式 写成 


于 1 二 [| pn | ,证 生 晤 哩 时 hn 
Tl To i 2 3 汪 ] 
> 
证 1 证 2 ”9 过 1 A 


例 21 三 角 不 等 式 . 本 节 中 讨论 关于 三 角形 的 不 等 式 . 从 
例 21 和 例 22, 学 生 可 学 到 关于 三 角形 的 几何 和 三 角 的 知识 . 
我 们 把 三 角形 的 三 边 长 表示 为 a;b,c. 对 角 将 用 a,8,7 表 
示 , 面积 用 4 表示 ,内 切 加 半径 为 7, 外 接 回 半径 为 民 , 两 个 必 不 
可 少 的 定理 是 余 蓄 定理 ， 
二 十 太一 2abcosy( 太 御 环 轮换 ) 
和 正 芒 定理 


a a 对 


sina sing siny 


三 角形 的 面积 是 


1 psny— Locsine— ac 
A= pabsiny—= 3 bcsine— Facsing, 


我 们 从 一 个 不 等 式 开始 ,我 们 将 证 明 并 以 各 种 方式 加 强 . 
证 明 : 对 于 边 长 为 a,5,c 的 三 角形 ,面积 A 使 
a 十 天 十 之 4Y3A. (1961,IMO) 
这 个 不 等 式 属于 Weitzenbeck. Math. 2Z. 5 137~146,(1919)., 


主要 的 想法 :我 们 猜测 只 有 等 边 三 角形 才 成 立 等 式 , 这 个 想 
法 是 大 多 数 证 法 的 指导 思想 . 


证 法 一 : 边 长 为 c 的 等 边 三 角形 的 高 为 C 
多 V3 以 c 为 边 的 三 角形 的 c 边 上 的 高 为 也 ~ 
上 
3Y3 十 y 高 把 边 分 成 二 一 7 及 态 十 这 里 了 ， 4 了 
y 是 与 正三 角形 的 偏差 .于 是 我 们 有 ( 见 图 7.3) 图 7.3 


A 


十 好 2/3c( Bt,) 


=2x 十 2y: 之 0. 
当 且 仅 当 x 一 y=0 时 成 立 等 式 , 即 对 等 边 二 角形 成 立 等 式 . 
证 法 二 :这 是 上 面 解 法 的 更 为 几何 的 方式 . 设 a<b<e, 以 
AB 为 边 作 等 边 三 角形 ABC . p 一 |CC | 是 与 等 边 三 角形 的 差别 
(CC 在 4B 同 便 ). 由 余弦 定理 
天 一 全 十 一 2accosf8 一 60”) 
一 经 十 所 一 2acfcosBcos60 一 singsin60") 
=—a’ tc —accosf—y3acsing 
二 4a’ 十 一 2 V3A— (2accos ) 


2 12 | .3 
_ -二 一 一 2 /SA 


= 访 (at 一 4V3A)>0. 


因为 p* 非 负 , 且 恰当 =0 对 才 等 于 0, 妈 a=b 一 c 时 等 于 0. 

证 法 三 :用 反 证 法 , 设 4y3A2>a: 十 器 十 c, 等 价 变换 后 得 到 

4 3A>a te + eabesing> Car tt es). 
由 余 束 定理 25ceosa 一 玉 十 喷 一 如 ， 
把 两 个 式 子 平方 再 相 加 就 得 到 矛盾 
a a! 十 术 十 ci 
a C—O—a:): <0. 
证 法 四 :由 Heron 公式 和 AM-GM 不 等 式 ,我们 得 到 
16A? 一 (ae 十 二 十 cfa 十 间 一 ga 一 加 ec) pte—a) 


<(atbto. (et), 


一 224 一 


Pe a CE 
a ET I i 

. 琶 六 

' Ei Eh La 

站 


atote) _ ss fattbte’: ~ eatF+te 
4 一 中 ee Se 一 
3v3 ( 3 ) Si 3 


即 a 十 六 十 必 守 4Y3A. 等 式 恰当 4a 一 5 二 c 成 立 . 


证 法 五 :qa? 十 了 十 这 gb 十 be 十 ca 二 2 (se Tagt sy). 


现 我 们 使 用 Fz) 一 二 一 是 凸 函数 . 由 由 性 
fl tf +f (2 人 7 )}=37(6o 
2 
一 3。 二 一 2 /3， 
万 v3 
即 @2 十 下 十 c324 4 
证 法 六 :我 们 证 明 略 为 推广 的 结论 
2a 26 二 20: 一 (人 一 下 并 十 [一 C2 十 Ke 一 中 3 
十 208 十 28r 十 2ca2 
一 (aa 一 上 壮 十 (一 5 和 十 Ce 一 个儿 
总 


十 44 (二 十 下 ty ). 


32243 
我 们 得 到 推广 (Q= (ec 一 的 ?十 地 一 中 2 十 (ce 一 @)2) 


Q 十 昂 十 ce 六 区 二 4VSA， 
证 法 七 :在 十 本 十 c 中 ,用 太古 c 一 2bccosa 代替 4 ,得 到 
a Tedy3A 一 2 本 十 只) 一 28ccose 一 258c v3sina 


—206 Fc) — 2bc(cosety3sina) 
20F 二 dbe 
一 2 一 CD， 


其 中 cose-VSsine 一 2 二 cose 十 坚 sinaj 一 2 =。 cos(o— 80°). 
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等 式 成 立 怡 当 5= 二 ec 有 目 a 二 60", 即 a==#==c 时 ， 
证 法 八 :Hadwiger-Finsier 不 等 式 (1937) ,这 是 更 强 的 排 广 ， 
a = 二 2hecosa= (be) +20c(]— cosa) 


一 全 一 c) 十 44， 全 一 cosa) 
Si 


一 (一 ec 十 44 tan 全 


这 里 我 们 用 到 了 1 一 ecosz 一 2sinz ,sina — 2sin Scos 5. 这 样 ， 
a 二 六 十 0 二 (a 一 十 (6 一 ce 十 (ec 一 a)? 
44(tan 名 十 tan 如 十 tan 立 )， 
因为 各 ,了 , 志 一 至, 函数 tan 是 凸 丽 数 ,于 是 我 们 有 
tan 多 十 tan 号 十 tan 信守 3tan LY 3tan30"=Y. 


当 a 二 Bp 一 y 时 成 立 等 式 ,这 样 我 们 有 
d+ 二) T(t+(c~a) +4vy3A. 
证 法 九 : 我 们 有 下 面 的 等 价 的 不 等 式 ， 
a 二 Cc 守 dy3A， 
(a 二 +c 4d8A? 
=3tatbt+to(tatb—c) (a—btioi) pte—a), 
(十 太 十 c) 守 3(2a26 二 2b 二 20 一 ai 一 侯 一 c1)， 
da’ + dp! de —daip —dh ec dca 20, 
(a0. 
证 法 十 ;我 们 作 三 负 不 等 式 , 它 对 等 边 三 角形 成 立 等 式 . 
cap + ce) {ca} 0, 
即 a + ab 二 bet ca. 
髓 由 角形 面 积 的 公式 , 我 们 用 到 


_24 ,24  _24 


ab 二 一 — y Ca 
siny” sing’ sing 
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-ee 

了 te 
和 
-a . 

: a a = 


用 这 些 式 子 的 右 端 代 人 前 面 的 式 子 ,我 们 得 到 
4+ 好 十 >2A (二 tagt ty) 

如 解法 五 即 得 . ‘实际 上 证 法 十 与 证 法 五 基本 上 相同 》 

证 法 十 一 ;我 们 再 证 明 Hadwiger-Finsler 不 等 式 

十 闻 十 这 4 y3 有 A 十 (a 一 十 (8 一 c)? 十 Cc 一 a)?. 

我 们 把 不 等 式 变换 成 形式 

a — (hb—e)+h ea) te —(a—b) 43A 

Ca—b+e) ata me te meta thtite—a)ti+ {tc—atd) 
(cta—)4v3A, 

售 XI 二 一 a 十 # 十 cy 二 4 一 上 十 cz 二 a 十 b 一 c, 国 为 三 角形 三 边 
aipc 满足 三 角 不 等 式 , 工 ,y ,x 只 必须 是 正 数 . 对 于 上 式 的 右 端 有 
4Y3A 一 3 "V(rtyie) zy, 

所 以 我 们 得 到 
7 十 yz 十 2xt2BV3。w(Y 十 YY 十 二 并 y， 
除 以 zy, 再 令 了 一 1zo 一 1 四 一 1/z ,我 们 得 到 
云雨 十 过 3: N+ 充 + 亦 ， 
a "Vt wt wed. 
两 边 平方 再 化 简 ,就 得 到 熟知 的 不 等 式 
十 二 wv ww 二 ven, 
对 于 三 角形 的 另 一 经 典 的 不 等 式 我 们 只 给 两 个 证 明 ， 
例 22 设 民 和 yr 分 别 是 三 角形 的 外 接 回 半径 和 内 切 国 在 
径 , 则 RR 之 2r, 
证 法 一 :三 角形 的 面积 A=rs, 其 中 s 是 半 周 长 , 由 正弦 定 
理 a 二 2Rsina; 我 们 得 到 abc 一 2bcRsina 二 4RA, 即 R 一 abc/4A. 
因此 
R_sabk__ sp 
r” A? dsCs—ay (ts—b)(s—e) 
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因 站 加 坟 网 妨 作 


__ 2abe 
(ae—e) {ta—b+te) {bt em—ay" 
KF 2abc_ _ 
r vaie 
成 立 等 式 愉 当 a 十 一 rc 二 a 一 上 十 c= 二 一 4 十 8 十 ca 二 6=c 时 ， 
证 法 二 : 下 面 卓越 的 证 法 是 属于 匈牙利 数学 家 Adar 的 . 
他 考虑 三 角形 三 边 中 点 的 外 接 圆 的 半径 ， 显 然 它 是 RR/2， 而 儿 
乎 显然 的 是 尺 /2 之 7 或 RR 之 2r， 实 际 上 经 过 以 二 个 顶点 为 中 心 ， 
以 和 和 A 《OA A 全 1) 为 系数 的 位 似 变 换 ， 这 个 
圆 就 能 变 成 内 切 圆 。( 注 ， 另 一 种 说 法 是 ， 所 考虑 的 圆 是 三 角 
形 的 凡 点 图， 半径 是 Ri2.。 它 于 二 角形 的 边 BC 变 于 BC 的 中 
点 及 BC 上 高 的 重 足 刀 ， 如 果 AB 关 AC，D 与 BC 中 中 点 不 重 
合 . 在 BC 边 的 A 点 的 男 一 便 可 作 与 BC 平行 的 九 点 圆 的 切 
线 ， 而 对 妇 丙 条 边 也 可 这 样 做 ， 三 条 场 线圈 成 一 个 三 角形 
4BC. 它 是 与 ABC 相似 的 三 角形 ， 而 ABC 的 九 点 项 是 
A'BC' 的 内 切 圆 ， 因 此 R/2 : 就 等 于 A'B’: AB, 而 A'B'C' 
显然 比 ABC 大 ， 比 值守 1， 当 且 仅 当 ABC 是 等 迪 三 角形 时 
A'BC' 与 ABC 重合 . ) 
例 23 ”Carison 不 等 式 . 我 们 从 Cauchy-Schwarz 不 等 式 出 发 ， 
(Cab aabs tt ab, ): 
(a 十 十 十 a2)( 训 十 屯 十 … 十 本) (CS) 
人 恰当 ta ae a) 二 A061 Bo, ) 时 成 为 等 式 . CS 给 出 


Cate) = {a0 ， ta 2) 


alc 二 ci 十 二 ac: ) ( lL + 十 ds 十 二 ). 
C1 Cn Ch 


令 C,= 训 十 广 十 … 十 证, 我 们 得 出 
1 Co Cs 
《di 十 十 人 于 CC 十 十 ac 【1》 
地 A —n, 我 们 有 
— 228 一 


区 


《ai 十 十 四 KG 十 全 人 十 -十 王八 


1 » 
其 中 CC， li art tC 当 nn 一 oo 时 . 


就 有 (a 十 …… 十 aoD2< 于 (他 十 吧 本 十 …… 十 下 a3). 


这 就 是 Carlson 不 等 式 (1934). 这 不 等 式 中 于 不 能 再 改 成 更 
小 的 数 来 加 强 . Carlson 最 吕 一 上 十 于 /并 得 到 


对 全 十 -二 cc =iP+=Q. 五 天 叶 十 十 吧 2 


二 a 十 2 十 二 Wl， 
由 {1) ,他 得 到 
NEL 
| 
其 中 Co 一 上 17 下 十 中 pt Mi 
i 
zit tet 


在 图 7.4 中 ， HR 
页 一 序 ;|OM 一 ] | ， [OM | ™ sinay 


-FTI “Fn sine,s 


， 1 
St 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
vCal) vet 
1 
ET 
Fs < sinon Con, 
ll 1 
CITEHR tT 


a 十 十 oq 之 
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hl 


(Caitetan) P+ 


令 7 二 vyQ/P, 得 1tP 十 Q@/ 二 2y PQ, 这 样 
Ca 十 as 十 a) <xvPQ 


《ai 十 Ga 十 二 
< 十 二 2 (2) 
这 是 几 个 Carlson 不 等 式 中 的 第 二 个 ,这些 不 等 式 一 个 比 一 个 
奇特 . 
关于 西 性 的 三 个 问题 . 


例 好 考虑 下 面 的 1980 年 美国 奥林匹克 题 ， 
la,b, e202 + te 
+ (0a Ll, 

操作 性 的 解法 需要 大 量 的 技巧 ,但 有 不 用 任何 操作 的 解法 . 
把 不 等 式 的 左 端 记 为 f(a,5,c), 这 个 函数 定义 在 闭 的 凸 立 方 体 
上 , 函数 fta,5,c) 对 每 个 变量 是 话 格 凸 的 ,因为 对 每 个 变量 它 
的 二 阶 导数 都 是 严格 正 的 . 了 在 端点 处 取得 最 太 值 . 即 在 从 个 顶 
尽 C010,0),…,(1I,1,1) 处 取 最 大 值 ,因为 它们 是 闭 正 方 体 的 仅 
有 的 有 下 列 性 质 的 点 ;: 它 不 是 正方 体 中 另 两 个 点 的 联 线 的 中 点 . 
所 以 f 的 最 大 值 为 1. 这 一 证 明 在 IMO 中 可 被 接受 ,只 要 再 引 
用 Weierstrass 定理 ,在 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 可 取得 最 大 值 和 
最 小 值 . 

考虑 下 面 的 1992 年 存 Odessa 的 全 苏 奥 林 匹 克 题 ， 

例 25 四 面体 KLMN 的 顶点 在 四 面体 站 BCD 内 (或 在 这 
上 , 面 上 等 ?证 明 KLIMN 的 所 有 这 长 之 和 小 于 ABCD 的 这 长 之 
和 的 4/3 司 ， 

这 个 题目 也 许 比 前 题 更 难 . 只 有 由 个 学 生 解 出 . 两 个 是 用 中 
学 数学 做 的 ,两 个 则 用 了 大 学 数学 . 我 们 考虑 大 学 水 平 的 解 . 这 
解 是 很 简单 的 . ABCD 是 个 有 界 的 凸 闭 区 域 . K,L, M,N 在 


一 230 一 


第 芝 宣 不 等 趟 


ABCD 内 ,函数 fCK,L,M,N)=KL 二 KM 二 KN+LM+LN 
十 MN. 这 是 在 定义 范围 内 连续 的 函数 ,因为 了 是 严格 凸 的 , 它 
在 端点 处 取得 最 大 值 . 了 的 严格 凸 性 是 由 距离 函数 的 严格 凸 性 
而 得 的 . 这 样 ,我 们 就 有 一 个 有 限 种 情况 的 问题 . 由 三 角 不 等 式 ， 
即 得 结果 . 473 这 个 数 不 能 再 小 , 当 四 面体 最 长 楼 为 AB 时 ， 
面体 棱 长 之 和 >>348B, 但 可 很 接近 ,而 取 KLMN 使 它 的 棱 长 之 
和 接近 于 4AB. 

中 学 方法 的 证 法 基于 使 用 三 角 不 等 式 . 

例 26 平 盏 上 给 定 一 个 nCn 尝 2) 个 点 的 有 限 点 集 P， 对 竹 
一 直线 1!，S(L) 表 示 忆 中 点 到 i 的 距离 的 和 ， 考 虚 司 SC) 最 小 
的 直线 [所 成 的 集 上 L. 证 明 ; 上 中 存在 一 条 直线 过 书 中 的 两 个 
点 . 

我 们 考虑 工 中 过 己 中 某 点 的 直线 !， 把 一 条 直线 换 成 平行 
与 它 的 直线 , 直至 通过 忆 中 的 一 个 点 , 可 和 使 SC 不 增加 . 取 
EL, {过 PP 中 的 一 点 A&A. 把 i 绕 A 点 旋转 ,上 $5 表 示 旋 转 的 角 
麻 , 设 各 是 ! 还 通过 P 中 点 AiCA 隆 太 ) 时 相应 的 的 值 ,并 记 
惟一 AAA 当 4 旋转 角 加 时 ,了 中 点 与 2 的 距离 的 各 是 5 (C$) 


- Da | sin($ 一 各 ) | ,函数 S($) 是 叫 函 数 的 和 ( 当 $ 限制 在 


每 个 区 间 [ 和 ,不 +1 中 时 ,这 样 ,SC$) 不 会 在 [ 胡 , 和 +11] 的 内 点 处 
达到 最 小 值 . 从 而 在 某 个 内 处 达到 最 小 值 . 
例 27 三 角 代 换 . 证 明 对 正 数 人 本， 


vabthcads latad) be). 
把 这 不 等 式 变换 成 


a 让 C d 
Yata' Notre Note Natast 
令 a/(atd)=sin?esb/(6 十 c) 一 si?B(0<asp< 持 ). 不 等 式 就 
有 形式 sinasin8+ cosacosfgs1, 即 costw 一 及 之 1, 
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证 明 不 等 式 的 策略 ， 

1. 把 不 等 式 变换 成 形式 > p, , 户 关 0. 例如 p: 二 27 

2. 表达 式 是否 会 提示 AM,GM,HM 或 QM? 

3. 是 否 能 运用 CS 不 等 式 ? 这 是 特别 微妙 的 ,这 个 不 等 式 
在 远 比 你 想到 的 多 得 多 的 情况 下 下 使 用 . 

4 是否 能 运用 排序 不 等 式 ” 这 个 定理 用 得 过 少 了 ,在 许多 
意外 的 情况 下 都 能 用 它 . 

5, 不 等 式 对 变量 ae,c,… 是 对 称 的 吗 ? 在 此 情况 下 ,下 设 
Gas-<e… 有 时 可 设 a 是 最 大 或 最 小 的 . 把 不 等 式 表 示 成 基本 
对 称 肾 数 古 能 是 有 好 处 的 . 

6. 齐 次 的 不 等 式 可 以 就 范 化 . 

7. 如 乐 处 理 的 是 与 三 角形 的 边 4,58,c 有 关 的 不 等 式 ,想到 
各 种 形式 的 三 角 不 等 式 , 特 别 . 想 到 令 ae 一 了 十 yy 十 zir 一 
zr Ty 0, 

8. 把 不 等 式 化 成 f(a,56,c,…) 守 0, 了 是 某 些 量 的 二 次 式 
吗 ?” 能 找 出 它 的 判别 式 吗 ? 

9. 如 果 要 评 明 对 任何 正 整 数 ?之 mm 不 等 式 都 对 ,用 归纳 法 . 

10. 用 冤 缩 级 数 或 乘积 (as 一 a ) + (as 一 az 十 和 十 (av 一 


ar 一 oo 一 0 或 于， 下 -一 汪 的 形式 作 估计 ， 


人 2 得 nm 一 1 

11. 如 果 dri Tazs Tanr, =c 则 1 对 dld1™ 
do To dr 时 最 大 的 ， 

12. 如 果 zj 二 则 ari 十 azrs 十 … 十 wr 在 aiyx 
一 光一 az 时 是 最 小 的 . 

13. 如 果 x, 的 平均 值守 dd, 则 Max(r 全 纪 

14. 一 些 数 如 果 和 或 平均 值 是 正 的 ,其 中 有 一 个 是 正 的 . 

1$. 证 明 不 等 式 的 有 力 的 想法 是 凸 性 或 上 四 性 . 

16. 证 明 不 等 式 Te,5ce 怕 30 或 Talpcs0, 常 党 
王 解 最 优化 问题 : 求 a,5,c,… 使 TCa,5.c,…) 最 小 或 最 大 . 
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17. 一 角 代 换 能 使 不 等 式 化 简 吗 ? 

18. 如 果 上 述 方 法 无 一 个 立即 可 用 ,把 不 等 式 变换 成 较 简 
的 形式 ,直到 能 用 一 -种 标准 的 方法 . 如 没有 成 就 ， 骨 作 变 换 并 试 
图 解释 中 间 的 结果 . 


问 是 


labceER ,a + 好 十 人 一 1 过 一 也 Sab 十 be 十 ca 护 1. 


| a atb at te 
2. 证 明 :对 人 下) ats 之 "py 3(b) 十 天 十 


> 人 二 和 (ga ee fe ybe. 
3 对 ab, ec di>0, 


mn ~ fabc Fabad Facad tbca 
4 | 4 * 


4. 证 明 : 对 a,68>0, 有 ”vab 所 (a 十 nb)(n 二 1). 
5, 图 7.5 的 转盘 的 周 长 为 1, 它 转 了 六 次 , 转 出 O,A,B 的 
概率 为 x+,y,z. 对 怎样 的 ,yz, 字 BAODBAB 的 概 


¥ 站 
率 为 最 大 ? ho 
6. 4a,b,c 是 三 角形 的 边 , 则 a8 十 如 十 ca 所 ai 十 LN 
+cathectca). 2 


7. ay, b,c 是 三 角形 的 边 , 则 25a2 十 本 十 c)< 围 了 .5 
{ 如 十 百 十 7 ， 


$8. db 是 三 角形 的 边 , 则 二 7 一 也 是 三 角形 的 
边 长 . 
9. 设 ep,cd>0, 求 下 面 和 式 的 可 能 值 ， 
-ab Tc 
> 一 二 65 干 atote pTerdtatcta MO 1974) 
10, 证 明 三 钊 不 等 式 : 
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故 并 手 关 从 生财 
Vaf 二 中 十 十 qs 十 新 十 藤本 和 十 站 
Sv (ath {as 十 页 二 二 十 fa Hb, ). 


t1. 设 aa,cz 证 朋 ， 
ad ote cl l,i 
dhe 十 万 全 
12, 设 x ,yy(i 王 1120o yn} 是 实数 , 江 实 2 半 字 Ti Yl 字 
yy 的 任 一 排列 .证明 ， 


Dy Nr), (IMO 1975) 
| i 
13, 了 设 避 一 1,2 是 一 列 互 不 相同 的 正 整数 . 证 


明 : 
2 帮 袜 2 十 对 任何 成 立 . (IMO 1978) 
外 一 1] 岂 二 1 
于 朋 .圭一 ,33.5.7,,... 3939.1 
14. 这 明天 到 全 有 "8 100< 1 
二 一 了 看 EE 台 四 四 昌 39 2 时 4 站 6 四 100 
提示 :人 一 广 "11 100 3 "5°'7 101° 人 A 


15. 设 已 二 1 十 1/4 十 179 十 十 1 , 则 对 ”六 3， 


19 1 了 1 
12 ni 其- 
16. 用 归纳 法 证 明 ， 
了 .3 。5 2 一 ] ] {n>1) 


2 4 6 "on SA 
右 过 的 3n 十 1 模 成 3n, 试 用 归纳 法 证 这 较 弱 欧 不 等 式 . 会 发 生 
什么 ? 
17. ab cabctatbt niapbthetea. 
18. 1/2<1/n 二 1 二 ln 二 2 二 十 li{2n)<3/4 (n> 
1). 
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19，Fibonacei 数列 定义 为 | As 一 1 4 二 2 一 要 二 atl 。 证 明 : 
1 ， 1 ,2 A 
六 十 克 十 疯 十 …… 十 咒 <2 
20. 证 明 ,对 实数 x ,vy,z， 
[zl 二 Ty 十 |z| 委 |r 十 y 一 z| 十 |x 一 y 十 z| 十 | 一 十 yy 十 zz|， 
21. 如 果 4,6,c>0, 则 4a(1 一 相 沁 十,6(1 一 0) 沁 二 ,ec(1 一 a) 
之 子 不 会 同时 成 立 . 
22, 如 果 4a,8,c,d>>0, 则 下 面 不 等 式 中 至 少 有 一 个 不 对 ， 
a 二 pc+ad, tato eta Lattead atocadabtct dad). 


23, 三 个 正 实数 的 乘积 为 1, 它们 的 和 大 于 它们 的 倒数 的 
和 . 证 明 这 三 个 数 中 怡 有 一 个 数 大 于 1. 


24. 设 了 一 1,r 一 1 十 二 (Ca 一 1 2, 3 小 .证 明 :ya<sm 委 


Yntl. 
25. 如 果 a,b,c 是 三 角形 的 边 长 , 则 


a Lb | 
3/23 Te Fala To 


26. 如 果 apc 是 三 骨 形 的 边 长 ;有 是 7==90", 则 
十 部 < 之 cn( 当 正 整 数 n>2 时). 

27, 如 果 rz,y，*z 是 三 角形 的 边 长 ; 则 | zx/y 十 y/z 十 zx/ 一 
3Axz 一 sf3 一 xs 一 1. 数 工 能 换 成 更 小 的 数 吗 ? 

28. 在 单位 正方 形 的 每 条 边 上 各 到 一 点 ,所 取 四 点 是 边 长 
为 加 CC 的 四 边 形 的 顶点 . 证 明 2 

2 十 辽 十 中 十 玉手 4 22a 十 Bb 十 c 十 dA 和 3 
29, 设 a 他 1(i= 二 1,2,， 1), 证明， 


(+ad) tad) d+a)2 +a + +a,). 
30. 设 0<a 达 bed. 证明 ,atb'crqd" 守 cid a. 
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31. 如 果 a,6>0,m 是 正 整数 , 则 (1 十 公 ) 十 (1+ 辽 ) > 


2"”…. 
32. 设 0 pa pcsd eg. 证 明 ， 


(Catotetdte) (=+ 坟 + 二 十 了 + 二 )<25+6 YL/2) . 
这 基 1977 年 美国 奥林匹克 题 . 是 更 一 般 的 定理 的 特殊 情形 . 还 
请 证 明 蝎 一 般 的 定理 . 

33. 凸 四 边 形 的 对 角 线 交 于 点 品 如 果 二 角形 AOB 和 COD 
的 面积 为 4 和 9. 求 这 四 边 形 面积 的 最 小 值 . 


34. 设 zy>0,4 是 zy 十 二 ,二 中 的 最 小 数 求 ;的 最 大 可 
能 值 . 对 怎样 的 x,y 可 取得 这 值 ， 


35, 设 了 工 计 0,X 十 x。 十 王 十 工 ,二 1, 并 设 ; 是 于 和 9 


Ta .证 站 
I 不必" "TT 十 … 坏 守 中 的 最 大 数 , 求 :的 最 小 值 .对 怎 


样 的 x， zs，…, 工 , 取 最 小 值 ? 

36. 在 三 角形 ABC 内 求 点 PP 使 得 Pil，PM ， PN 最 大 ,其 
中 LL,M,N 是 PP 点 作 BC,CA,AB 的 垂 线 的 重 足 (BrMO) 
1978) 

37. 如 六 ,DTryi 一 嫩 2 人 0 一 1 2 则 

nm 一 Yy， 1 
(DPD) 
对 n= 二 2 时 证 明 这 不 等 式 (IMO 1969) ,再 证 明 这 不 等 式 . 
jc 十 | 站 十 1 十 | 到 袜 | 全 十 人 十 司 十 吕 十 JE 十 可 | 

对 于 一 维和 二 维 空间 也 证 骨 这 不 等 式 . (AUGO 1976) 

39. 证 明 ; Cn 十 1 守 2n! ( 对 二 1 ,2,3,-…). 
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科 , CMM0QO 1975) 下 面 两 个 数 那个 较 大 ? 


(a) n 个 2 所 成 的 军 塔 (2* ) 与 4 一 1 个 3 所 成 的 宕 塔 ; 
Cb) x 个 3 所 成 的 大 拱 与 a 一 1 个 4 所 成 的 称 塔 . 
41. 在 桌子 上 放 有 50 个 表 , 每 个 都 是 指示 着 正确 的 时 间 ， 
证 明 在 某 一 时 刻 ,桌子 中 心口 到 表 的 分 针 端 点 的 虑 离 之 和 要 大 
于 桌子 中 心 O 独 表 的 中 心 的 距离 之 和 . {AUQ 1976) 
42. 设 工 一 2,7541 二 ( 守 十 1}/5zx, Cn 王 1,2,"…), 证 朋 ;1/5 
rn 1)., 
43. 设 apic>0, 证 明 ; 
{a) abctaté—e) tate—) htc—a); 
(by a 二 Tc ab—bicte!a. 
444， Te 证 明 ; 
4 ~ 
$1 +t» 之 
48. 对 2,Yy ,x >0, 


(a) 于 十 梁 + 每 之 宇 + 主 十 邢 


二 


(b) 季 十 各 十 每 之 也 二 学 二 六 


46. 把 (0,1] 中 每 个 有 理 数 写成 记 ,gcd(a,5) 一 1, 并 用 区 间 
1 1 &a 1 
Te 
盖 住 公证 明 ; 数 V2/2 没有 被 音信 
47. 用 微 积 分 证 明 
| 1 上 十 二 a 
a>0,b>0> {9 1) 之 {全 ) . 


48. 证 明 : 对 实数 ap， 


datol < lal TH 
i latel it+ial 1+[ol 
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天 


和 折 ,多 项 式 axri: 十 br 十 c 中 a >0 且 有 实 根 x; ;xx;. 证 明 ;|x,| 
< 一 1;2) 愉 妆 a 二 上 8 十 cc 这 0.4 一 上 十 c 守 0,4 一 c 守 0, 

sO. 设 0 二 a 1 一 Q; 六 1(0 扩 1 所 一 1 }， 
虽 

(D4) > Da 
1 二 遇 1 一 入 

51. 设 GpeDDGPreabf 证明 ;cfa 一 疏 十 Yet8 一 之 
vab. 

s2. 如 果 ab 和 a 十 5 辣 导 , 则 


(at) ta tH) ta TT )， 
53, 对 于 a 二 b>0, 


54. 如 果 < 60, 刚 


(a—b)? atb (a—b): 
< Vab< pp . 


53. 下 面 不 等 式 对 三 角形 的 三 边 apyc 成 立 : 

até te ea) tor ta —b eta: th me ) abe. 

$6, 对 任何 三 角形 的 边 人 sf 

aipta—p) thetb—e) eatc—a) 0. 

(Klamkin 提出 ,用 于 1983 IMO, 原 属 于 E, Catalan,， Education- 
al Times N, S. 10,57(1906), 来 源 列 存 [3] 中 ) 

sr7. 边 长 为 dadsc 点 边 长 为 a sb s 的 两 个 三 角形 相 骸 的 
充分 必要 条 件 是 : 

waal tbh te = atote atb te). 
S8. 设 ryysz 是 三 角形 的 三 边 ， 


一 | 二 Y/Y XX 
f(x, yx) ry yTe zi 


证 明 : {a) fry yr i) ll} (Cb) firysyz) < 9; (Ce) 求 
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Frys2 的 上 限 ， 
59, 对 于 0sSTri 有 1 一 如 十 十 区 一 1 求生 十 姓 十 必 十 
zw 的 最 小 盾 并 给 出 概率 论 的 解释 ， 
的 . Ty>0 mnE NN ,mn>ry" ry ry 
61, 求 f= 二 37 十 4y 十 12z 的 最 大 值 和 最 小 值 ,如果 x 十 间 十 


2 二 1]. 


62. 每 个 向 量 el ,a;,…,a, 的 模 长 所 1. 证 明 ; 可 适当 选择 符 
号 悚 得 ¢ 一 士 41 士 4: 士 … 士 a 满足 | <|<Y2. 

63. ry — ynr— ln rt (ry 
时 ). 

64, a, b,c>0>= (ETD + FT > 
vatacte. 

65, 0<r yz;t 近 1 证明 ;a 十 B(x 十 y 十 z 十 十 eCfy 十 x 
rt yz yt zt) dlryst ryt ret yzt) teryrt>0ea 
守 0,4 十 b>0,4 十 285 十 c 注 0,4 十 站 十 和 十 d 守 0,a 十 46 十 6c 十 44d 
十 e 过 0, 

66. 0<x ,yl yl1. i 

67. a,b>0,0+b—1=—>(a+1/a)*+ (5+1/6)? 25/2. 

68. abc>>0,a 十 5 二 c 一 1 一 (ae 十 1/a)2 十 (6 十 175)2 十 (c 十 
lic) 2100/3. 


69. 证 明 不 等 式 ， 


et 二 bn 十 co 
tataTp> 2 


70. 两 个 点 的 非 负 征 函 数 dCz,»). 如果 dz) 一 Gyzr)， 
dry dy zdtr yz dr 一 0{ 对 性 何 ,vy;,z); 则 称 4a 
是 个 距离 . 第 二 个 性 质 称 为 三 点 不 等 式 . 证明: 函数 


drs) = YY 
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i 


是 距离 . ( 注 :距离 的 概念 可 对 任何 集 定义 , 这 里 设 为 RR.) 
了 设 贡 人 0 十 .za 十 十 了 一 1 证 明 ; Sn (2n 
一 1), 其 中 


S + 


一 < + 一 2 
1 十 zz 十 .ra 十 十 .re 十 二 十 十 -十 六 
72. 在 边 长 为 a,b,c 的 三 角形 中 ,已 知 ab 十 bc 十 ca 二 12, 周 
长 p 在 什么 范围 中 ? 
73. 20 个 正方 形 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 , 且 它 们 不 重 普 , 证 
明 其 中 有 四 个 正方 形 ,它们 的 边 长 之 和 所 2/Y5， 
74. 设 r，y，x 和 上 腿 , 是 天 十 如 十 袜 十 2ryz 一 1. 证 明 :z 十 
十 这 3/74. 
75, 证 明 ， 
TO rr ort 
76. Oa b, ca/(bri1)+bi (tactl1)+e/ {ab 1) 
2. 
77. 在 面积 为 S 的 三 角形 内 一 点 口 ,过 口 作 三 根 直线 使 每 
条 边 于 两 条 直线 相交 . 这 些 线 切 出 的 三 个 以 O 为 预 点 的 三 角形 
的 面积 $1,S;,S;. 证 明 ， 
(a) 村 十 计 十 可 2 全; 
78. 求 方程 组 的 正 数 解 ， 


训 十 二 二 4y xo 十 二 二 ,yrs 二 二 4 to 二 二 二 1 
2 3 Tt00 荆 | 


79. 证 明 ; 对 任何 实数 Try 


| 
2 ST TF 


0. 设 a 十 8 十 c 二 1tasbyc 定 0), 证 明 w ha 十 1 十 /4B6 干 了 十 
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1 ，1 ] 
Cb) S15.+ : 


1 
5 1 之 


vv4c 十 1< 21， 
$1, 证 明 :对 任何 正 数 i "Xp (R24) ? 


二 1 a [| 
十 六? 元 二 去 十 直上 6 一 > 
能 把 数 2 换 成 更 大 的 数 喇 ? 
82. 证 明 : 的 
G 十 六 一 2c 二 ec 一 十 如 一 2 
bie 和 和 一 a Te 0 


83. 证 上 朋 不 等 式 : (ai 一 a 十 2) 2 守 da? (Ca: 十 1) (a 一 2)，, 
84. 设 ran 下 二 a1. 证 明 ， 


kl pr > Da 
85, 设 了 1 7，** "i 是 正 数 ,zz .x 一 1 证明 ， 
rr 二 后 二 十 十 FL, 
本 二 了 Tn 
86. 如 果 工 ,yyz 让 0, 球 (zr 二 二 yy 十 2z) 十 和 /zx 二 x》 
能 取 的 所 有 值 . 
87. 设 asbyc 是 二 角形 的 边 长 ,5, ,56 +53。 是 中 线 的 长 度 . D 是 
外 按 圆 的 直径 . 证 有 明 ， 
a Le tee 
88. 求 方程 组 x 十 y 十 z= 二 1 十 六 十 台 十 xyz 二 Yt 
十 1 的 所 有 正 数 解 ， 
89. 设 zyg 是 正 数 ,xy 十 yz 十 zx 二 1, 证 明 不 等 式 ; 


2xr{l—x) 27 人 一 关 ) 2 Te rT YY 
Cy (I+y iT TTI 


90, 设 asbc 是 正 实数 ,abr 二 1. 证 期 ， 


1 4+ 1 . 1 } ~ 
6037 十 c) 刺 CR 二 可 十 上 at) 2 2° 


91, 证 明 ;对 实数 xz) 写 守恒 之 TT 站 0， 


中 多 
上 <6D 


‘IMO 1995) 
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| 


二 十 是 十 必 十 -十 各 < 下 十 也 十 必 十 二 人 十 总 


2 3 二 上 + | 

92, 证 明 : 如 果 数 a,8,c 满足 不 等 式 |a 一 中 > -|>lal， 
|e 一 gl 之 | 国 ; 则 这 些 数 中 有 一 个 是 另 两 个 数 的 和 , {MI 1996) 

93. 下 整数 a,p,c 使 a 十 所 一 起 二 ,证明 ;人 4 一 让 (全 一 之 
0. CNMN 1996) 

94. 如 果 xz，y, z 是 [0,1] 中 的 实数 , 则 2C7x3 十 二 xi) 一 
Ty— yee re, 

95. 设 a,b,c 是 实数 ,0<<a,5,c 扩 1, 则 

T+ 14 2 
36. 证 明 ; 对 于 x 的 奇数 略 前 十 及 一 的 任何 配 镍 ， 
i i te i 十 十 妇 士 z 十 1 六， 


97, 住 给 入 个 实数 dsbycrdre, fg 上 太 有 , 证 明 ; 在 ac+bd， 
aetbf ag tbh, ce df yecgtdh,est fh 中 至 人 少 有 一 个 数 是 非 
负 的 . 

98. 设 n>2,z1 ,zrryr 基 非 负 实 数 . 证 明 不 等 式 ， 

nm) ti Dt 


99. 设 a,bER, f(z)==acosr 十 bcos3z, 已 知 f(r)>1 无 


解 ,证 明 , 15| 志 1. 
i100., 设 a,buc 是 三 三 角形 的 三 边 长 证明， 
Pn + bt aT 3. 
解 答 


1 右边 由 a6 十 如 十 ca<q? 十 芒 十 e? 即 得 . 左边 可 由 
gath+e)? = 十 六 二 cc 二 2028 二 berca) 
=] 二 2Cap toc ca) 
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和 


推出 . 

2. (a) 这 是 QM-AM 不 等 式 的 略微 变形 及 Chebyshev 不 
等 式 2(@ 十 站 ) 之 (Ca 十 的 的 例子 . 

(by 这 是 Chebyshey 不 等 式 3(as 十 六 十 中 ) 守 (a 十 bp 十 c) 
(a Tc), 

(ec) 右边 是 vtabTbcTca)/3 之 VYab vbc* ca 二 Wabe, 而 
左边 则 把 下 式 平 方 即 易 得 :a 十 六 十 c 守 a8- 二 be 十 ca. 

3. 我 们 有 

abct- abd-tacdt bcd 


L 


人 
co 一 cs 一 


2 2 


上 十 可 54 
2 4 = 4 


4 
abct-abd tacd tbcd -atbte rd 
从 而 /seed bd toed 
ee 2 二 


4. 这 是 mrH1 个 数 56， 的 AM OM 不 等 
3. z 十 y 十 zx 一 1 ,把 字 BAOBAPB 的 概率 极 大 化 


2 
1 二 x+y 二 x= 入 十 寺 十 可 十 当 十 学 -ea>6V 写 ,区 #， 


3 3 
TE rs. 当 且 仅 当 二 一 2 一 =, 即 一 方 ,7 一 襄 ,z 一 于 时 成 
立 等 式 . 
6. 左 按 是 品 知 的 ,不 用 三 角 丰 等 式 ,在 边 由 a2 半 (6 一 0)? ,六 


一 相 加 并 化 简 ， 好 十 玉 十 全 Do202 十 2 十 
2 一 2ab 一 25c 一 2ca 即 得 ， 


2 
(号 2 , eat (a) , a2) 
b 


名 
十 


| 


S| 


时 
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表 梁 赂 康 的 本 陈 


一 一 -一 一 一 一 一 一 人 人 


7. 由 前 一 题 即 得 ， 
， 1 1 
8. 设 a 宇 b 宇 c, 则 -ba 十- 


< + .我们 要 证 5 


十- ,这 出 a<6 十 c 易 得 . 
a 
9. 记 和 为 SS> TTitITp 人 rtatptTra 
.1 ~ a Ftotcta afbtctd atptcta 


ct e 
TFI 1S<515 + 2 阴 数 5 是 
连续 的 ,我 们 证 明 它 可 任意 接近 | 及 2, 这样 它 肥 值 为 (1,2). 先 
用 a 一 疡 一 .rc 二 可 一 》 再 用 4 二 c= 二 7,b 一 4d 二 yy, 得 到 
oY 1 =—= 
2 ot 二 23 | mo (rsy) 1. 


SrD 


S(tr YY) 二 


~ 2 oY ] 一 
So (XYy) Ty xTy’ limss (x,y) 2. 


条 上 


10. 平方 并 简化 ,就 得 到 CS 不 等 式 . 


11. 把 不 等 式 写 成 
TI 1 1 1,1 .1 。 工 
他 pi ct a a 5 pe C“ 


在 右边 是 两 个 同类 数列 的 数量 积 ,左边 是 重 排 数 列 的 数量 积 . 
12, 这 是 经 过 一 些 变换 后 的 Chebyshevy 不 等 式 . 
13. 把 右边 改写 域 形 式 这 ,n/m 这 是 相反 类 型 的 数列 的 数 
量 积 , 和布 左边 未 必 . 
14. 提示 已 足以 解 这 题 ， 
15. 我 们 有 下 面 的 估计 式 


1 1 
QI 十 才 二 3 nt 


工 1 tt | 
Olt ty in 
S51 111 1 
全 本 十 本 二 十 ~ zi 


一 好 一 


16. n 二 1 时 不 等 式 是 恰好 成 立 的 . 设 这 不 等 式 对 尾 一 个 nt 


成 立 , 如 果 我 们 能 证 明 饶 二 3<cV 3 上 1 , 则 命题 对 十 1 也 对 


2 十 1 3n 十 1 2n 二 ly: 
Dn tb 


3n 十 1 时 
入 3 二 二 (4 十 4n 十 (3n 十 4) 


(dr 十 8nd)(3n 二 1)SOl2n 十 28n 十 19n 十 4 
E12 十 28n 十 20n 十 440 
En 
有 了 时候 更 多 的 东西 反而 会 容易 些 . 较 弱 的 结果 用 这 种 简单 
的 方法 倒 不 行 了 ， 


17. 明显 的 变换 就 成 为 0<abla 一 c) 了 十 be(6 一 a)* 十 ca(c 一 
6)°, 


解法 二 :对 于 (全 ,二 , 庄 ), (EVawBD 用 CS 不 等 式 ,得 到 


2 
Catbte) (S++ ) (atbto y 


| 
(atbte)e + tS >abc(atbt Smbt ete 


忆 


1 1] 、、 1 1 1 _ 
18, nl nt Tn tat TAT 
nl 
2n 2° 
1 1 ll _1. 
nn nti ants Tin 
AL Yl 
-z+ 如)+(5 和 +)+ +{ 训 + 志 )) 
lB Sn lan nn 
一 到 nat + 访 )<F( 纺 ++ 访 十 +t 六) 


一 好 一 


减 去 多 余 的 二 就 得 到 结果 
19. 5, 一 多 十 名 十 全 让 并 十 虹 训 虹 十 … ,十 人 = 2 二 cr 


2 2 
一 并 和 ac dad 
9 一 全 2 {2 
Bo rl A an 
4 Dut 7 prt 1 gn? 
S, rm|1 


20. Cr ym—2) (tr yt2) 2r= | 十 3 一 过 | 十 | 了 一 ?十 
z| 之 2fx| 并 有 两 个 类 似 的 对 2y 及 2z 的 不 等 式 , 相 加 并 除 以 2. 
31. 设 二 人 则 a,5,c 部 小 于 1, 相 乘 得 at1 一 


(1 一 bc(1 一 站 > 高 但 a(1 一 0)== 计 一 (二 一 ) 过 地 ,从 而 


三 个 的 乘积 祥 六 ,矛盾 ! 


22. 把 前 两 个 不 等 式 相 萨 , (4 十 让 ?< 过 ab 十 cd ,从 (a 十 5)? 之 
dap, 因而 4ab<<ab 十 cd ,3ab<Zed. 又 把 后 两 个 不 等 式 相 乘 ,得 到 
CEB 十 CE) 十 有 rape 这 样 ap 十 cd decd 即 ab 站 
3cd, 矛盾 ! 


23. 设 工 ,y, 一 “是 这 些 数 . 由 十 y 十 一 志 > 壹 十 二 十 zy 我们 
得 到 (zr 一 Cy 一 1) (二 - 1 }>0. 这 蕴 合 了 三 个 央 式 中 怡 有 一 
是 正 数 ， 

24, (8) xi 一 1 十 一 所 1 十 半 近 va 二 IT 十 1 


i yn 
十 1] 一 ] 
Cb) zn 字 ! 十 了 一 一 ~ 一 1 十 (Vn 十 1 
A > VntI+l " 
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一 ])=Vn 干 1 对 于 一 1,VT<1I vi 十 1 是 正确 的 , 即 已 用 归纳 
法 证 明了 结论 . 
站 . 我 们 已 知道 左边 , 它 的 证 明 并 不 要 求 三 角 椒 等 式 , 因为 
三 角形 两 边 之 和 大 于 半 周 长 ,我 们 有 
bes ct a rs, 


a bb 2th) 
atb>s> eteratato™ ae 一 2 


26, 我们 知道 @ 十 基 = 寻 , 乘 c 后 ,一 cg 十 c 本 人 寻 十 本. 设 
命题 对 某 个 n 宇 3 成 立 . 刚 cea 十 ce 十 加 “1 

27. 分 母 是 zyz, 分 子 是 zyyz 的 三 次 多 项 式 . 这 多 项 式 当 
+，y’ 之 循环 轮换 时 不 变 . 看 到 zx 一 yy 一 xig 一 并 时 分 子 为 0. 所 
引出 三 角 不 等 式 ,， f(z,y， 四 一 上 一 了 . a 和 eal 
特别 选取 变量 , 使 它 能 任意 接近 于 1 实际 上 , x==1, y 二 1 十 s， 
z 一 sg 十 se 就 得 

flteete) = se 1 e—0). 

28. 在 图 7.6 中 ,我 们 有 a 十 六 十 ce 十 二 
十 (1 一 x 六 十 半 十 (一 y 十 必 十 (一 2 六 十 
w(tl—w ,好 十 一 :一 2{x 一 十 ) 十 上 


25 


本 ,好 二 (1 一 msc1， 


国 7.6 


因此 2 二 aq 二 十 c 十 守 寺 4， 
at#tctar 二 lz 二 Ty 二 ly 二 z+ 1—z 二 utl—u=4. 
当 ABCD 是 一 条 堵 的 光 的 路 线 ( 每 处 人 射 角 等 于 反射 角 ) 时 , 周 
长 最 小 , 所 有 这 样 的 光路 的 周 长 等 于 22, 即 为 对 解 线 长 度 的 两 
售 . 证明 这 一 点 . 从 而 a 十 5 十 c 十 cvV2. 

29, 用 归纳 法 或 可 进行 如 下 ， 
(la y(tl 二 ey 1 十 as) 
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者 淡 人 是 的 抹 洲 
-全 -> 


22 1 


> (I+ ++) 


= tl ltl 二 十 a 一 1) 


= 人 CI 十 ai 十 oo 十 … 十 ou) 
30. 取 对 数 , 得 
由 na 十 cl 十 四 nc 十 alndg alnp 十 让 nc 十 cinc 十 dlna 


这 常规 地 可 变换 成 形式 


Inc 一 Ina-、 inc 一 inp 
cd 安 研一 在 “ 


对 于 c 关 adz, 把 这 解释 为 弦 的 斜率 , 它 就 成 为 (几乎 ) 是 显然 
的 了 . 


a (HE) + (te) > (fF) +(afE) >2. 
V (2 2 一 2m11， 
32. 不 等 式 的 左面 Febicyde) 是 每 个 变量 的 凸 函 数 . 因 


此 最 大 值 在 5 维 正 方 体 pssaaicidessg 的 32 个 顶点 处 达到 . 
如 果 有 个 六 及 5 一 na 个 9, 则 我 们 要 求 二 次 函数 的 最 大 值 ; 


fnpt(5—mg (s+) 


=25tn5—m (YE 2). 


» 及 二 [ PP_i4 
所 以 /在 n=2 或 3 时 取 最 大 值 25+6( /2/2). 
另 一 解法 : 设 四 个 变量 国定 ,和 为 ,倒数 的 和 为 .第 五 个 
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其 9 素 放 


变量 为 ,左边 成 为 函数 Fz) 一 (3 十 z)(r 十 过) 一 zzr 十 二 十 上 


十 1. (一 2rjra>0, 因 此 了 在 端点 处 取 最 大 值 . 从 而 左边 在 
上 个 量 为 ,5 一 上 个 为 g 时 最 大 .于 是 


(oa 一 5c 十 d 十 (二 十 大 十 十 十 二 十 二 


kp+ (5—k)g) (全 二 


_ pp [2 /ae b+ /9 
25+h(5—A (YEA ) <25t6( VEY) 
当 上 & 二 2 或 3 时 成 立 等 式 . 
推广 : 设 LL |] 转 中 Oa<h. 证 明 
CT < 的- 
33. 设 BCO 和 DAO 的 面积 分 别 为 x 和 y. RS 的 


三 角形 面积 之 比 就 是 底 边 之 比 ,z/4 二 9/y; 即 y= 这 样 , 四 边 


形 ABCD 的 面积 为 A(z) 一 z 十 旦 十 13, 即 f(x) 一 (CE- 全 )+ 
25. 这 一 式 子 证 了 明了 面积 的 最 小 值 是 25. 当 x+ 二 y 二 6 时 达到 . 


34 我 们 有 解 x 之 s,y 十 广 之 s, 广 之 s 且 至 少 有 一 个 成 为 等 
式 . 这 些 不 等 式 推 得 y 世 二 ,二 世上 ,sy 十 二 碟 之 ,由 此 可 得 出 
?<2,s<7. 这 是 可 能 的 ,三 个 不 等 式 都 成 为 等 式 


y= 二 =/2/2, 这 时 "一 v2， 


35. 令 为 三 1 内 一] 十 44 十 全 十 rss ; 则 二 2,x4 
二 一 yx_1. 如 果 题 中 的 数 都 所 s, 即 


Ti i 二 ] 一 md ea 
yt ys w | 
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所 次 问题 寺 全 
其 而 一 si 把 这 些 不 等 式 此 二 1,2, yn 相 续 ,1 一 $5)" 
之 %/% 一 方 ， 由 此 :之 1 一 2-1", 这 是 可 以 达到 的 ,如 y1 一 27， 


V2 2 是 等 比 数列 ,zx = 二 2" 一 关 7 
36. i 记 PL 一 7+, PM 一 y, PN 一 z, 我 们 要 求 f(x,y,2)} 二 vy% 
在 条 件 ax 十 by 十 cz 二 2A 下 的 最 大 值 ,其 中 A 是 三 角形 的 面积 ， 
与 g(x,y x) 二 ar*，by， tz 在 同样 点 处 到 最 大 值 . 
ps axripbytceey /2AY: 
se 


乘积 在 ax 一 by=cz 一 圭 时 达到 极 大 值 .这样 了 在 + 一 竺 ,上 ， 
y= 等 ,于 ,z 一 经 ,十 处 取 最 大 值 .这 时 ,有 


3 
Ty: z 一 一 : : 二 =h, :hh 
有 最 大 乘积 xyz 的 点 是 三 角形 的 重心 ， 


37. 令 二 = 一 Toy 一 5 起 一 zy 十 z 并 用 CS 不 等 式 , 只 要 
证 本 
nm < ll. 
(Da) (Yb) ad, 


38, 把 向 量 AB 一 5,BC= 记 ,CD 一 及 以 二 相 加 ,就 得 到 
一 个 闭 的 多 边 形 ABCD{ 图 7.7)， 把 这 些 向 量 重 排 , 可 以 作出 一 


第 


.个 自身 相交 的 外边 形 ( 见 图 7.8). 可 以 容易 看 到 六 种 排 法 中 总 有 
这 样 的 情况 . 相 加 后 1AEI 十 1CE| 守 1ACl, 1BE| 十 |DE| 宇 1B8Dl. 
我 们 得 到 |AB| 十 |CD| 宇 |AC| 十 |BD1, 邵 la| 十 | | 宇 [8 二 a 十 
1a 十 1 而 三 角 不 等 式 得 | | 十 |&| 实 |c 十 Q|, 相 加 寺 得 . 

39. n 一 1 时 这 不 等 式 成 立 . 如 果 mr 之 2 +，(n 一 1)! 在 
不 等 式 左边 乘 (a 十 CN ,右边 乘 2m 因为 (十 1797 1 六 
2n, 即 得 到 (nn 十 "之 2 。 

40, (a) 对 nn 之 3, 第 二 -人 上 第 一个 大 ,用 而 ”一 
2 时 则 相反 ， 

(b) 设 A, 是 n 个 3 的 大 塔 ,B11 是 (x 一 1) 个 4 的 幕 塔 ,我 
们 用 归纳 法 证 明 太 ,i1 计 2B;. 设 和 六, 计 Bi1; 则 
一 3 和 33-1 一 9 =(2)™ dB-1 2 + dE =2 « B,. 

41. 设 M ,MA 是 表 的 中 心 ,4: ;As ,… 六, 是 分 针 的 
终点 ;B; 表示 局 基于 上 的 反射 点 , 则 21OM 过 104 十 JOB 


【一 二 2 0). 这 是 三 角 不 等 式 . 这 样 2> ， | CnM [ 委 > | Oa. 
十 2 | 0B, |, 所 以 至 少 有 右边 的 一 个 和 式 守 2) | 0Mi 1， 

42. (a) 1&7 22 一 二 ( 且 + 二 )< 去 (8 十 DD 一 3 
< 


Cb) Er lS = (ee) ss 


(© ze 一半 (站 十 下 二 十 于 -之 EE 4 VI 
EY3a0.384 6. 

如 果 这 数列 收 化, 它 收 全 到 x! 一 5 开 十 1=0 的 一 个 根 ,此 根 
为 v7y3se0.456 850. 但 它 不 必定 收敛 , 且 收敛 也 不 一 定 是 间 
调 的 , 事实 上 它 收银 于 0.456 850 ,但 并 不 蔓 求 确定 这 一 点 ， 


一 ZJ 一 


刻 泌 构 弛 的 策 溢 


43. (a) 令 @ 一 ?十 zy 四 二 I 十 zc 二 7 十 y， 得 Cr 十 yj) (yy 十 
Zz}(z 十 +) 实 8xyz, 而 由 了 十 y 宇 2vVrys yy 十 z 宇 2Y yz 十 六 六 
2v zx, 相 莱 即 得 所 要 的 结果 ， 

(by wat 十， 这 是 因 
为 左边 是 同类 的 两 个 数列 ,而 右边 不 一 定 是 . 

44， [一 一 十 下 二 十 个 一 于 十 一 全 十 十 


Sr $e 一半 


一 一 ) 实 下, 第 二 个 因子 是 一 1. 这 就 殖 含 了 结果 
45. (ay 把 不 等 式 改 写成 如 下 形式 
EE 
日 了 之 a 证 -和 这 4 村 下 YY 日 中 
左面 是 两 个 同类 数列 的 数量 积 , 右 面 是 重 排 后 的 数列 的 数量 积 . 
《b) 我们 用 另 一 种 很 有 用 的 想法 , 去 分 母 就 得 到 
xr? Ty re yr ye 二 2 yz ry 2, 
现 设 x+ 之 y 之 x. 再 作 变 换 如 下 ， 
Ter yy (yy) 0. 
前 两 项 是 正 的 . 而 最 后 一 项 不 是 正 的 ,这 时 通常 把 x 一 x 写成 为 
zr 一 2% 一 y 十 y 一 + ,再 合并 起 来 ， 
rie (ry tr ye yr yy yz) 
Oz yr yy xr) 0, 


最 后 的 不 等 式 是 显然 正确 的 . 
56. 因为 | 如 一 2a? | 实 1, 我 们 有 
#2 2 Il 2 | 一 | 人 一 2 -上 
一生 | (党 + 生 )=| 纪 一 条 玉 | 2 
利用 外 E (0,1) ,如 十 和 <2, 我 们 得 到 
v2 1 .ll | ll 
昌吉 a 
216 


汪汪 下 于 本 


所 以 过 没有 被 盖 住 


47. 令 大 a) 一 fa 十 17 不 等 式 等 价 于 Fe 之 六 的 ， 
(=(a 一 他 (a 二 1/arti, 对 a 二 5, 六 (a) 一 0 且 从 一 变 成 十 ， 
这 样 fi 二 了 (总, 这 就 证 明了 结论 . 

48. 设 不 等 式 不 成 立 , 则 


|a 十 声 | ~ [a | 十 [ 百 | 
1 十 |a 十 寻 一 1 十 lal 1 十 | 引 


化 简 后 得 |a 十 中 之 |al 十 [十 21abl 十 |apfla 十 2 ,这 因 1a 十 如 | 
sjalj 十 1 而 不 可 能 . 


49. 利用 之 一 一 2 Xs 一半 * ,我们 得 到 


a 二 bc 守 0 避 1 十 芝 十 二 六 0e1 一 2 一 区 十 并 Ts 0 
SU An}(— x ) 0; 

a—b+ ce0 1- 十 和 2>091 十 2 十 工 十 工 1 -2 和 
Tn}(lTira 20, 

qc20G1~E 01 rz 2 0. 


售 富 二 (1 一 X10 一 Xx) ,80 二 (1 十 x 外 (1 十 才 )5; 二 1 一 Xxz. 显 
然 | 富 | 安 10 一 1,2) 一 w% 芒 00 一 1,2,3). 我 们 证 明 反 之 也 对 . 由 
对 称 性 只 要 考 目 TI 六 1 及 二 一 1 两 种 情况 ， 设 x :如 Ta < 
1 则 % <0, 如 zi 之 1 则 as<0. 而 设 zi 所 一 1 如果 如 委 一 1 则 
<0, 如 2 之 一 ] 则 mm<<0， 


50, 试 证 明 ， 
(D0) — Da = 29) Da La;— ae) 
| = if 7=0 


2 0. 
如 果 站 一 人 -1 一 1 一 2， ,7n) 就 有 等 式 ， 这 是 熟知 的 结果 
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(2 一 2 1 
51. 两 次 平方 , 消去 平方 的 项 , 得 到 0 和 (wb 一 ac 一 bc)?， 当 
ab 2 
< 一 - 二 5 时 成 立 等 式 . 
另 一 种 解法 , 考虑 第 形 ABCD, 边 AB=BC=vya,DC=DA 


一 vb 及 对 角 线 4C 一 2vce ,我 们 可 用 两 种 方法 算 击 积 ; 
(1) [ABCD|=|ABC|T|ACD|=/ecta—e Trtb—e). 


(2) |ABCDI=21ABD|=2. ‘a Bs sin( /BAD) 


之 Vab, 这 就 得 到 了 不 等 式 . 名 | A 了 1? 十 14 一 |BD|:, 即 a 十 
5 一 (一 上 十 人 一 上 十 2w (ea 一 CC 一 口上 时 成 立 等 式 . 上 式 即 = 
ab/{taupb}. 

52. 化 简 后 得 a， a 十 站，5 守 qa:，#5 二 a, 用 排序 不 等 式 . 

53. 狄 上 a: 如 即 可 得 , 

54. 自行 解答 . 

55. 用 余 菠 定理 , 喇 十 吐 一 @ 二 2bccosa， 及 其 轮换 的 式 子 代 
替 括 全 中 项 ,得 到 2apccosa 十 2apceosS 十 26pcosys3apc ;或 

cosa cosB + cosy<3. 

这 个 不 等 式 可 用 许多 方法 证 明 , 此 处 是 一 种 方法 ,可 设 三 角形 的 - 
角 基 锐角 . 我 们 利用 余下 在 0<x<< 志 中 是 问 本 数 


cosat cosBt cosys Icos eB 一 3cos860 一 > 


田 一 方法 如 下 :沿边 的 单位 向 量 #,5,C( 即 与 BC 同 向 , 模 


长 为 1,5 与 CA 向 向 ,< 与 人 5 同 向 , 模 长 都 星 1) 它 们 的 和 记 为 
; ,这 样 
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不 村 


+2 时 1 下 4) 


$s =3-—2(cosat cosBt cosy) cose cosp+ cosy 
lo 3 
2 (3 上) 起 > 


等 式 仅 当 s 二 0, 即 是 等 边 三 角形 时 成 立 . 
下 面 是 舅 一 个 证 明 , cosa 一 人 一 


(hb—o)’ 2b a. 
2pe -be 二 类似 有 


cos8S 委 1] 一 cosy<1— 


cosa 十 cos8 十 La -十 也 ee 加 


ca at 2 

56. 在 证 明 三 骨 不 等 式 时 ,变换 a 一 y C 

十 ze 一 z 十 Te 一 了 十 y 经 常 是 有 用 的 . 这 
里 r,y,z 都 是 正 数 . 图 7.9 表明 这 一 变换 
的 几何 解释 . 解 z+,y,z 我 们 得 到 zx 一 s 一 a， 


. 
Pe 
| 


y==s 一 上 ,Zz 二 5 一 5; 其 中 5 二 人 a 十 5b 十 c) /2, A . 好 
所 给 的 不 等 式 化 成 图 7.9 
x etx yr yr 二 ry， (1} 
除 以 zy 我 们 得 到 
| 人 yt (2) 
YY 这 全 
我 们 看 到 (z, 光 , 芝 ) 和 (二 ,六 ,之 )] 是 相反 类 型 的 , 因此 
Vs Fa 2 2 
1 1 is 1 1 3) 
了 y ， 过 y ' 2? 
这 就 是 要 诈 明 的 . 


Bernhard Leeh 获得 了 特别 奖 ,他 用 代数 方法 把 不 等 式 写 成 
acb—e ptea} 十 页 (G 一 站 和 一 CIK 十 下 一 CO0， (4) 


一 255 一 


因为 循环 轮换 不 改变 不 等 式 . 可 设 a 守 b,c. (4) 成 为 显然 的 . 不 
等 式 是 a,5,c 的 二 次 齐 次 式 , 可 试图 就 范 化 后 来 证 . 例如 设 4 二 
1 6 一 1 一 4 一 1 一 990<Ty< rw 但 要 小 心 * 证 明 必 须 
分 两 种 情 剖 :Ca xz 这 vy (Ch) ys 也 站 试用 CS 不 等 式 证 (2). 
57, 直接 用 和 CS 不 等 式 . 设 ( 人 wz) 一 (vawywycyy {risYy， 
2 一 (va ,wes vee), 这样 我 们 有 
Cir yy ee) Er ty 二 er 1) 
于 且 仅 当 Cin sy yz 一 az 相似 二 角形 ) 时 成 立 等 式 ， 


- ， =- 二 2 二 小 芝 一 
Ss8,. 忆 fF Cx y, zr) ry 1 yr + zr 


(ry 


Py . 一 - 
Cr yy (tr Py 个 -次 多 项 式 , 且 PrvP， 


py pr yt 一 0. 所 以 p 有 因子 (r 一 y,(y 一 2)， 
(zx 一 Xx). 仅 差 一 个 常数 , 它 应 为 1, 我 们 有 


flr 2 TY 2) (2) 
A (Criy (yt)(tetr) 


‘a) 由 [2 一 yf 十 yy 一 zy 十 zz 一 Xi1< 之 xz 十 x 我 
们 得 到 | f(x yz) |<1. 

tb) 在 Ca) 中 我 们 未 用 到 三 角 不 等 式 . 利用 | x 一 y|<z， 
[yy 一 z[ 过 x ,|z 一 +[< 之 y, 我 们 得 到 


之 者 - 别 
Le < 十 和 训 十 区 
-YEy VY ver 
Ty ye zr “8' 


这 里 我 们 用 到 不 等 式 a 十 b>2 vab， 
4c) 用 微 积分 可 得 到 最 小 的 上 界 , 它 对 于 退化 的 二 角形 达 


到 ,这 长 为 z=1,y— OVS HY ty, 可 得 


flr ry 2) = (By2—5 V3/3:0.044 46. 
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第 了 于 不 各 并 


59. 我 们 猜测 最 小 值 在 x, 二 1/nt 对 所 有 i 二 1;2,… yn} 时 达 
到 , 为 证 明 这 点 , 令 Xz 二 yi 十 1/n, 其 中 vy 是 x, 相对 于 Ln 的 偏 
差 .于 是 > 入 一 0 ,所 以 


># =- T(t) 
= +2 类 十 对 六 
= 了 区 十 二 
当 所 有 偏差 y; 都 为 0 时 这 和 式 最 小 , 另 一 个 解法 是 用 CS 不 等 
式 ; 1 一 >)1 .mn < 扫 V 下 十 王 十 十 1 Vi 十 好 十 十 好 一 
万 ,V 妈 十 录 下定 如 ->( 帮 十 媒 十 … 十 取 ) 交 一， 
用 QM-AM 不 等 式 的 解法 : 


2 -十 xx; > "Tx 1 
nn 
1 


一 于 十字 十 十 卫 2 了 


概率 解释 :如 果 一 个 转盘 结局 为 1,2,…,n 的 概率 为 ri， 
rz 把 这 转盘 转 两 次 ,结果 相同 的 概率 . 

推广 :在 条 件 个 11 十 azde 十 必 十 ay 一 的 条 件 下 求 Xi 十 
十 7: 的 最 小 第 

60. 这 可 变 成 显然 的 不 等 式 0<(r" 一 y") (x 一 yy ). 

€1, |3x 十 4y 十 12z | 女 V 3 十 4 生 十 125v 十 十 二 13, 等 
武当 (xy 2) 二 103;4,12) 时 成 立 . 由 9 十 16 十 144 站 二 1, 得 
1 二 土 1/13. 这 样 ,最 大 值 是 (3 十 4 十 127713 一 19713, 最 小 值 是 
—19/13. 

62. 首先 我 们 延明 ,长 度 筷 1 的 向 量 a,5,c, 在 4a 土 5,4 士 <， 
5 土 z 中 至 少 有 一 个 长 度 所 1. 实际 上 ,在 土 &, 十 5, 士 这 六 个 向 
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量 中 ,总 有 商 个 的 夹 角 筷 60°, 从 南 这 两 个 疝 量 的 差 移 长 度 志 1. 
用 这 个 方法 ,我 们 可 得 到 两 个 向 量 ap, 每 个 长 度 魏 1. 而 4.8 或 
a, 一 上 了 间 夹 骨 志 90", 从 而 a 十 或 a 一 了 的 长 度 才 V2. 

63. 几何 解释 可 使 这 两 个 不 等 式 都 成 为 明显 的 . 我 们 要 知 


道 nz 是 在 双 曲 线 := 一 的 从 + 一 1 到 1 一 z 的 双 曲 线 下 面部 分 


(在 :二 90 上面} 的 面积 . 而 从 1=y 到 1 二 + 之 间 部 分 的 面积 为 
lnr 一 Iny. 我 们 9J 写 出 一 个 期 显 的 事实 ;这 个 面积 大 于 由 1 二 x， 
1 二 yy: 横 轴 及 y 与 x 间 某 处 的 切线 所 围 成 的 面积 . 以 双 曲 线 围 成 
的 梯形 的 面积 为 Inz 一 iny, 而 以 xy 处 的 切线 赎 成 的 梯形 的 面 


积 是 “二 2 ,在 :> 处 的 切线 下 的 面积 是 2(> 一 >)/(z 十 切 .这 


样 我 们 有 
Fn iny, Sinr ny 
常规 的 变换 就 给 出 本 题 的 结果 . 我 们 用 了 一 个 明显 的 事实 即 切 
线 在 双 则 线 下 面 . 这 基 双 曲线 的 凸 性 的 推论 ,点 性 可 以 不 用 导数 
来 证 . 其 实 , 按 定义 了 是 凸 的 , 当 目 仅 当 
/< LPFAY, 


如 果 用 于 双 曲 线 , 在 取 倒 数 后 ,得 到 


2 
TT 
本 Y c B 
这 是 算术 平均 -调和 平均 不 等 式 , Ny 
64. 报 式 下 的 式 子 会 提示 我 们 以 
60 及 120 为 角 的 余弦 定理 , 在 图 7.10 A 
中 ,我 们 有 14B| 一 Ve 一 ab 坟 ,| BC| 0 a 4 


一 六 一 让 十 基本 C 一 we 十 ac 十 C. 这 男 ?10 
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就 是 三 角形 ABC 的 三 角 不 等 式 ， 

65.“ 位 当 ” 的 部 分 是 显然 的 (好 0 志 x，y， x, 1 所 1 时 ,成 
Yair ye ti etryt ret ri ye yt zi) Td (ry 
十 yf 十 x 十 yz) 十 exyzt 这 0, 则 可 得 a 宇 0,a 十 Bb 之 0,a 十 265 十 ee 
之 0,a 十 385 二 3c 十 这 0 及 @ 十 4 十 6 十 4 十 es20). 只 要 (人 Cryyyz， 
四 取 成 二,0,0,0),(1,1,0,0) ,1,1,1,0); C1)1,1,; 二 就 得 到 所 
列 的 不 等 式 . 现 证 明 “ 当 ”的 部 分 . 左边 是 每 个 变量 的 一 次 式 ,而 
一 次 函数 的 最 小 值 在 边界 上 达到 , 即 在 (1,0,0,0), 《1,1,0,0)， 
(1 1,0) ,C1,1 ;1,1) 之 一 达到 . 


66. 令 工 一 y= > 00>0. 则 


|] ] _ lv i 二 Tw 
TUT LTuy Ituto > TFT 
y liv liu 
和 ET 


这 里 我 们 用 到 了 不 等 式 忆 十 x 之 ] 十 uy 之 y 之 1), 用 微 积分 
证 . 

天 加 一 1 十 同一 (1 十 zy ， 

二 4 一 2 1 一 -1 

fF) =y— y(tu) y(1 rT )>0. 


由 AC0}==0,f 在 (0,1) 中 是 上 升 的 , 即 得 liyu (lta (Cy 
(0;1)). 


67. 画 数 f(x) 一 (z+ 是 本 函数 , 因 为 F(x) =2(z— 

直 ) ,PC 一 2(1 十 雪 )>0 因此 
fi tf 227 (Se)= 2f (4) = 
68. f+ FO OP (SE) =3 /(#)=!%. 


一 2 如 9 一 


69. 设 a 之 bp 之 c 则 wer 及 二 上 ， -十 -，- 寺 ;部 是 下 降 


1 各 恒 1 - ] 
5 (十 ea te 已 十 而 


| 1 _ 上 二 ] 
2 bie Te ca 


1 和 1 ww 1 
“ "ptet? 十 re a 十 p 


] ] ] 
可 和 = 一 一 十 ml _ 中 
0 eta 0 “Tb be 


把 不 等 式 相 加 ,我 们 得 到 


tt 和 > 了 人 二 十 人 本 )， 
易 证 Cx 十 yr 十 站 宇 (Cx 十 于 1)12. 这 是 Chebyshev 不 等 
式 的 推论 ,从 而 得 到 结果 ， 
70. 我 们 立即 可 知 d(xr,x) 二 0,d(ryy) 二 d(y,7) 对 任何 x， 
3 都 成 立 . 为 证 明 三 点 不 等 式 , 用 变换 y 三 tana ;二 tanas. 则 
_ |tana 一 tanaz | 
v1+taniaw 1 十 tan as 


一 | sin CR 一 SRasy CO | 


dt yl yz ) 


=|sin(a 一 oz) | 
dy sy dy 十 Co) 就 变 成 |sinfal 一 四) 让 等 |sin(ei 
一 ae 十 |singas 一 as 记 B=a oy =a 一 Qi; ;这 就 成 为 
[sintB+ 7) {= 1singcosy + eosfsiny| 
|singcosy| 十 |cosBsiny| 
|sing| + |siny|. 
71, 注意 到 第 i 项 的 分 母 是 2 一 这样 
sD 


2 
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第 ? 第; 不等式 


利用 CS 不 等 址 Caif 十 如 十 一 十 a2)( 交 十 肯 十 下 十 胡 ) 字 (abi 十 


> 一 一 /7 
dd。 十 tab,) . 取 ai JE 2 fi 我 们 得 到 


yx) 和 > 


2 Ci 2 2n—1' 


1 2 
$= 22 3 一元 9 之 训 一 1 ”2 一 


72. 六 一 (a 十 十 ec 天 一 于 十 六 十 呈 十 20ap 十 相 十 ea) 一 于 {a 


一 6 二 六 (6 一 ce 十 二 (一 a》 二 T3Cab—bcteca} .2p —72—(a 
一 十 (一 cf 十 (c 一 a) 守 0 过 pp 宇 36,p 守 6. 对 a 一 6b 二 c 达到 
最 小 值 . 

奴 一 方面 ， [一品 Ee， | Q 一 | 三: 让 ， bclSa=a’ 二 六 十 ce 
守 (a 一 拉 ? 上 (5- ec 十 (c 一 a)? 左面 是 声 一 24, 右 面 是 2p? 一 
72. 这 样 2 大 一 72 迄 六 一 24, 户 壕 48; 思 委 4Y3, 对 于 c=0,a 二 b= 
2 V3 成 立 等 式 . 所 以 6 所 Pd4VY3. 

73, 取 四 个 最 小 的 正方 形 ,它们 的 边 长 为 Lr ,它们 
的 面积 的 和 为 A. 显然 A<<4/20 一 十. 


(a a T(ta—a) Tt) 二 T(a —aay 
+ tas—a) Cas 一 各 

=—3CaTattTasta) —2(aa titan ta gs i Aaa 
二 asas 二 dscaa) 

二 4(ai 十 Qi 二 ai 十 ai) 一 (a 二 as 十 Qs 十 qs?. 

44 一 (ar 十 az tasta)’ 0=>{0) Ta Tas+tas) 


74. 如 果 之 十 下 十 过 <314, 刚 /到 干 六 干 束 ) /< 广 ， 因而 


一 2 一 


. 了 下 
yy Ee < 记过 tyz< 语 ， 


开 十 十 加 十 2xyz 人 < 闻 十 了 一 1 政府 ! 这 样 十 yi 十 必 之 . 
当 信 | 一 [3 一 |z| 一 六 ,其 中 0 或 2 个 是 负数 时 成 为 等 式 
75. 取 对 数 再 除 以 ,我 们 得 到 


Zilnzrt 十 zslnxs tr, nx., 
rl 
rn 
nn nn | 
这 是 Chebyshev 不 等 式 ,内 为 x ,rb 和 ]nris lnrsy， 
Inzx, 是 同类 的 . 
76. 把 左边 表示 成 f(a,b,c). 孙 数 fF 在 立方 体 上 定义 并 连 
续 , 且 对 它 的 每 个 变量 都 是 凸 的 . 由 于 关于 a,5,c 的 对 称 性 ,只 
要 考 虞 (0,0,0),(0,0,1), 00,1,1), 11,1) 我 们 得 到 最 大 值 为 


fC0,1,1) 一 2, 为 证 明 同性 ,我 们 只 须 验 证 f(x,p,9) 一 二 夺 I 十 


二 +2 和 i 是 二 个 本 函数 的 和 ,确实 ,三 个 加 项 中 是 一 条 直 


线 及 两 个 山 的 双 上 曲线 . 

77. 我 们 仅 给 出 提示 而 不作 证 骨 . 

(a) 证 明 对 于 过 总 作 的 三 条 直线 与 原 三 角形 的 三 边 分 别 
平行 时 绪论 成 立 , 

(b) 把 三 个 三 角形 的 底 边 的 端点 相 联结 ,使 又 作出 三 个 三 
角形 ,面积 分 别 为 T,T; ,Ty. 六 个 三 角形 组 成 个 六 边 形 , 证 明 
S19 5 = TI Ts Ts,. 用 AM -GM 不 等 式 

i113 .3 
SS Se 5S: SSS v S19 5 1 To T 
， 6 


1 
尝 一 一 一 一 一 一 一 
YI 十 Sz 十 Ss 十 村 :十 村 十 耳 ， 


六 
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第 7 说 水 等 式 


在 点 口 取 成 二 角形 的 重心 时 会 成 为 等 陈 . 


l 
78. 答案 让 二 2,74 一 地 ,4 一 2,X4 一 训 ss 二 2) od 一 


1 由 十 之/ 宇 
2 3 


过 1 +1>2 Tio0 + 
把 这 些 不 等 式 相 乘 ,我 们 得 到 

(x 十 过 | (> 二 二) (zw 22". 
但 由 方程 ,有 


1 1 1 5 10 
(zt) (et 二 ) "(met)=4 =2 = 
_ 1. 1....,.—. 
因此 每 个 不 等 式 成 为 等 式 , 即 二 地, 区 二 地 yi x 
nf 2 -ry 7_/l-y 2 
全 设 2= (让 于 ) (ES 
容易 验证 |&| 二 151 二 1,CS 不等式 |a :也 |al， 1 站 蕴含 了 


la :b= 


2 ， 区 (1 一 谨 ) 十 YL 一 她 ) 
(1 十 zx)(1 十 ) 


| 2， (zt yl ry) 


(1 tly) 

除 以 2 就 给 出 结果 ， 
80, 4a 六 一 1,46 汪 一 1,4c 六 一 1. 考 虑 两 个 向 量 
p=(1,1,1),0=(t daTlw hy 二 ldc 十 1). 
由 CS 不 等 式 (P， gq)? 扎 PP，g 得 出 
(da 二 145T I 4ct 1)? 

< 妇 3(d4a 十 1 十 4 十 1 十 4 十 1 一 21. 

当 且 仅 当 na 一 5 一 < 一 寺 时 成 立 等 式 , 


81. 把 不 等 式 左边 记 为 Li. 对 有 一 4 我 们 有 


所 1， 
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1 | A? A A 
A 十 了 x 十 x， 团 导 十 .14 计 十 六 1 
1 TD Try 十 I 
十 十 并， 

设 这 命题 对 某 个 之 4 成 立 , 考虑 上 -+ | 个 任意 正 数 mm za ， 
hl 由 于 Ly 1 是 连 换 对 称 的 ,不 失 一 般 性 可 设 TIE 一 1]， 
2 " 这 样 


了 _ 汪 1 1 TF 本 -1 
人 2 十 -rs Ti 十 Ta .下 | 十 坟 | 人 十 十] 


L222. 
下 证 数 2 不 能 换 成 更 大 的 数 . 考虑 不 二 2m(m>1) 的 情况 . 
令 A 二 Tm 一 ] ado om rm 一 rf yn] 一 


六 ,其 中 上 是 插 何 正 数 . 这 时 上 可 以 北 简 成 
Le 一 2 人 (1 十 如 二 全 人 

因此 ,limL 一 2. 对 于 一 2m 十 1 的 情况 可 类 似 进行 

82, 这 不 等 式 关 于 变量 并 木 对 称 , 但 循环 轮换 (a,5,c) 呈 
《bycra) 下 是 不 变 的 . 四 此 我 们 可 把 变量 旋转 得 使 a 是 最 大 (或 
最 小 的 ), 把 左边 记 为 Fa,ac), 则 Fia 感 te) 一 Fay5icr) 丽 
数 是 零 次 齐 次 的 , 我 们 可 把 它 就 范 化 成 a 十 #8 十 c= 二 1, 或 是 a 二 
1 .5 一 1 十 rc 一 1 十 xz0y0) ,在 后 一 情况 下 ,此 须 处 理 x 
y 和 < y 两 种 情况 . 注意 到 二 项 中 有 的 会 是 负 的 ,这 使 通常 的 
慎 计 复杂 化 . 如 果 不 去 分 母 ,估计 会 很 困难 , 存 很 少 的 计算 后 可 
得 到 等 价 的 不 等 式 afa 一 中 2 十 一 四 2 二 efe 一 区 2 0 

83. 这 看 上 去 像 是 个 判别 式 , 确实 , Fr) 一 ate 一 2)z: 一 
(a at+2)r 二 (ea 十 和 有 FO0) 二 a 十 ] >0, 了 (1) 二 一 (a 一 gq 十 


1])<<0, 所 以 了 上 有 正 的 判别 式 , 这 就 是 要 证 的 不 等 式 , 
SN 5 一 ak 
84. 令 3 一 寺 二 三 2 


风 58 一 $8 二 gi 一 十 @2 一 43 二 十 一 G441 二 0, 即 5 二 5; ,因此 
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Li 一 


叫 2 周 了 
7 LF > \ t | 必要- 
人 - = 51 一 - Sa = EE 


Tae Qa Gs 十 hat. 


Dr = pi 人) 


仿 二 -和 2 
R86. 站 二 5 十 = 于 7* 则 Fry ye) 


这 - 人 一 二 
rev zyTe | Ty 1, 此 外 ,我 们 有 flr ye) 


TT yy | Yee ，& 十 工 一 工 、 
二 2 二 2 下 3 一 /yzyo, 我 人 已 证 明了 


所 3 Zz) 2 圭 此 J 这 些 不 等 式 是 精确 的 . 实际 


1 ,1 Ee 2 i > 
上 ,f(r,tr,t 7)= I Ti ii 十 有 to 


时 极限 为 1 而 当 上 0 时 极限 为 2. 因为 f(x ,vy,z) 对 所 有 正 数 是 
连续 的 它 取 1,2 之 间 的 所 有 数 . 

87, 把 中 线 4A;: , BB; ,CC* 延长 交 外 接 硝 于 Al ,BC 我 
们 有 AA 所 D, BB 所 DCC 委 噩 , 即 mm 十 AAA DD ,ms B, 了 B， 
DD,m.+t GP. 由 相交 弦 定 理 AlAs* A = BA ， A:C= 


,AAA = 蕊 -类 似 地 有 Bi Be 一 疙 - -CIC: 一 在 ,代入 上 面 的 
不 等 式 .我们 到 
ee 二 ee <3D. 
i, 二 47n 


由 dn 十 a 二 2 十 2c7 ,dm 二 六 二 2a? 十 2 ,dz 十 5 一 282 十 


一 205 一 


钙 突 疾 说 的 策 廊 


2 , 即 得 
不 -于 人 +e a “十 可 TP oa) 


27, op 2 
由 此 , 乘 以 2 即 得 结果 . 
88. 由 第 一 个 方程 我 们 得 到 1 二 x+y 十 z 守 3Yiryz, 即 ryz 
所 访 . 再 由 第 二 个 方程 ,x ( 一 中 十 (一 于 (2) 二 1 一 
3 
zyz 之 并, 男 一 方面 3 = 0 一 
站 0 —2) a 矛盾 ! 
89. 这 会 使 我 们 想到 公式 sina 二 ?tan 和 /1 +tane 学 号 } 以 及 


cosa 一 (1 一 tan2 (9)})/ (1+tan: {3 )}. 因此 我 人 六合 T=tan 9 ， 


y 二 tan 4 1 光一 tan 志 ,不 等 式 就 成 为 
cosasina + cosPsinf + cosysiny (sing + singt siny) /2 
sin2a | sin28+ sin2 ysing + sin8t siny. (1) 
到 现在 为 止 我 们 忽视 了 xy 十 yz 十 z2 二 1. 如 入 a 十 8 十 站 


件 就 满足 了 , 确实 ,ztg( 训 一 备 一身 )=cot (多 二 名) 一 二 党 
3 二 32 十 sz 一 TY 十 (十 切 z 一 TY? 十 1 一 zy 一 1 我们 可 设 在 (1) 中 


是 讨论 三 角形 的 三 个 角 mp, 和 你 定 生 1) 的 丰 训 是 


sinat sing+ siny = 3 一 其 二 六 一 一 呈 . 


《起 中 absc 分 别 是 二 角形 的 三 边 长 ,s 为 半 周 长 , 民 ,r 分 别 为 二 
角形 的 外 接 贺 与 内 切 几 半径 . 4 为 三 角形 的 面积 , ) 把 三 角形 的 
外 心 册 到 三 边 ec:a'e 的 距离 记 为 +,y;zx; 则 左边 
sin2a 十 sin28 十 sin27y 一 2(sineeosa 十 sinpcosg 二 sinycosy) 
一 SCOTT ee05 osy 
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2 


个 acosae 十 Becs8 十 ceosy 一 4 ， 计 1+b' 言 十 c， 记 = = 验 ， 
因此 _sine- sing- siny Rl 


sin2a 十 sin28Hsin2y 2r 

,3 一 证, 一 一 , 则 zyx 一 1， 
EC ET Te a 

把 右边 记 为 S, 我 们 要 证 明 S 尖 之 , 对 于 向 量 ( 一 


VE 
TT CS 不等式, 我们 得 到 


(x yz) 23( 十 3 二 和 ‘S22 


再 用 AM- GM 不 等 式 


S> 学 ， .2 ， Je 一 


等 式 当 且 仅 当 zx 一 3 一 < 一 1 时 成 立 , 这 等 价 于 a 一 9 一 c 一 1 

很 多 参加 奥林匹克 的 学 生 用 了 Chebyshey 不 等 式 ,也 可 以 
用 排序 不 等 式 , 给 出 一 个 不 同 的 证 法 ! 

91. 把 所 有 项 都 移 到 左边 并 看 所 有 会 *。 的 项 : 


f= 


让 我 们 求 隆 数 在 区 间 [zx,-1 ,se) 上 的 最 小 代 . 函数 Fiz) 在 
区 间 上 导数 为 正 , 于 是 当 x,= 二 zx,_!1 时 达到 最 小 值 . 将 zx, 一 zx,-1 插 
人 不 等 式 ,我 们 得 到 对 不 同 变量 x 到 zx， 的 同一 个 不 等 式 . 然 
后 用 数学 妇 纳 法 完成 证 明 . 

92, 把 这 些 不 等 式 平方 ,把 左边 移 到 右边 ,把 平方 差分 解 因 
式 , 再 相 莱 ,cc 十 a 一 从 (ec 一 a 十 耻 才 0, Cab 一 O(a 一 bc) 才 0， 
(pe—a (bo—ctia)d. 
得 到 (Cap—e) (a—bte) hte—a) 0. 
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因为 平方 是 非 负 的 ,左边 至 少 有 一 个 因 于 为 0. 

93. 本 十 六 一 本 一 对 证 改写 成 时 寺 关 -26pcos60 一 人 ,所 以 
cap 是 二 衣 形 边 长 且 7Y 二 60", 因此 gw 宇 了 0 ，Bs60 或 ws60 .8 
空 60", 这 样 4 宇 r 实 bp 或 ea 委 < 委 总 在 两 种 情况 下 ,都 有 (a 一 让 (6 
一 0 个 志 0. 

94. 把 不 等 式 改 写成 形式 (x 十 y 一 zy) (yi 十 2 一 yz) 
二 (一 2 请) 之 3. 我 们 要 证 明 左 边 每 个 括号 中 数 不 超 过 1. 
取 第 一 个 插 导 中 数 训 二 一 让 yy. 如 x 记 y 则 六 一 ry<20, 否 则 
.一 TO. 因为 zy 都 过 1, 我 们 得 出 结论 让 十 一 ry 过] 
六 两 个 括号 类 似 ， 

95. 我 们 可 设 0Sa 和 bc 和 1,0 志 (1 一 a) (1 一 相 . 因此 aa 十 
lapelt2abadtp+cea 二 hb 二 1] 所 2 十 24 一 20 十 ab). 这 
样 

a TO CC 人 
1 十 ie lca ltab ltad ltab 1 二 ap 
ri 


入 1 十 ap 


fn 十 1 二 > 部， 


<2. 


但 z 六 1 时 了 f(x) 之 1; 而 当 x<1 时 ,分 母 <2,/(z) 字 . 


97. 考 虚 四 个 向 量 如 二 (as) ,Ds 二 (c,d), 思 二 (e, 让, 一 
(8 由) ,所 纵 六 个 数 是 这 四 个 向 量 中 每 两 个 的 数量 积 , 而 总 有 两 
个 向 量 的 夹 角 不 超过 了 ,于 少 有 一 个 数量 积 是 非 负 的 . 
98. 我 们 可 设 xz) 宇 x 宇 … 宇 x 所 有 这 些 点 在 [x ,xj 中 ,内 
下 |x 一 | 圭一 xz], 此 外 ,| 一 x | 十 | 一 zz | 二 x 一 x 人 
2 一 1), 上 一 与 + 一 xx, 一起， 
2 | zr | (no Dr Oo,). 
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和 7 不 区 


因 轩 Cn Tree) 之 z,， 只 要 定 明 x 十 声 (n 一 1) (x 一 x) 


工 ] 十 2 


x 十 Cn 一 DD 这 x 十 zx 十 … 十 x 诈 这 是 对 
的 ， 
99, 我 们 有 fm) =(—D"a+(—1)%,f( 和 = 一 b， 


f( 神 )= 一 委 二 4 因此 lat6| 所 1,1a 一 26|1<2 或 -1<at+b< 


1 ,一 2 十 5b 一 35&2, 相 加 即 得 |51 寺 1 一 1 寺 一 a 一 1). 
100. 令 二 8 十 c 一 ayy 二 c 十 a 一 Bz 二 a 十 6 一 cyXxyYyrz 都 正 . 


又 a 一 ,6 一 所 ,一 六 .左边 成 为 交 十 与 产 十 台 2 
入 


一 去 ( 世 十 过 十 艺 十 至 十 王 十 二). 这 显然 之 3. 
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归纳 法 原理 在 离散 数学 (数论 ,图 论 ,组 合计 数 ,组 合 几 何等 
等 ) 中 是 极为 重要 的 , 如 果 对 n 的 小 的 值 有 了 和 猜测, 人们 通常 会 
要 证 明成 立 革 个 关系 f(n) = 二 g(n). 然后 ,会 验证 1(1) 二 g(1)， 
并 在 Fo 一 gr) 的 假设 下 证 明 也 有 f(n 二 1) 二 gln 十 1), 由 此 
根据 归纳 法 原理 就 可 得 出 结论 ,一 &( 对 所 有 nE 及 都 成 
立 ,这 个 原理 有 多 种 变形 . fn1) 二 g(n}) 对 n= 二 0 成立 ,或 是 对 革 
个 而 >1 开始 . 归纳 假设 经 常 是 f(k) = 二 g(h) 对 所 有 上 <n 成 立 ， 
并 在 这 假设 下 证 明 f(n) = 二 gCn) 成 立 . 我 们 假定 大 家 都 熟悉 这 
些 , 并 在 不 平常 的 情况 下 用 归纳 法 作出 非 平凡 的 证 明 , 对 初学 者 
来 说 , 可 参阅 P5lyalL22] 一 [24] 中 极 好 的 归纳 法 的 处 理 方法 . 通 
过 证 明 由 瓦 三 0 二 14 Fis 二 Fy 十 Fr《(n 宇 0) 定 义 的 
Fibonacc 数 列 的 许多 公式 中 的 某 些 公式 ,读者 会 得 到 实践 ,我 们 
列举 几 个 公式 ; 


1. Binet 公式 .下 ,一 (ow 一 外 ) 人 5a 一 
了 mt( (+ (+t 
$e 

4 证 明 :(， 0) = -|F A | 


DN 


(1 十 5) ，《〈1] 一 V5) 
= ~ 


"B= 


” - 2 2 1 2 

| Hr - 

站 中 
和 


这 里 需要 知道 矩阵 的 乘法 , 它 对 证 明 后 面 的 公式 很 有 和 帮助. 
5. Fi Fe 1=F 二 (1)". 
6. Fi 二 FTF 一 F421. 
7 二 十 十 十 于 十 = 二 
Fynii. 
8 Fr FaF i = i FF Fm 1)". 
9. Fi = Fi Fst 2P PF = Fa PCP t Fi) 
= b,,, i! 
10, 三. Fs 二 FoF 十 "十 Fo 1 Fe Py,. 
1]1. FF 1 = Py,. 
12. mln=F, |F,. 
13. gcdt Fs Fi) = Powenn. 


14. 设 上 是 蕊 一 上 十 1 的 正 根 ,网 :一 1 十 十, 由 此 得 到 连 分 数 
展开 式 ， 


本 章 中 我 们 要 用 归纳 法 证 明 一 些 老 的 和 新 的 定理 ,其 中 有 
的 已 用 极 回 原理 或 其 他 方法 证 明 过 . 实际 上 ,归纳 法 原理 等 价 寺 
王 面 的 会 理 : 非 负 整数 集 的 任何 ( 非 空 ) 子 集 有 最 小 数 . 在 这 方面 
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ER 
来 说 , 它 也 是 个 极端 原理 . 
问 题 


1. 在 空间 中 给 了 2n 个 点 tn 实 2) ,在 这 些 点 间 联 有 ww 十 1 条 
线段 . 还 明 : 其 中 至 少 有 二 个 点 ,这 三 个 点 的 每 两 个 点 间 都 联 有 
线段 . 

2. 在 一 个 圆 形 环 路 上 有 = 辆 相同 的 车 ,所 有 车 上 的 燃油 恰 
好 够 一 辆 车 走 一 圈 . 证 明 ; 总 有 ~… 辆 车 , 它 在 开 的 过 程 中 把 其 余 
车 二 的 油 收 集 起 来 时 可 以 走 一 轿 ( 其 他 车 不 动 ). 

3. Sikinia 的 每 条 路 都 是 单行 道 . 每 两 个 城市 间 愉 有 一 条 
路 . 证 明 : 必 有 这 样 的 一 个 城市 ,从 任何 另 一 个 城市 都 可 直接 到 
该 市 或 至 多 经 过 一 个 城市 到 该 市 . 

4. 证 其 ， 

"二 
fln) = | , 痉 一 和 
5. 对 性 何 正 整数 N ,证 明 不 等 式 ， 


VV 3 dey (N— DYN <3. (TT 1987) 


6. 着 a.b 和 gq 一 全 和 都 是 非 负 整数 , 则 g 一 gedca,6)?. 用 


对 a4 的 归纳 法 证 明 IMO 1988 的 这 个 有 名 的 问题 . 


7. 我 们 作 敌 增 Y2””, 它 定义 为 ao 二 1,aw,) 一 V2" (n€ 
Nu), 证 明 数列 a, 单调 增加 且 有 上 界 2. 

8. 平面 上 有 n 个 图 ,它们 把 平面 分 成 若干 块 . 证 明 ; 可 以 把 
平面 双色 染色 ,使 得 不 会 有 两 块 有 公共 边界 线 的 块 是 同色 的 . 这 
样 的 染色 法 称 为 合适 的 染色 法 . 

9. 一 张 地 图 可 以 用 双色 合适 染色 , 当 且 仅 当 它 的 每 个 顶点 
有 偶数 度数 

10. (a) 一 个 简单 的 不 必 凸 的 # 边 形 至 少 有 一 条 对 角 线 全 


272 一 


在 该 边 形 内 . 

《b) 这 个 nn 边 形 可 以 用 其 形 内 的 对 角 线 剖 分 成 三 角形 . 

Cc) 剖 分 成 二 角形 的 nn 边 形 的 顶点 可 以 用 三 种 颜色 合适 地 
染色 ， 

(dd) 三 角形 剖 分 的 每 个 面 可 以 用 两 种 颜色 合适 染色 ， 

11. 字母 表 {0,1} 的 长 为 n 的 , 旧 没 有 两 个 1 距离 为 2 的 字 
的 个 数 记 为 a,, 用 Fibonaceci 数 表 示 a 

12, 平面 上 有 N(N>1) 条 直线 ,其 中 无 两 条 平行 ,无 三 条 交 
于 一 点 . 证 明 对 于 这 些 直线 所 确定 的 每 个 区 域 可 以 赋予 一 个 缮 
对 值 不 超过 N 的 非 零 整 数 ,使 得 所 得 每 条 直线 的 每 一 全 中 所 赋 
数 的 总 和 为 0. (TT 1989) 

13. 数列 na, 定 头 如 下 ,a0 二 9 arr 二 3 十 4qi (n>0). 证 明 ， 
af 在 十 进 制 下 ?中 有 1 000 个 以 十 的 9. 《TT) 

14. 求 如 下 定义 的 有 * 个 根 号 的 数 的 精确 公式 ， 


a = 2 V2 V2 


1s. 设 a 是 使 4 十 二 E 的 实数 , 证 明 


“十 六 Z 《对 任何 nEN). 
16. 证 明 :1<- 寺 j 十 … 十 3 二 <2. 
17. 对 所 有 区 网 ,成 立 fi) 二 gn) ,其 中 


111 .1 1 一 _ 上 .十 工 
Fn}=1 2 3 十 7 p77" BON) -十 十 区 


18. 证 明 (n 十 1 Can 二 22n) 二 27 3， But2n—1]1) 对 
所 有 全 氏 成 立 ， 


19. 证 明 ;< 十 二 一 2cosa->x" 十 点 一 2cosna( 对 所 有 nC), 
20. 如 在 2" 关 2 的 棋盘 十 去 掉 角 十 的 一 个 小 格 , 则 剩余 部 
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极 决 问 时 的 第 财 


分 可 用 由 形 的 三 格 块 羡 住 
?1. 在 单位 圆周 上 的 - -条 直径 的 一 侧 给 有 2rz 十 1 个 点 Pi， 
"Ps, 1 。 证 明 (OO 为 圆心 ) : 


0 +OP,+.+OP,., |>1. 
22. 考虑 集合 和 1 ,2,…,N} 的 所 有 这 样 的 子 集 ; 它 不 含有 汕 
个 相继 的 数 . 证 明 ,集合 中 所 有 数 乘 积 的 平方 和 为 (NM 二 1)1 一 1 
(例如 靖 一 3,12 十 下 十 3 十 (1 。3 和 一 23 一 4 一 1])， 


23. 4 个 顶点 ,& 条 边 的 没有 四 面体 的 图 中 <| 雪 | 


24. 正 整 数 ai ,ar a; 满足 4 世 as 世 这 qs 证明; 
证 a 

25. 3 |22 十 1 对 所 有 整数 0 成 立 ， 

26. 在 一 张 mr xn 的 实数 的 矩阵 中 ,在 每 一 列 中 至 少 标 出 记 
个 (p 志 mm) 最 大 的 数 ,在 每 一 行 中 至 少 标 出 gC(g 所 0) 个 最 大 的 数 . 
证 明 至 少 有 pg 个 数 被 标 出 两 次 . 

27. 在 一 个 圆周 上 选取 ”个 点 , 标 为 a 或 5, 证 明 ; 至 多 有 
[(3n 十 4)72 | 条 芯 联 结 标记 不 同 的 点 且 在 图 内 不 相交 ， 

28. 设 xn 二 2*. 证 明 在 任何 (2n 一 1 个 整数 中 可 取 n 个 数 柄 
它们 的 和 被 ” 整除. 

29. 证 明 Zeckendorf 定理 :任何 正 整数 N 可 以 唯一 地 表示 
成 不 同 的 不 相 邻 的 Fibonacci 数 的 和 

N= DF, |i-iil|>2, 
其 中 五 一 1,F =—2,F,,, 二 上 tl 十 F(a 六 1). 确实 1= 户 二 1， 
2=F,=10,3=F=100,4=F 直 =10],5=F,=1 000,6= 
FtF=i 00],7=F+TF,=1 010,8=F.= 10 000, 9 一 丘 ; 十 
1 三 10 001,10=Fs 二 Fi =10 010,11==F; 二 二 10 100,12 一 

Fs+F t=10 101 
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第 儿 举 : 妇 她 丢 订 旭 


30. 在 无 限 大 的 棋盘 的 原点 ( 黑 格 ?中 有 一 个 马 .在 味 了 hm 
步 后 , 它 可 以 到 达 的 格子 有 几 个 ? 

31, 《a) 一 个 平面 的 凸 区 最 有 条 直线 穿 过 ,和 且 有 pb 个 在 区 
域内 的 交点 ,把 这 区 域 分 成 r 块 互 不 相交 的 区 域 . 求 i,p 和 抉 数 
r 加 的 简单 关系 式 . 

(b) 在 - -个 圆周 上 有 个 不 同 的 点 ,过 其 中 两 点 作 弦 . 所 有 
这 些 营 中 没有 三 条 弦 交 于 ( 圆 肉 ) 一 点 ,an 表示 分 成 区 域 的 块 
数 ， 加 图 以 找 出 A Ho Ma A Ss, 猜测 aus 求 6 以 验证 你 的 猜 
想 . 用 (a) 的 结果 求 a，. 

32. 一 张 无 限 大 的 棋盘 形 为 第 [象限 , 能 否 在 每 个 格子 中 写 一 正 
整数 ,使 得 每 一 行 中 ,每 一 列 中 都 丛 含 每 个 正 整 数 一 次 ? (TT 1988) 

33, 求 所 有 如 下 的 分 数 -二 的 和 :gcd(z，y) 一 1izsGn yn 
XT yn - 

34. 求 如 下 十 头 的 数列 a, 的 精确 公式 : 

Ql 二 1， qt — 让 (+4a, HTT I). 

35. 证 明 ;如果 个 点 不 全 在 一 直线 上 , 则 联结 其 中 两 点 的 
线 至 少 有 nn 条 不 同 . 

6, 正 整 狐 Ts Th 和 和 yl ND Ym 使 工 十 Xs 十 … 十 
| 与 1 十 ya 十 ,十 3 相等 且 小 于 mn 证 明 : 可 以 在 等 式 Tl 十 
yy 中 则 掉 一 些 数 使 等 式 依然 成 立 . 

37. 所 有 了 形 为 1 007,10 017 ,100 117… 的 数 都 被 53 整除 , 


38. 所 有 形 为 12 008,120 308 ,1 203 308,… 的 数 都 被 19 
整除 ， 


39. 设 zs 是 x 十 pr 一 1 二 0 的 根 ,pp 是 奇数 ， 证 入 一 邓 
十 ,OD, 评 明 .y， 利 yn 是 互 质 的 辖 数 ， 


解 答 


1. 我 们 证 明道 否 命题 :有 2n 个 顶点 的 没有 三 角形 的 图 最 
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多 有 nn 条 边 . 

对 ”一 1 这 定理 是 显然 的 . 设 对 于 有 2n 个 顶点 的 图 定理 成 
立 , 我 们 诈 明 有 2n 十 2 个 顶点 的 图 也 成 立 ， 

讽 上 G 是 有 2n 十 2 个 顶点 的 没有 三 角形 的 图 . 取 避 的 有 线段 
相 联 的 两 个 点 各 ,如 , 略 去 这 两 点 及 与 和 或 召 相 联 的 线段 , 由 归 
纳 假设 , 留 下 的 图 G 有 2n 个 顶点 且 没 有 一 角形 ,C 中 最 多 有 2 
条 线段 .C 中 能 有 多少 线段 呢 ? 不 会 有 点 (与 A 及 昌都 有 线 
段 , 否 则 GG 中 有 一 角形 ABC, 这 样 ,如 果 及 与 G6 中 的 x 个 点 相 
联 ,B 就 最 多 与 G 中 的 2n 一 z+ 个 点 相 联 . 从 而 (不 要 忘记 计算 线 
段 AB)G 至 多 有 十 2n 一 + 十 x 十 1 即 人 Ca 十 1)2 条 线段 . 容易 看 
到 定理 的 陈述 是 精确 的 ,实际 上 ,把 2 个 点 分 成 两 个 n 点 :P 和 
急 , 并 把 P 中 每 个 点 与 Q@ 中 每 个 点 相 联 ,所 得 的 图 中 没有 三 角 

2. 对 ”一 1 定理 是 显然 的 , 设 对 于 ?这 定理 已 经 证 明 . 如 现 
在 有 "十 1 辆 车 .其 中 总 有一 辆 车 A 能 够 开 到 下 一 辆 车 B 处 . 
(如 果 没 有 一 辆 车 能 开 到 下 一 辆 车 处 ,就 不 会 有 足够 的 燃料 能 开 
一 咖 . ) 把 B 的 燃料 都 放 在 4 中 并 去 掉 这 辆 车 , 这 样 我 们 有 # 
辆 车 ,它们 有 的 燃料 足以 开 一 图 , 由 归纳 假设 ,它们 中 有 -- 辆 车 
可 以 完成 一 圈 . 这 辆 车 在 n 十 1 辆 车 时 也 能 开 完 一 考 . 从 有 A 到 B 
时 燃料 是 够 的 ,在 其 他 路 段 中 这 车 上 燃料 与 辆 车 的 情况 相同 . 

3. 对 于 两 个 或 三 个 城市 的 情况 , 定理 显然 是 正确 的 . 设 对 
于 2 个 城市 这 定理 是 正确 的 ,满足 定 理 条 件 的 城市 叫 吾 城 . 对 
任何 = 个 城市 , 设 4A 是 个 互 城 . 其 余 * 一 1 个 城市 可 分 成 两 个 
集 : 直 接 有 路 可 到 A 的 城市 的 集 品 ;没有 直接 可 到 A 的 路 的 城 
市 的 集 N. 于 是 每 个 N 城市 可 以 经 过 一 个 万 城 而 到 达 A4. 设 存 
这 个 城市 外 再 加 进 一 个 城市 P. 有 两 种 情况 要 考虑 ， 

《1) 号 到 A 有 直接 的 路 ,或 者 了 到 某 个 DD 城 直接 有 路 , 这 
时 ,4 也 是 个 互 城 

(2》 从 A 及 任何 DD 中 的 城市 都 直接 有 小 通 到 已, 从 任何 一 
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LS 
- 二 
ae dh Py J 
cE a 


个 只 城 到 某 个 也 城 有 和 直接 的 路 . 这 时 是 个 HH 城 . 
4. 我 们 有 f(1)==2. xf)=- (一 >) +( ,我 们 
得 到 
mi1 
ftD = 之 ( 


一 rt )2 


el 


1 te (1). et pen 
i 一心 
1 


i Ei 
= 襄 帮 十 十 ftn)， 
即 六 二 2", 这 一 证 明 比 第 5 章 中 的 用 概率 解释 的 证 明 复 杂 得 


多 . 注意 这 里 我 们 把 证 明 作 得 非常 紧 普 ,要 花 些 力气 才能 够 理解 
它 . 


5. 这 个 问题 是 很 特别 的 ,我 们 把 它 改 成 更 一 般 的 问题 :把 2 
换 成 mm. 这 会 使 证 明 更 简单 , 而 特殊 情况 就 是 这 结果 , 对 于 加 之 


2, 我 们 证 明 
VY 《ma 十 1])w Nmtl. 
用 倒 过 来 的 归纳 法 , 即 先 对 m 二 NN 然后 再 到 m= 二 2. 显然 
vN<N 十 1, 对 m<N, 我 们 归纳 假设 


~ Crt (mt YN mt, 
于 是 nv mT) N < /mnt2 <imt1, 
所 以 AM 2% 3 N 一 3， 


56, 这 个 证 明 属 于 J, Campbell(Canberra), 如 果 5 一 0, 闭 果 
是 清楚 的 , 如 a52>0, 由 对 称 性 可 设 a 所 6. 设 结 果 对 于 较 小 的 乘 
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积 ab 是 成 立 的 . 现 我 们 要 找 整数 c 满足 


_a+te Oe 
4 一 人 十] 0h. C1) 


因为 ar<Zab, 由 归纳 假设 ,gq 二 gcd(a,e)7, 为 找 得 cc, 解 
a th a te 
abi+l actl + 
把 分 子 、. 分母 都 相 减 ,我 们 得 到 
pe bite 
atp—c) a 
注意 是 整数 县 gcdfa; 上 二 gcdta,c). 如 果 能 证 明 0 所 cb 
就 完成 了 证 明 . 为 证 明 这 点 ,注意 到 
a ati _ ab 
了 abt1 ab bg a 


qcag—w. 


加 2 
ag< to b=2b—>ag—p< pcb. 
为 证 明 < 六 0, 我 们 作 估 计 


本 


4 or 十 ] 
这 就 完成 了 证 明 . 

7. 我 们 有 ao<ai ,因为 1<v2,. 设 as<a, -对 革 个 成立， 
因为 底数 人 >1 时 , 寒 函 数 是 上 升 的 ,y 2 < 即 a 1 <a 2 
这 就 证 明了 a, 是 上 升 的 ， 

显然 有 ao 二 2. 设 a 之 2; 则 ai 一 Zr < 二 2, 所 以 a, 有 
上 上 距 2. 

注 : 有 上 界 的 土 升 数列 a, 收 伍 ,其 极限 a 满足 2 =a. 这 方 
程 的 唯一 解 为 a 一 2 

$8. 对 ?= 一] 定理 是 显然 的 . 把 圆 内 染 为 日 色 , 阅 外 染 为 黑 
色 , 这 是 合 送 的 染色 . 设 对 ”个 贺 定 理 成 立 , 现 有 十 1 个 赔 . 先 
咯 去 一 个 加 ,其 余 个 圆 把 平面 分 成 的 块 由 归纳 假设 有 合适 的 
染色 法 , 现 加 进 了 第 "十 1 个 圆 并 作 如 下 的 重新 染色 :在 这 个 圆 
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二 dr 十 1>0->c> ->c>0 


第 4 委 3 风 机 法 得 于 


的 外 部 保持 原来 的 颜色 ,而 在 这 个 俩 的 内 部 则 政变 颜色 , 即 白 的 
变 成 黑 的 , 黑 的 变 成 白 的 . 这 个 新 的 染色 是 合适 的 . 实际 上 ,两 个 
相 邻 的 区 域 如 果 被 这 个 圆 穿 过 , 则 由 于 颜色 的 反 转 是 异 色 的 ,而 
同 在 这 个 圆 内 (或 外 ) 的 相 邻 区 域 由 归纳 假设 仍 是 相反 颜色 的 . 

另 一 证 明 : 平 面 所 分 成 的 每 一 块 标 一 个 数 , 所 标的 是 它 在 图 
内 的 图 的 个 数 , 而 黄 个 相 邻 的 区 域 所 标的 数 奇偶 性 不 同 . 标 奇数 
的 部 分 梁 成 黑色 , 标 偶 数 的 部 分 当成 白色 ,就 得 到 平面 的 合适 染 
色 . 

9. 如 果 一 个 顶点 的 度数 为 奇数 ,那么 围绕 这 点 的 块 (奇数 
块 ) 已 不 能 用 两 种 颜色 来 合适 染色 了 . 

为 证 明 充 分 性 ,我们 对 边 数 进行 归纳 . 对 于 有 两 条 边 的 图 定 
理 是 显然 的 

设 对 于 边 数 不 超 过 n、 所 有 顶点 度数 为 偶数 的 地 图 定理 是 
成 立 的 . 现 有 一 个 {n 十 1) 条 边 的 ,顶点 度数 都 是 偶数 的 图 ,从 图 
的 任 一 顶点 A 出 发 ,沿边 走 直到 第 一 次 回 到 某 个 已 经 到 过 的 点 
B. 从 B 到 8B 的 闭路 抹 去 , 留 下 的 图 M 的 顶点 度数 都 是 偶数 . 由 
归纳 假设 ,MM 可 以 用 两 种 郑 色 合适 染色 . 现 加 上 抹 去 的 道路 并 
改变 这 闭路 的 一 边 { 内 或 外 }) 的 颜色 ,我 们 就 可 得 到 图 M 的 合适 
染色. 

10. ta) 设 六 ,B,C 是 多 边 形 的 三 个 相 邻 的 顶点 ,从 B 作 指 
向 多 边 形 内 的 射线 . 或 者 有 一 条 射线 磁 到 另 一 个 顶点 也 ,或 者 
AC 全 在 多 边 形 内 . 

Cb) 对 用 归纳 法 . 设 所 有 上 (所 nn) 边 形 都 能 用 全 在 多 边 
形 内 的 对 角 线 分 成 三 角形 . 考 虚 任何 (x 十 1) 边 形 , 在 它 内 部 画 一 
条 对 和 角 线 , 它 把 多 边 形 分 成 两 个 委 % 的 多 边 形 . 每 一 个 都 能 用 在 
内 部 的 对 角 线 分 成 三 角形 . 这 样 就 对 (Ca 十 1) 边 形 也 得 到 了 分 成 
二 角形 的 分 法 . 

(c) ?一 3 时 定理 是 显然 的 . 设 神 分 成 二 角形 的 nn 边 形 的 又 
点 可 以 把 顶点 三 色 合 适 染 色 . 现 取 一 个 (Ca 十 1) 边 形 , 它 有 三 个 相 
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邻 顶点 4, BC 使 ABC<180". 把 和 ABC 切 去 后 , 贸 下 的 多 边 
形 有 ?2 个 顶点 ,由 归纳 假设 可 以 合适 染色 . 因为 A 和 和 C 只 用 了 
两 种 颜色 ,对 B 可 用 第 三 种 颜色 . 

Cd) 把 Cc} 中 的 三 种 颜色 记 为 1,2,3. 把 三 角形 的 边 按 1*2 
一 3-*] 定向 . 如 果 基 上 硕 时 壬 方 向 的 就 染 为 黑色 ,如 果 是 逆 时 和 针 
方向 的 就 染 为 白色 . 

11. 我 们 如 下 导出 av 的 递 推 式 :以 0 开始 的 字 有 a -个 ,以 
100 开关 的 字 有 a, ;个 ;以 主 100 开头 的 字 有 a 个 ,这 样 


i 二 as 十 a 4 3 性 一 3 三 ,aa =6 ,0 二 9. 


! 1 2 二 2，1 
2 1 | 4=2+2 
3 2 | 6=2+3 
4 3 | 9=3"3 
5 5 15 一 3，95 


由 这 个 递 推 式 得 出 上 面 的 表 . 从 这 个 表 我 们 猜测 
Gzm—= Pore rimti—= Fnta * Fars. 
设 对 于 <2m 这 个 猜测 是 对 的 ,那么 
asm = Prati tt PF, Ft 
和 =F th Fs = Ps, 
Qamt1 = Pmts tHE, Fn 
一 下 + 十 下 一 下 
12. 用 两 种 套色 把 相应 的 图 合适 染色 ,对 每 个 区 域 赋 一 个 数 ， 
这 数 就 等 于 这 个 区 域 的 顶点 的 个 数 , 而 符号 则 按 这 区 域 的 颜色 ， 
一 种 颜色 为 正 的 , 另 一 种 颜色 则 用 负 的 , 在 任何 一 条 直线 的 任何 
一 全 的 数 的 和 为 0. 实际 上 , 取 N 条 直线 中 任何 一 条 ,如 果 一 个 顶 
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各 之: 和 的 六 如 


点 不 在 这 条 真 线 上 , 它 对 黄 个 区 域 有 十 1, 对 两 个 区 域 有 一 1. 如 果 
它 在 这 条 直线 上 , 则 对 一 个 区 域 有 1, 而 对 田 一 个 区 域 是 一 1. 

13. 为 得 到 一 些 线 索 , 我 们 试图 计算 数列 的 头 儿 项 . ao 一 9， 
ai 二 22 599,-…. 下 一 项 已 经 要 花 很 多 时 间 了 . 但 夺 少 我 们 可 怀 
疑 在 数 的 绪 尾 处 有 很 多 9. 此 外 ,我们 已 被 告知 we 有 1 000 多 个 
9 而 1000 比 2 一 1024 稍 小 ,我 们 猜测 a 以 2* 个 9 结尾 , 这 
将 用 归纳 法 来 证 ;以 m 个 3 结尾 的 数 有 形式 a * 10" 一 ] (aE€ 
风 ), 设 a 二 a * 10” 一 ], 刚 

dt 二 $a 二 da 二 3{ta 0 一] 和 4 十 4 10"—1)3 
=—3a:， 10m"—12a: ， 10"+]8a: »。10"—1l2a*， 10" 
十 3 二 4a? ， 0 一 1]2a? 。102 十 12as。102 一 4 
=p * 10"—1. 
内 此 ,每 一 步 结 尾 处 的 9 的 个 数 加 倍 . 所 以 ao 一 a。10: 一 1《 对 
任何 zz0)， 


14. 我 们 试图 作 一 个 几何 解释 首先 a; 二 2cos (下 ), 接 下 

来 ,有 倍 角 公式 cos24 一 2cos:a 一 1. 现 我 们 猜测 ， 
nr C08 pa 

用 这 个 猜测 ,我 们 可 得 c++: /2 十 2cos 3 和 [一 2c0s 有 

15. 我 们 有 we 十 证 E ZZ, 又 由 假设 十 二 EZ. 设 对 某 个 > 
tN, 

i Ze 二 GE 了 

则 tt ) (et) (te z. 

16. 我们 有 


_ 1 1 22+1i 
由 一 3 
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现存 F(D) 一 立 十 十 十 圭一 让 > 如 果 fm) >], 则 


1 i 1 1 
Aint h/t) | 1 3n+2 ”30 十 3 3n 二 4 


， 四 | 
为 从 ftn) 得 到 f(r 二 1) ,我 们 要 减 去 -并 加 上 BUNA) 


十 于 s 3 二 7 包 个 较 大 呢 ? 我 们 证 明 g(x) 较 大 . 实际 上 ， 


ll 6n6 ~ 6n+6 __ 2 
3 十 2 3 十 4 (3n 二 2)(3nt4) {3n 二 3)7 37 十 3 


这 里 我 们 用 了 ab< (2 于) .这 样 Ka+D> AD>L 央 此 1< 


De2 
17. 我 们 有 产 1 一 8. 假定 对 某 个 nE NN ,Fn) 二 y(n)， 


则 


Fiat DA)= DF 一 7 


1 1 1 1 
gtntl) gn)= 5 十 下 一 1 十 1 2nl Znt2’ 


即 fn 二 一 了 和 二 gln 十 1) 一 g(2). 与 fn) 一 g(tn) 相 加, fin 
二 了) 二 gtn 十 1), 用 归纳 法 原理 即 得 ， 

18. 把 等 式 的 左边 和 右边 分 别 记 为 f(n) 和 gm). 则 f(1)= 
#8(1), 设 对 某 个 nE 网, 六 人 一 gm 则 Fa 十 1 一 Fa (dn 十 
2),g(n+1)=g(n) (dn+2), 


fnt1)_ glnt1) 
fln) BCT) ” 


把 两 等 式 相 履 , 得 到 f(n 十 1)= 二 gtn 十 1). 用 归纳 法 原理 即 可 . 
我 们 也 可 用 简单 的 变换 ; 设 4 一 (nr 二 1)…(2n 一 1)7, 乘 ml 
振 除 以 ai， 多, 我们 得 到 


As_ 1*2. 8"(2n) 1。2。3.…(27) 


2 lan Bodevony 3° ot2n™ml), 
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和 8 攻 : 泊 册 冰点 坦 


这 就 是 1 到 2n 一 1) 中 所 有 奇数 的 滋 积 ， 
19, 由 = 十 圭一 2cos 我 们 得 2 十 增 = (z 十 二】 一 2 一 
4ecsza 一 2 一 2 。eos2a ,表明 这 定理 对 n=1 及 7 一 2 成 立 , 设 2 十 


2cosna; 则 
z 


2 + 二 一 (=+ 二 ) (2 二 ) 一 2 -1 ; 
这 就 是 4cosacosna 一 2cos(n 一 1)a,; 由 条 弦 和 的 加 法 定理 ,cos(x 十 
yy 二 costr 一 y) 二 2coszcosy. 把 这 公式 用 于 结果 ,得 
2costn 十 la 二 2cos(tn— la—2c0s(n—l1)g=~2c0s(tn 二 1)a. 

20. 对 2 一 1 本 题 是 平凡 的 . 

现 设 加 和 2 棋盘 (去 掉 角 上 一 块 ) 可 以 盖 住 . 现 要 盖 住 2 
X2r 的 棋盘 ,把 它 分 成 四 个 苦头 2 的 块 . 有 一 抉 页 一 个 角 , 男 
三 块 是 完整 的 . 我 们 可 把 缺 角 的 一 块 旋 转 使 亦 的 一 块 有 一 个 顶 
点 在 中 心 . 用 一 个 纪 块 盖 住 中 央 的 那个 缺 角 田 字 型 . 由 归纳 和 假 
人 外 四 块 缺 第 的 2 2 块 都 能 被 羡 住 . 

21. 我 们 用 归纳 法 ,n 一 1 时 命题 显然 正确 . 很 设 对 于 《2x 十 
1) 个 同 量 是 正确 的 , 现 考虑 一 组 (2 十 3? 个 向 量 . 最 外 面 的 两 个 


向 量 是 OP， 和 OP :. 由 归纳 很 设 ， 向 量 OR= OF, 十 ‘OP, 
的 长 度 不 小 于 1, 向量 OR 在 角 P.OPzw4s 内 ,因此 它 与 向 量 05 二 


OP, OP, 的 夹 角 是 锐角 , 这 样 | 十 GR| 尘 10N| 之 1. 

22. 对 N 用 归纳 法 , 把 题 中 的 子 集 分 成 两 组 : 含 N 的 与 不 
会 N 的 由 归纳 假设 ,第 一 种 子 集中 的 数 的 平方 和 是 Ne CCN 
一 上 01 一 1 十 ,而 第 二 种 子 集 是 N1 一 1. 相 如 得 CN 十 1)1 
—1]., ' 

23. 对 于 n<<3, 命题 是 显然 的 . 设 命题 对 n 个 顶点 是 成 立 
的 . 考 虚 再 加 上 三 个 顶点 ,它们 组 成 三 角形 , 它们 不 能 与 另 一 个 
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解决 抹 凑 娃 蘑 娘 : 


点 都 有 联 线 ,所 以 最 多 增加 了 24 十 3 条 边 . 这 样 边 数 的 最 大 信 
(不 过 是 ) 世 +2nt3= 


24. 设 a 之 2" ,用 倒 过 来 的 归纳 法 ,我 们 证 明 四 六 好 对 天 一 1， 
成 立 , 设 这 一 假定 对 于 六 =n;5 一 4 y27 十 | 都 对 ,那么 ， 


— 册 re 

} " | 1 ] 

_— re < 1 a 

Hi 112" 过 | 丛 亲 
n 


只 要 看 到 放 十 这 十 二 十 … 十 吉之 1( 就 可 得 矛盾 》， 


25, 对 nn 二 0 定理 是 正确 的 , 设 wn 衬 0, 则 
23 十 ji 一 (28 十 DCD” 2 十 1). 
由 好 纳 假设 ,第 一 个 因子 被 3" 整除 ,第 二 个 因子 被 3 整除 (因为 
2” 盖 一 1(mod3)). 这 就 证 明了 命题 . 

26. 我 们 对 mm 十 n 用 归纳 法 . 对 于 mn 二 p= 二 g 二 1 结果 是 
显然 的 . 设 我 们 有 一 个 mXn 矩阵 , 我 们 蓝 将 它 化 成 mw XX (mn 一 1) 
或 (m 一 1) Xn 和 矩阵, 如 果 算 阵 中 每 个 数 都 是 两 次 被 标 出 的 ,当然 
它 至 少 是 pq. 否则 我 们 在 数 中 选取 最 大 的 被 标 出 一 次 的 数 AM， 
它 是 在 所 在 行 或 列 中 的 最 大 数 之 一 (但 不 是 两 者 都 是 ). 设 M 是 
所 在 的 列 中 最 大 的 (个 数 之 一 ) ,这样 它 不 是 行 中 最 大 的 (gq 个 
数 之 一 ), 但 它 的 行 中 最 大 的 g 个 数 都 是 两 次 被 标 出 的 . 从 矩阵 
中 抹 去 这 一 行 ,我 们 得 到 (mm 一 1) Xn 的 矩形 ,其 中 每 行 最 大 的 9 
个 数 被 标 出 ,每 列 至 少 标 出 最 大 的 一 1 个 数 . 由 归纳 假设 ,在 这 
较 小 的 矩阵 中 至 少 有 (pp 一 1)gq 个 数 被 标 出 两 次 ,这 些 数 在 原 矩 阵 
中 也 是 两 次 被 标 出 的 . 此 外 , 划 掉 的 行 中 有 9 个 数 是 两 次 被 标 出 
的 , 这 样 在 mxn 甜 阵 中 ,Cp 一 129t+g= pq 个 数 被 两 次 标 出 ， 

27. 对 4 一 2 ,结果 是 显然 的 . 设 对 所 有 <n 已 证 明了 定理 . 
加 一 条 联结 a 和 上 5 的 对 角 线 , 圆 分 成 两 部 分 , 一 面 有 点 个 点 , 另 
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一 面 有 nn 一 k 一 2 个 点 . 对 于 两 面 用 归纳 假设 ,得 到 
38 十 4 3Cn—k—2)+4 
i 


3 十 4 ，3(n 一 一 2 十 4 
<| :和 二 +1|， 


这 就 是 | 292 | 因此 定理 对 成立 


24. 对 下 一 昌 定理 是 平 几 的 ,如果 对 六 一 各 定理 成 立 ; 则 从 
2 一 1 个 整数 中 ,我 们 可 以 三 次 选取 2 个 数 ,每 组 数 的 和 被 2 
整除 . 由 抽 居 原则 ,三 个 和 中 有 两 个 被 2 全 ' 除 的 余数 相同 , 这 两 
个 和 的 和 是 27' 个 数 的 和 , 它 被 六“ 整除 . 

29. 如 果 N 是 个 Fibonacci 数 ,定理 是 平凡 的 . 对 于 小 的 NN 
可 以 检验 , 设 这 对 于 直到 F,( 含 F,) 的 数 都 正确 . 现在 F< 二 NN 所 
Fr; 则 N= 二 FF 十 CN 一 ) NF 之 2 即 NN 一 下 之 六 . 这 
样 N 一 F, 可 以 写成 形式 

N—F,=F, TP, TPF, tt 2 2 
N 一 下 ,十 忆 十 六 十 … 十 下 .我 们 可 断定 n 尖 ti 十 2. 因为 如 果 
二 十 1, 则 请 十 Fi 二 2F': 它 要 比 N 大 .实际 上 ,FF 在 NN 的 
表示 式 中 出 现 , 因 为 更 小 的 Fibonacei 数 的 和 ,在 下 标 使 上 71 所 
i 一 2 二 1,2, 7) 及 肯 庆 2 时 不 可 能 加 到 N. 这 是 因为 如 x 是 
偶数 ,例如 纪 时 ， 
Fa 1 Fst "tt F, 
=(F— Fo 2) ttFoa as — Fo tt (FF —F,), 

它 是 Fz 一 1 而 当 ;# 是 亲 数 例如 2 十 时， 

Fa Fa st PF; = Fa — Fo i)t (FO—F) 

一 上 +1 一 1. 

闻 样 又 有 不 超过 NN 一 FF 的 最 大 的 FF; 必定 在 N 一 让 的 表示 式 
中 出 现 , 它 不 会 是 FF.) ;这 就 由 妇 纳 法 证 明了 唯一 性 . 

30. 设 fin) 是 马 在 #2 步 后 可 到 达 的 方 格 的 数 昌 ,我们 有 
AO)==1, (1) 二 8, (2) 二 33. 对 ”一 3, 可 到 达 的 方 格 是 一 个 人 
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边 形 中 的 所 有 各 格 , 八 边 形 的 边 上 是 四 个 白 格 , 用 归纳 法 可 以 证 
明 , 对 n 实 3, 可 到 达 的 方 格 充满 一 个 八 边 形 , 每 一 边 上 为 (x 十 1) 
个 同色 的 方 格 . 在 这 样 的 八 边 形 中 单 色 的 格子 的 数目 是 容易 计 
算 的 . 把 这 个 八 边 形 补 成 一 个 边 长 为 (4n 十 1) 格 的 正方 形 . 在 这 


泪 方 形 中 同色 格子 的 个 数 是 于- 去, 对 侦 数 # 取 十 号 ,对 


育 数 有 取 一 号 ,还 要 减 去 在 四 个 角 中 的 格子 数 , 即 减 去 4((n 一 
1 十 {2 一 3} 十 :+*)， 


加 _ 于; 当 二 候 ; 
4 一] 十 人 一 3 十 …) 咏 -1, 当 半 奇 
因此 ,所 求 的 格子 数 是 
Cd 十 1) 十 1 


3 到 一 ?712 十 47 十 1 《2z 芒 3 时 ). 


31. 试验 启示 成 立 : 
fr 一 上 十 声 十 1 《1》 


我 们 将 用 对 直线 条 数 的 归纳 来 证 明 (1). 图 8.1 说 明 i=0 时 (1) 
正确 . 设 式 (1) 对 于 ! 条 线 是 正确 的 . 我 们 证 明 再 加 

一 条 线 时 依然 正确 . 再 取 另 一 条 线 , 设 它 与 ; 条 线 

相交 * 个 新 的 交点 把 新 的 线 分 成 (s 十 1) 条 线段 ,而 (C) 
每 一 线段 把 老 的 一 个 区 域 分 成 两 个 , 这 样 1 增加 1， 

户 增 加 syr 增加 s 十 1. 公式 (1) 依 然 成 立 , 因 为 两 边 。 图 8&1 
都 增加 s 十 1. ( 注 :应 设 这 些 直 线 中 不 会 有 二 条 交 于 区 域内 同 -一 


点 .》 
(b) 我 们 有 ai 二 1,a; 二 2, 图 8.2 启示 a 二 2 1, 我 们 不 能 


ga 一 4 i 二 名 das 一 1 


图 名.2 
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5 和 5 的 法师 报 


用 闹 周 上 等 分 的 六 点 来 求 ae. 因为 有 三 条 弦 过 园 心 , 我 们 得 到 
的 是 ae 三 31 而 不 是 32, 少 掉 了 一 块 . 因 前 我 们 的 猜测 不 正确 . 


用 公式 -一 十 /十 1 可 求 出 o 的 值 .个 点 有 1 一 (”] 条 直线 及 


-rm te (+) 
32. 我 们 如 下 归纳 地 定义 匹 限 和 矩阵 : 


A 二 (1), 总 | A 
站 Li A, B,| 
4 3 2 1 
2 1 3 4 12 
Ao=(1),h,=( ,A:= , As = 
oA oh | 
1 2 3 4, 


其 中 B, 是 4, 在 每 个 元 素 上 加 上 2 而 得 . 
用 归纳 法 易 证 ,A, 的 每 行 .每 列 含有 1 到 2*, A 就 解决 本 题 . 
33. 我 全局 到 对 2 一 2, 我 们 有 ~ 一 1,y 一 2 和 


r=2,y=1， 和 为 本 ;+ | 二 1, 对 n= 二 3, 要 考虑 数 对 (1,3)， 


(3,1),，(2,3) 和 (3,2)， 和 为 十 十 十 =l. 我 


们 猜测 5, 一 > ， 访 一 1 ， 和 式 中 的 x,，y 司 x 入 hn, yn, 7 十 9% 
ay gcdtr yy 一] 设 这 对 基 个 是 正确 的 ,S 与 5, 差 多 少 
呢 ? 从 ?到 z 十 1 时 ,S, 中 的 项 使 z 十 y>n 十 1 的 都 在 Si 


中 ,去 掉 的 是 zx 十 ys 入 nx 十 1 的 二 . 这 些 是 形 为 -0 二 和 一 ;的 项 


对 每 个 这 样 的 去 掉 的 分 数 ,在 S.+1 中 就 有 另 两 个 分 数 z0s 寺 5 


em 因为 与 如 十 1 互 质 时 ,nn 十 1 一 x 与 十] 也 
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下 
上 


5 质 . 由 于 Fi 一 DIEFU+ GTHICOOTED, 我 们 有 
gS =S9,.1. 

34. 我 们 可 以 用 各 种 方式 猜测 a, 二 f(r) 并 用 归纳 法 证 明 ， 

(a) 从 ai 开始 ,计算 azyasyel… 直 到 能 看 册 公 式 . 

《b) 依 次 计算 比 etyav,n 一 1,2,3,… 猜 出 规律 并 用 归纳 法 
证 明 . 

如果 a 收 襄 , 蒲 测 会 容易 些 , 看 递 推 式 中 把 .和 和 a， 
都 柳 成 4 ,考虑 差 由 一 a, 猜 测 规 律 会 变 得 容易 些 . 我 们 将 用 这 一 


方法 在 递 推 式 w .一 gta 中 a1,a, 部 换 成 a ,得 4a 一己 或 a 
0(a= 二 0 显然 不 合 ), 则 


名 
| 


| 


Ry 一 


我 们 猜测 一 言 十 亢 十 二 二 (1) 
在 递 推 式 中 ,as 二 gta;) 的 右边 的 ar 以 (1) 的 右边 代 人 人 人. 经 过 
繁重 的 计算 ,可 得 


dnl 一 村 十 了 十 本 和 i 


35. 对 ”一 3, 断 言 是 显然 的 . 设 对 (x 一 外 个 点 已 证 明 , 我 们 
对 5 个 点 来 证 . 如 果 任 两 点 联 线 上 都 有 另 一 点 , 则 所 有 点 在 一 直 
线 上 (第 3 章 例 10), 因 此 有 一 条 直线 只 通过 两 个 点 有 A,B. 拿 走 
一 个 点 六, 有 两 种 情况 ， 

(1) 所 有 其 余 点 在 一 直线 i 上. 则 有 条 不 同 的 直线 - - 
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省 全 汪 归 类 沁 昌 


过 及 及 男 一 上 太 的 (tn 一 1 条 直线 和 

(2) 其 余 点 不 共 线 . 由 妇 纳 假设 至 少 有 tn 一 1) 条 直线 ,它们 
都 和 直线 ! 不 同 . 与 直线 AB 合 存 一 起 ,我 们 至 少 有 "条 自 线 . 

36. 由 本 题 的 条 件 ,s 二 这 /十 x 十 十 二 ,二 Yi 十 Ys 一 十 
中 :mn 宇 2( 因 为 5 守 ms 宇 nn ,5 之 m2). 如 滩 二 nn 二 2,2 达 3s 所 3, 断 
言 容 易 验 证 . 我 们 用 对 闫 + = 一 的 归纳 来 证 明 . 奉天 >4, 设 天 人 
一 1 2 yj 一 1;,2…1) 中 最 大 的 分 别 为 T1911 且 x! 客 
六 (如 坟 二 yr 是 显然 的 情况 ). 为 应 用 归纳 假设 于 等 式 

i 
只 要 验证 不 等 式 5 一 为 十 … 十 <<m(n 一 1)( 两 边 项 数 共 为 mm 
十 n 一 1 一 上 一 1). 因为 y 之 :我们 有 $= sy ss 
cymn * mn 1), 

37. 1 007 被 53 整除 ,相继 两 个 数 的 差 为 9010:…0, 它 被 53 
整除 . 由 归纳 法 ,每 一 项 被 53 整除 , 

38. 按 前 题 的 解法 . 

39, 用 归纳 法 ,我们 有 Xi 十 怠 ==2,z! 十 zz 二 一 p. 因为 p 是 
商 数 ,gcd(yo 3) 一 1, 设 gcd(ysynt1) 二 1, 我 们 要 证 ged(y+1， 
Yup) = 1. 确实 ， 

Yt) = rr ) 
二 rr 二) 
PY Ne Ys 
Ynt2 = pynti i Yn. 
Ys 和 yt1 的 公 因 子 也 是 yw 的 因 于 . 这 样 Ji 十 1 和 和 nt 有 与 | 
和 和 s+ 同样 的 公 因 子 ， 
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差分 方程 数列 是 一 个 定义 在 非 负 整数 n 土 的 函数 ,用 
x, 二 了 (加 来 表示 , 通常 给 出 下 述 形式 的 方程 
Xo = FR(E 1 TT) 
有 时 需要 由 此 确定 通 项 公式 x,. 上 面 的 方程 称 为 邵 数 方程 . 形 如 
Tr = p11 qr 2 (dF0) (1) 
的 函数 方程 称 为 ( 齐 次 ) 常 系数 二 阶 线性 差分 方程 , 为 寻求 (1) 的 
通 解 ,我 们 先 求 形 如 x, 二 X" 的 解 ,这 里 ) 为 待定 的 常数 . 为 求 4 
的 值 ,将 4" 代 人 (1) 得 各 ==P2 十 gqXr ,让 二 从 十 qs 或 者 
A —pA—g=0, (2) 
上 式 称 为 (1) 的 特征 方程 , 如 果 (2) 的 两 个 根 1 考生 ; 则 
一 AT 十 OA 
是 (1) 的 通 解 ,其 中 a,b 由 初始 值 zo,x 确定 . 
如 果 刻 三 如 二, 则 通 解 形式 为 
二 (QU 十 加 Ji (3) 
例 1 数列 (x.» 由 0 =2,X| =7 ,i =77, ~ 127x,1 挫 出 ， 
求 通 项 公式 hv 
其 特征 方程 江 一 7 十 12==0 有 两 个 不 同 的 根 2, =3,4; 一 4， 
故 其 通 解 为 = 二 a，3" 十 bh， 入 ,利用 初始 条 件 知 a 十 6 二 2,3a 十 
和 二 7, 解 得 4 二 4 二 4, 所 以 ,z, 一 3" 十 4 
例 2 对 任意 7E 风 ,函数 厂 满足 函数 方程 
firt1l)+ f(r—1)=V2f (xr), (1) 
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区 


证 明 , 了 六 是 一 个 周期 前 数 . 

记 a=f(x— D6=f(7), 则 f(r+1}y=v26—a, f(x+2) 
二 bp 一 yf2ay f(z 十 3) 二 一 a XA 十 4) 二 一 所 以 ,对 任意 xER， 
均 有 Frz 十 和 一 一 产 r) ,进而 (x 十 引 二 f/x). 上 故 了 是 一 个 以 8 
为 周期 的 晴 数 . 


例 3 能 否 特 (1) 中 的 v2 更 换 后 ,使 得 该 函 教 的 周期 有 人 尾 意 
预先 指定 的 值 ! 例 如 127)? 


将 /5 换 为 黄金 分 着 数 ,一 冀 革 1 , 即 方程 2 一 :十 1 的 正 实 根 
t. 我 们 得 到 a 二 f(x 一 1) ,6 二 f(z), 1z 二 1) 一 引 一 ay f(x 二 2) 
=—t(h—a), f(r = ta flrt4)=—afltxti+d)= 
一 AX), 于 是 站 的 周期 是 10. 

将 /2 换 为 方程 总 = 一 + 十 1 的 正 实 根 , 经 多 次 达 代 后 没有 
出 现 周 期 变化 . 每 当 握 出 现 ,我 们 就 用 兰 十 :十 1 代替 . 在 这 种 情 
况 下 了 是否 不 是 周期 函数 呢 ? 

换 一 个 角度 ,我们 视 (1) 为 一 个 二 阶 线性 差分 方程 . 但 是 将 
离散 变量 ” 换 为 连续 变量 z ,尝试 求 形 如 x) 二 7 的 解 . 为 求 1 
的 值 , 我 们 得 到 六 一 以 十 1 二 0, 有 解 


A= 二 二 1 一 年 习 一 地 一 1 一 全 ,41= 一 1 
此 时 4 与 其 共 罗 4 是 复 平 面 上 的 单位 向 量 , 即 
=cosg+ ising, 


A= cosp— ising, 


这 表明 ,如 果 加 一 1 或 4 一 cos 红 十 isin 天 ,那么 有 周期 
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n. 特别 地 , 若 方 一 c0s 用 Et 一 2cos 6 一 V3， 刚 12 是 f 的 周期 . 若 


一 cos 红 ， 即 ! 一 2cos 红 , 则 /的 周期 恰 为 方程 六 二 十 1 十 


] 的 正 实 根 是 :一 1.854…<2, 然 而 对 角度 % 这 个 无 理 数 不 像 是 
fr 的 有 理 悦 数 5 而 只 有 这 样 才 能 确保 周期 性 ). 

例 4 数列 {a,} 定 义 如 下 ;a0 一 0,4,.1 一 v6 十. 证 明 ;: 教 列 
to}: (da) 建 单 调 讶 增 的 ;tb) 有 上 界 3i0c) 求 它 的 极限 ;(d) 求 
其 收 项 速度 ， 

(a) 由 0<VY6 知 ae<ali. 一 般 地 , 设 a,_1<a, ,两边 加 | 6 再 
玫 平 方 , 得 

we 1 十 6< ya 十. 

由 定义 这 就 基 ,<a,.1. 由 归纳 法 原理 , 'a,} 是 单调 递增 的 . 

Cb) 由 0 过 3 知 a 二 3, 设 a <3, 两 边 吉 上 6 再 开 方 , 知 
v6 十 a <3;, 即 @i+1 过 3. 从 而 由 归纳 法 原理 , {a,} 有 上 界 3. 

Ce) 由 (和) ,Cb 可 知 i1a,} 有 极限 a 筷 3. 为 求 上 的 值 ,在 递 推 
式 两 边 取 极 限 ,得 a 二 v6 十 a ,好 一 4 一 6 一 0. 其 正 根 a 二 3 就 是 所 
求 的 极限 . 

(d) 人 与 ao.1 一 3 的 值 . 


一 了 3 A 一 3 
十 一 和 一 8 二 a 一 3 二 一 一 二 一 一 。 
二 a+3 6 


在 极限 3 的 邻 域内 成 立 ,所 以 其 线性 收敛 率 为 专 . 即 在 靠近 3 


时 ,数列 {a,} 每 向 前 走 一 步 ,a, 与 3 的 距 认 就 缩小 6 倍 . 

例 5 求 所 有 {1,2,'…',n} 的 排列 pp 中 ,使 得 对 任意 1 均 有 
| 户 ( 门 一 让 委 ] 成 立 的 排列 声 的 个 教 直 。 

我 们 分 了 两 种 情况 来 讨论 ， 

C1) 当 pn) 二 nn 村 ,有 a 个; 

(2) 当 疡 (四 一 2 一 1 时 , 必 有 pln 一 1) 一 n, 有 a,_;: 个 . 
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,a a 二 a, :6 一 .az 一 2 从 而 ay 一 廊 +1 这 里 fr 
是 Fibonacai 数 列 的 第 nn 项 ,其 定义 为 让 = 二 所 二 1 ,+1 二 所 十 


六 它 的 特征 方程 是 尼 = 一 和 Ti, 有 实 根 ot ,gp—! 区 


证 街 天 二 二 tw 一 部 ), 


We ys 的 贺 形 排列 中 满足 | pli) 1 | 坊 1( 对 必 
何 站 的 排列 的 个 数 5, 的 值 . 此 时 有 5 种 情形 ， 

(iD pa 剩 下 2 一 1 个 数 为 线 排 列 , 有 a- 二 个 ， 

(2) p(n)=1,p(1) 二 nn, 有 a: 三 fi 个 ， 

(3) 加 站 一 2 一 1 一 1) 一 2 有 a: 二 fl 个 ， 

(4) 1 一 2 一 -3 一 > 一] 一 > 个， 

【5 nr 一 1 一 一 2 一 F221 一 n,1 个， 
于 是 ,6 二 2 十 f 十 2f,1: 即 刀 王 1 ,br 一 2365 二 2 十 后 -1 十 了 tl 
A 之 3, 也 即 一 a 十 记 二 2. 

注 : 设 户 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 ,不 妨 记 p 王 (alas，…， 
au ; 则 定义 pO) =ai. 

例 帮 定义 一 个 无 穷 项 0,1 数列 如 市 ,从 0 开始 ,重复 地 将 
每 个 0 变 为 001, 将 每 个 1 变 为 0. 

(a) 该 数列 有 是否 为 周期 数列 ? 

(by 该 数列 的 第 1 000 位 数字 为 多 少 ? 

(ec) 该 数列 的 第 10 000 全 1 出 现在 哪 一 位 上 ? 

(d) 寻找 数码 ] 出现 的 位 置 (3.,6,10,13，…) 的 公式 和 数码 
0 出 现 的 伍 置 的 公式 ， 

解 (a) 先 寻 找 该 数列 的 规律 :W ==0,W; = 001,W; 二 
全 2 玉 ;WW1. 利用 数学 归纳 法 可 证 一 二 WWEWi1. 记 ars 上 为 
全 ,中 数码 0 .1 的 个 数 , 则 a 二 2a4 十 gi 如 二 qe-1;) 设 本 二 


网 1 二 二 2 十 十 ,此 式 中 令 >00, 得 1 一 2 十 十 或 1 一 
忆 上 一 1 rs 上 
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V2 十 1, 这 表明 天 趋向 于 一 个 无 理 数 , 从 而 ,该 数列 不 是 一 个 周期 


数列 . 事实 上 ,车 原 数列 是 一 个 周期 数列 , 则 9 外相 营 周 期 变化 ， 

站 有 站 向 下 - -个 有 理 数 . 对 该 0,1 无 穷 数列 ,我 们 有 如 下 一 

个 数 0 的 个 数 “2+1_ 1 工 的 个 数 、 
些 结论 抽 不 数 一 二 1 信 衣 全 到 一方 人 
2 于 是 每 隔 2 十 2 位 数字 出 现 1 个 1 , 即 第 个 1 出现 的 位 
置 盖 (2 二 2 位 ,第 个 0 省 现 的 位 置 =syzn 位 . 
为 解决 下 -问题 , 我 们 需要 下 表 ， 

Ot 1] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1# 

i 1 2 5 2 29 70 169 4 408 985 2 378 3 741 ]3 860 

bh 1 2 5 12 29 7 169 408 985 2 378 3 7 
dn 1 3 7 17 41 99 239 577 1] 393 3363 9 119 19 801 

Cb》 利用 上 表 可 知 第 1 000 位 数字 在 字 信 ， 内 . 但 是 Wi 二 
WasWsW. 该 字 的 长 度 为 577 十 577 十 239. 于 是 第 1 000 位 数字 
在 字 Ws W's 中 . 进一步 展开 得 WW Wo Ws. 去 掉 后 面 的 Ws ,将 
最 后 一 个 环 ; 展开 得 WeWiWWeW;. 继续 去 掉 末 尾 一 项 ,将 其 
前 面 一 项 的 展开 ,最 终 得 WW We WwW: Ws W, 是 一 个 长 为 1 oO00 
的 字 , 于 是 第 1 000 位 数字 是 丈 , 的 末尾 数字 , 它 是 1. 

(c) 类 似 地 ， 我 们 得 到 字 We Wn WWaWweWeWs;Ws, 它 的 
末尾 数字 1 是 该 数列 的 第 10 000 个 1 出 现 的 位 置 . 将 上 述 8 个 
子 字 的 长 度 相 加 即 得 34 142, 即 [10 000(2 十 v2)1 

《d) 可 以 证 明 : 第 nn 个 1 和 第 #5 个 0 出现 的 位 数 分 别 是 
fn) 二 [C2 十 V2)nj] 和 gn) 二 [y2nl. 见 参考 文献 [7] 第 265- 
266 页 . 


问 题 
1. 数列 (9,) 定 义 为 ;a 二 0,an,1 = 一 4 十 3a 证 明 它 收 伍 ,并 
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第 时 激 对 


求 其 极限 . 在 靠近 极限 点 时 其 收敛 速度 是 和 多少? 
2. 0 二 Ql 二 1,4,41 二 Qi 十 1, (Rn 实 1), 证 明 .44aigw. 


一 和- (3), 证 明 :所 有 的 a; 都 是 整 


本 Hl 一 全 1 +. 


数 . 
4. 能 否 从 无 穷 等 比 数列 1, 志 ,了 ,二 ,… 选 出 一 个 成 等 比 的 
子 列 ,使 得 该 子 列 的 各 项 和 为 (a) 十? (b) 亏 ? 


号 上 __ +l Ee 
dl dd dnlr 一 


(n=1), 求 limea,. 
6. 证 明 : 不 存在 由 非 负 基数 组 度 的 严格 道 增 妾 al dss 
qa" ;使 得 对 和 任意 ,nn 所 则 , 均 有 am 一 4am 十 a，. 
1 1 1 了 一 1 
1 1 本 二 1 下 于 1 求 2 
$8. a>0,a0 =ya a vata,. 求 lima,, 


9. 设 a 一 1as 一 1 二 二 (n>1). 证 明 ,a, 收 襄 到 方程 a 一 


4 一 1 二 0 的 正 实 根 . 其 收敛 速度 为 多 少 ? 
10. 设 mm sm 为 给 定 的 数 . 数列 {64}, {定义 为 4 


一 tw 一生 2 证明; 这 两 个 数列 有 公共 的 极 


限 L, |] LL<u, 


11., 010 = 二 二 (n>3). 求 lima 及 其 收效 
速度 . 

12. a >0,a 0 二 V1 十 yas_2 (n 宇 2), 求 lma, 及 其 
收 伍 速记 ， 


13. x, >0,a>0 ,r+ = 
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14. 证 明 : 由 ro 一 mf2 一 am)(a>>0) 定 义 的 数列 对 适当 
的 xm , 依 二 次 收敛 速度 收 仇 到 一 

15. Gauss 算术 -几何 平均 问题 , 设 0<a< ep 定义 两 个 数列 

六 /如 下 : 
ao =asbo —b, a i 一 wa ,+1 = “5 

(a) 证 明 ; 对 任意 nt, 均 有 aarti ,6 这 .1 rb 

Cb) 证 明 ;b,-1 一 a 一生 

(c) 证 明 ;lima =limb, 一 9. 且 具有 二 次 收 合 速 度 . 

16. 设 a, 是 和 式 1 十 2 十 4 十 4 十 8 十 8 十 8 十 … 的 前 nn 项 之 
和 ,6, 是 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 … 的 前 = 项 之 和 . 求 rco 时 , 径 的 收 


伍 性 . 
17. a =—=0,a = ld 一 2 1 a (> 1), 证 明 ;2* la, 的 充 
要 条 件 是 2* |x. 


18. 证 明 数列 dt a a 二] a= 


都 是 整数 . 
19., 设 do 一心 ,ai 一 | 求 所 有 的 整数 qn: 午 得 tn 不 能 束 示 为 
ar 一 Qi 十 2a, 的 形式 ,这 里 a, ,ai 不 一 定 不 相同 . 能 否 用 简单 的 形 
式 表示 这 些 数 ? 
20. 证 明 ， 数列 Q1 一 4 一 ] ,a;=2 d+ 一 


项 都 是 整数 . 

231. 证 明 ,数列 10 001,100 010 001,1 000 100 010 001,… 
的 每 一 项 都 是 合 数 . 

22. 正 数 数列 ao ,al 4dss 定义 为 a0 一 1 ,44 二 a441 一 和 a， 
‘n 之 0). 证 明 ;这样 的 数列 是 唯 一 的 ， 
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一 和 的 每 一 项 


_ 妇 m. 16vw12 十 5 


dn 


的 每 一 


23. 数 别 {a,} } 定 交 为 如 一] 1 十 1 一 十 总 . (a) iaw} 是 否 为 


有 界 数列 ? 《hb) 证明 ;asw >30. 
24. 数列 {zx ty ， {zr} 的 首 项 | ”1 4 之 ] 均 为 正 数 ,并 日 


l 1 、 
Tt 1 一 3 十 过 or =za | nD), 证 明 ， 


《al 这 3 个 数列 都 是 无 界 数列 ; 
(b) 数 0) ,yaom 利 00 OT 20. 


25, 数列 {rl 定 关 如 下 :x 二 地 一 一 十 xz, 求 下 述 和 式 


的 整数 部 分 : 


1 | ,,, 1 
x1™—1] xX: 十 ] Tim 十 十 


26, 数列 ta 满足 ia 三 1,as 一 12,a3s 一 20,arH 一 262 十 
det] —a. (nO0). 证 明 : 对 任意 ny 数 1 十 4ea+1 是 一 个 完全 平 
方 数 . 


27, qq = 1,4 = 10 =a dy a. 求 位 1964 。 


28, 数列 {z,) 定 义 如 下 :z 一 2,zo+ 一 轨 一 , 证 明 : 对 任意 
>1, 均 有 三 <TesS 


29, 数列 {ry } 满足 :以 | 一 ,2 ,a 一 (V2 Ys 。 求 lima. 


30. 设 二 a 这]， art1 二 am, 证 明 : 对 任意 a er A 
1.444 667 861 ,数列 {a,}) 收 敦 . 

31. 数列 Ul dr 全 了 2 的 每 一 项 都 是 正 数 ,日 对 每 个 n; 均 有 
ail a 十 1. 证 明 :该 数列 中 必 有 无 理 数 . 

32. 设 2>0 是 /5 的 一 个 有 更 数 近似 值 . 证 明 :2 二 是 /5 的 
一 个 更 好 的 近似 值 .将 本 题 的 结论 推广 色 一 般 的 va. 

33. Josephus 问题 . 革 个 人 排 成 一 个 圆圈 并 标记 号 码 1，2， 

-一 297 一 


解决 知 是 的 仙 贿 


nn 从 第 一个 人 开始 数 数 , 数 到 第 个 人 时 ,就 把 此 大 从 中 
去 掉 ， 从 下 一 个 人 再 开始 数 数 , 数 到 第 个人， 再 将 此 人 去 
掉 ,……. 重复 这 样 的 操作 ,直到 最 后 剩 下 一 个 人 ,这 个 人 最 初 的 
号 码 j (nj) 是 多 少 ? 

Ca) 此 问题 在 二 2 时 较为 简单 , 征明 ;此 时 有 

fi2mD 2 0 I, fF 2ntl)=2700) +1, Ff(1)=1. 
并 求 F100) 的 值 ; 

(b) 存在 六 nn) 的 一 个 几乎 显 式 的 表示 : 设 2 是 满足 2*<< 
1 的 最 大 整数 , 则 Fn} 二 2(0n 一 2") 十 1, 证 骨 这 个 结论 ,并 依 此 
求 出 A(1 993) 的 值 ; 

(cy) 将 用 一 进 制 表 示 , 并 将 首位 移 到 最 后 一 位 ,所 得 的 数 
就 是 fin), 证 明 此 结论 ,并 求 (1 000 000). 

34. 数列 {F(xn)}) 定 义 为 : fF(0) 一 0, (0) 二 n 一 [Ff(n 一 1)] 
(2>0) .做 一 张 栅 数值 表格 , 猜 出 fm) 的 通 项 公式 并 证 明 . 

35， Miorse -Thve 数列 , 从 0 开始 ,每 次 在 其 后 加 上 已 得 数 
列 的 “ 补 数 列 ":0,01,0110,011601001，… 

(a) 记 最 终 得 到 的 数列 的 每 -位 数字 依次 为 7(0) ,xr(1)， 
X20, 扩 明 ;x62n) 王 x) rit?n 十 1) 一 1 一 (2n); 

Cb) 证 明 ;r(2) 一 1 一 x《n 一 2*) ,这 里 2 是 不 大 于 wn 的 2 的 
最 大 宕 次 . 求 r(1 993); 

(ce) 证 角 ; 该 数列 不 是 周期 数列 ; 

(d) 将 非 负 整数 从 小 到 大 用 二 进 制 表示 :0,1,10,11,…., 现 
在 将 每 个 数 的 各 位 数字 之 和 用 mod 2 人 处理 ,就 得 到 一 个 0 一 1 
数列 . 证 明 , 这 个 数列 就 是 Morse -Thue 数列 ， 

356. 数列 fo 定义 如 下 :ao 一 La sy 一 000320) ,有 自 a2, 一 
oan). 证 明 ， ide 
个 单位 ， 车 下 一 项 为 1 则 向 左 转 9 90 " 走 一 个 单位 ;车 下 一 _ 项 为 0， 
则 向 右 转 90" 走 一 个 单位 . 你 将 得 到 一 个 有 许 老 性 质 的 奇怪 曲 
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线 ,这 条 曲线 被 称 为 " 龙 线 ” 

37. 求 满足 [pp(D 一 i| 委 2 对 每 个 站 的 (1,2,… ,2 的 排列 p 
的 个 数 a。 的 递 推 公式 . 

38. 数 玛 {7 yyoyfz 1 一] 定义 如 下 ， 


6 pTn 
1 一 2 一 $n|] 1’ 
x 


+ 十 1 一 
" 2 一 二 


om 
5 一] 

《al 证 明 : 护 此 定义 可 以 得 到 3 个 无 穷 项 数列 ; 

(hb) 是 否 存在 mn, 使 得 x, 十 y 十 ,二 0? (CARO 1990) 

39. 给 定 一 个 由 正 实数 组 成 的 集 台 ,其 元 素 两 两 乘积 的 和 
等 于 1. 证 明 ,可 以 从 该 集合 中 去 掉 一 个 数 ,使 得 剩 下 的 数 的 和 
小 于 V2.(AROD 1990) 


Yat+l 3 


40, 求 和 :9S, 一 1] .2.3。 -a TT nT nt 
十 |. 数列 {z，} 满足 ， 
X12 Tyt] = EE ’'n 二 1， 2 3 


证 明 ;ta) 对 任意 ”% 均 有 xXx, 关 0;《b) {zx,}) 不 是 周期 数列 . 
42. 一 个 数列 定义 如 下 :a 一 3, 且 
字 ， 若 a， 为 惕 数 ; 
ll 一 


983, 若 a， 为 奇数 ， 


证 明 :该 数列 是 周期 数列 ,并 求 其 最 小 正 周期 . 
43. 考虑 下 列 数列 


CT 


它 是 否 有 界 ? 当 mce 时 ,是 否 收 伍 ? 
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是 收敛 的 ? 
45. 正 实数 zol ,1095 满足 0 一 了 195* 目 


A 十 二 -一 2 十 二 ,一 ] 2 sl 995., 
:一 | 了 


求 mm 的 最 大 可 能 值 . (IM( 1995 ) 

人 
有 lL ]. 

和 (MO 1993) 设 z>1 是 -个 疾 数 . 唐 灯 1.,-,L，， 
被 安排 成 一 个 图 肝 . 每 玫 灯 的 状态 为 “ 开 ” 或 “ 关 ” 依次 进行 操 
作 : Sr + 一步 S; 只 和 针对 灯 L, 进行 操作 ， 而 不 改 
变 其 他 灯 的 状态 ， 

如 果 上 -| 是“ 开 ”,S; 改变 LL,; 的 状态 ; 

如 果 工 ， 是" 关 ”,5S; 不 改变 工 ; 的 状态 . 

这 里 灯 的 下 标 在 modn 的 意义 下 选取 , 即 工 -一 L ,Jo 一 工 ， 
Li 二 li1. 最 初 每 穴 灯 的 状态 都 是" 开 ”. 证明， 

(a) 存在 正 整数 M(n) ,使 得 经 过 (0 次 操作 语 ， 所 有 灯 
的 状态 全 部 变 为 * 开 ”， 

(b) 如 果 m 一 和 , 则 所 有 的 灯 在 经 过 于 一 ] 步 操作 后 ,全 部 
变 为 * 开 ”. 

《c) 如 果 n 二 痕 十 1, 则 所 有 的 灯 在 经 过 (x 一 # 十 1) 步 操作 
后 ,全 部 变 为 " 开 ” 

48. 数列 {a*} 定义 如 下 :aa 一 0, as 一 |m 十 1|. ,|ay| 一 
an-i 十 让 . 证明， 

Ql 十 az Ftan 工 
t ~ 2° 

49. 数列 ae as 中 ,已 知 a0 二 a 二 0,&4_1 一 2 十 at 
(对 所 有 的 二 1,2,…,n 一 1). 证 朋 ; 对 每 个 点 , 均 有 a0. 

S50. 给 定 正 整 数 coal atom ;使 得 a0 ya; 一 3a1 一 24,， 
Q1 二 34s 一 2a1 41% 二 3agg 240s. 证 明 ,ayo >23， 
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51, 从 两 个 正 整 数 ri ,xs 开始 ,这 里 zi ,xs 都 小 于 10 000. 
对 &z3, 设 ze 是 前 面 的 数 中 ,每 两 个 数 之 差 的 绝对 值 的 最 小 
值 .证 明 : 总 有 xa 二 0. CAUO 1976) 

52, 数列 Hn nd] st "满足; 对 性 意 非 负 整数 mntm 守 nn), 


均 有 co 十 an 一 92 了 2， 震 {| 一 1 , 求 三 1 的 5， 


53. 数 1,2,…,100 能 否 被 12 个 等 比 数列 完全 覆盖 ?. 

54. 证 明 : 对 任意 正 整 数 al 1 ,存在 一 个 递增 的 正 整 数 数 
列 eaz,… ,使 得 二 十 本 十 … 十 星 能 被 al 十 as 十 … 十 as 整除 ， 
这 里 大 为 任意 正 整 数 . (RO 1995) 

55, 无 穷 数 列 {z 定义 为 :0 委 z 委 1rnH 一 1 一 | 一 2zv|. 
证 明 ; {z, } 是 疝 期 数列 的 充 要 条 件 是 xo 为 有 理 数 ， 

$6. 正 整数 数列 zi ,zx ，… 定 义 如 下 :1,2,4,5,7,9,10,12， 
14,16,…. 求 (x,} 的 通 项 公式 ， 

57, 证 明 ; 对 任意 由 正 整 数组 成 的 数列 {4,} ;由 下 式 定义 的 
b, 的 算术 平方 根 的 整数 部 分 各 不 相同 ， 


入 一 (十 az 十 … 二 ao (++ 十 二) 
下 面 的 问题 考察 用 较 小 的 长 方形 块 来 征 盖 让 Xn 的 人 年 形 的 
方法 数 a,. 解答 中 只 要 求 给 出 au 的 说 推 公 式 ， 


58. 设 a, 是 用 2X1 的 针 米 诺 骨 牌 来 覆盖 2X 的 矩形 的 方 
法 数 . 


Ca) 求 a,;(b) 求 对 称 的 和 不 对 称 的 覆盖 方法 数 ， 

59. 有 多 少 种 方法 用 2X1 或 2X2 的 长 方形 块 材 盖 2Xx* 征 
形 ? 

60. 用 少 种 方法 用 1X1 和 世 形 (中 ) 长 方形 块 覆盖 2Xy 
的 矩形 ? 

61. 有 和 多少 种 方法 用 2X2 和 上 LL 形 长 方形 块 覆 善 2Xn 的 矩 
形 ? 
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62. 有 和 多少 种 方法 用 2x 1 的 多 米 诺 骨牌 来 覆盖 3 广 z 的 窍 
形 ? 

63. 有 多少 种 方法 用 3X1 的 多 米 诺 骨 牌 材 盖 4Xr 的 答 形 ? 

64. 有 和 多少 种 方法 用 1X1 或 2X1 的 长 方块 来 覆盖 2Xn 的 
矩形 ? 

65. 有 多 少 种 方法 用 2X1 的 骨牌 来 覆盖 4Xm 的 矩形 ? 

66. 有 多 少 种 方法 用 1X1Xx2 的 长 方 体 去 填 满 2Xx2Xn 的 
箱子 ? 列表 可 知 as, 是 完全 平方 数 . 你 能 证 明了 吗 ? 


解 答 
1. 由 数学 归纳 法 可 证 ; 对 任意 wE N 有 a<a， 首 先 有 


mo 之 4, 现在 假设 对 尾 意 EN， 均 有 a 二 4. 则 yd 十 3a, 过 


V4 十 3。4, 故 a,+1<<4. 而 单调 有 界 数列 有 极限 上, 易 知 L? 一 4 十 
3L, 其 正 根 为 4. 注意 到 


|astt 一 4| = | 4 十 3a, 一 4 | 一 [4 十 3a, 一 16| ， 


v4 十 3a, 十 4 
= 3 4 
v4 十 3a 二 4 8 
当 a 接近 4 时 成 立 . 所 以 ,其 收 伍 速度 是 线性 的 ,线性 收 敏 率 为 
3 
3 


2. 考察 数列 (mod 4) 所 得 的 余数 数列 :1, 1,2,3,3,2,3， 
3，…. 其 周期 为 2,3,3, 不 身 含 0. 

3. 数列 有 等 价 形 式 ua, :一 as_ | 十 2， 用 nn 十 1 替代 ; 
artian-1 王 a 十 2, 两 式 相 减 并 经 简单 变形 得 


tn +] 十 ai an 十 他 中 一 总 
1 


这 是 一 个 常数 , 由 初始 条 件 知 c=4, 节 a,4, 二 da 一 ga,_1， 
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1 1 1 .= 1 量 _ 1 FT 一 一 
4. 自序 十 交往 十 7 下 十 po er 1— 1 » 所 
2 
au 1 
1 mm 


若 4 二 #; 则 了 一 天 一 1 此 式 在 m=? 时 成 立 ,而 对 mm 二 5 不 
可 能 成 立 . 知 a 了 5; 则 或 者 分 子 或 者 分 母 为 偶数 . 因此 当 sm 为 奇 
数 时 ,是 不 可 能 的 , 于 是 


5. 由 图 9.1 可 知 


lima, =atse 十 2 十 … 一 ao 二 (6—a) = 


H3 Os ds 人 
图 .1 

6. 对 一 个 严格 递增 函数 a ;我们 有 ax 一 ao 十 az 六 az 十 (Cn 一 
1》, 这 对 任何 有 限 的 ay 都 是 不 可 能 的 . 


‘ 译 者 注 :因为 ke: 一 ax 空 as 十 (2 一 ]) 不 能 对 任意 正 整数 
成 并 , ) 


7. 我 们 有 


第 一 个 乘积 为 -和 .为 求 第 一 个 乘积 ,我 们 设 色 一 妇 二 上 1， 
nu 一 尼 一 全 1, 则 = 如 -因此 ,第 二 个 乘积 为 己 二 2. 最 后 


一 303 一 


8. 我 们 有 11 一 a 十 a. 易 见 a 是 递增 的 , 下 证 a 有 上 界 ， 
从 而 保证 有 极限 工 . 由 
2 一 av 一 a=0 


由 于 Qt! , 可 知 
a 一 全 a<0, 


此 即 
(。 et lt ) (< ]<o 


第 二 个 括号 中 的 式 子 为 正 数 , 故 第 .~ 个 括号 中 的 式 子 必 为 负数 ， 
于 是 
2 Fit} 


所 以 ,a, 有 极限 >0, 其 中 上 可 出 1.: 一 L 一 a 二 0 求 得 ， 
wd4a 十 [十 1 
5 


LL 二 


9. 这 里 要 用 到 第 8 意 的 结果 . 考察 Fibonacci 数列 ;下 二 下， 
二 二 了 wj 十 下 (nn 守 0). 列表 考察 数列 ,可 猜 出。 = 


局 于, 这 可 由 数学 归纳 法 也 以 证 明 , 利用 第 8 章 的 结论 ,我 们 知 
lima, 一 和 ,和 一 gat ]. 


为 求 出 收敛 速度 ,考虑 方程 + 二 (x), 这 里 f(z) 一 1 十 过， 


如 果 我 们 来 求 兴 代 的 不 动 点 ,就 得 到 了 我 们 要 的 数列 . 为 得 到 下 
敛 速 度 ,我 们 视 大 z) 为 工 轴 到 其 自身 的 映射 , 则 产 (zr) 表 示 在 > 


的 邻 域内 其 局 部 收缩 情况 . 由 于 f(x) = 一 三 ,我 们 得 到 在 a 点 
的 收 合 速 度 为 /(4) = 一方 ~ 一 75. 由 于 | /Ca)1<1, 我 们 确 


实 得 到 了 一 个 收缩 ,而 不 是 一 个 扩张 . 
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10. 由 一 坊 一 证 Cw-1 一 We-1) 可 知 ,vw 与 w 之 差 每 次 缩 
A , 故 mm 与 v, 有 相同 的 极限 ,并 且 


Ww ot | Us uo 一 2 十 3m 
2 | gx6 | 2x6 5 


limw,— 


11. 由 方程 < 一 一 十 一 1 得 其 正 的 极限 点 a 一 /2. 作 变 换 b, 二 
二 ,得 新 的 递 推 式 


1 
太一 2 十 -1 
在 新 的 递 推 式 中 ,考虑 相对 误差 bh ,得 
1 _ / 
fl em ) 一 1 十 @ 十 1 十 e 1 
从 而 
es 十 E，1 


En+T1 一 2 十 E， 十 se 
收 傅 率 是 指 当 相对 误差 趋向 零 时 的 极限 速度 . 在 这 种 情况 下 ,对 
e» 有 如 下 递 推 关 系 


—— ___ nl 十 e,-: 
En 四 To 


其 特征 方程 十 乞 十 二 二 0 的 要 为 


4= 一 i 7 1_Y7, 
十 lA 4 A 


方 0.707 为 其 收 敏 速度 ， 


12. (a) 设 0<aosal 魏 1, 我 们 有 
daa = Va Vao>a,, 


| 一 
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解决 岂 晤 的 生财 


a 一 Van 十 /ai 一 Ai 一 ao 
一 (va 一 er) 十 (Van 一 we ), (1) 

因此 ,a; 是 递增 的 ,而 由 数学 妇 纳 法 易 证 a, 记 4(n 宇 1). 这 保证 
ta,} 的 极 昭 存在, 设 极限 为 工 , 则 了 工 =2 wv , 故 得 上 二 4. 

(by 0<at<a<s1, 风 oo 人 aa 人 如 :由己 一 让 二 wa 一 
we as 可知 四 全 ar 由 (1) 式 得 0 ds ds A ev， 

(ci 现在 设 4 宇 1 或 a 宇 1 赐 a= vai 十 wa 让 1,a; = 二 
vas 十 Va 之 1, 利 用 数学 归纳 法 得 a 之 1(m 守 1). 我 们 记 ,一 
|a 一 4| ,注意 到 


工 ， 二 ja i 4| [a 了 


如 上 -1 2 2 十 2 
可 将 上 述 不 等 式 写 为 如 下 形式 


13 一 一 
Ms jos 


严 一 ] 


ln-a 4| < 二) 


邻 Noo ,得 到 
0 TT Ar 


(+1 ) ( 上 31 六 >0 


于 是 zw 一 0G0irmoo) ,或 a 一 4(n-*o0). 
为 求 收复 速度 , 令 a, 一 /2(1 十 e,) ,经 计算 得 


Ene 


Es] 
Er 
Zt 1 十 e, -i Ty 20 1] 十 ;+1} 
1 
和 二 (ee +e,_»). 


从 其 特征 方程 求 根 , 较 大 的 根 一 寺 (1+TV17) 是 其 收敛 率 . 它 比 
言 略 大 -- 些 
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第 9 者 数列 


13. 这 是 利用 “除法 与 平均 ” 求 Va 的 标准 方法 . 极限 的 可 能 


值 为 方程 + 二 5 的 正 根 , 即 =vy&, 今 zx 二 vyX(1 十 6,) ,将 它 
代 人 递 排 各, 经 简 音 计 算 可 得 


Ee: 


er 30T ey: 
对 大 的 ea, 有 .1 作 学 . 但 对 小 的 s ,有 sts* 学 ,这 时 是 平方 收 
各 过 次 这 代 , 所 得 准确 二 的 个 数 天 约 是 原来 的 天 信 
14. 令 忆 一 -一 皇 ,得 hi 一世 从 而 对 |e | < 数列 平方 收 


敏 到 一， 


18. ta》 由 条 件 知 a6 之 bo, 现 设 as<a, 则 由 于 六 是 wa 与 
b, 的 算术 平均 ,而 auti 是 HT 与 b, 的 几何 平均 , 故 dst Dn 1 10 
Qt1s 由 广 可 t+! 对 所 有 均 成 立 . 


tb) bi a 一 a ab， b,— 
hb,—a 
/和 
va 十 VE 
二 一 — Chi —a,) cp, yn 了 3? 
om Bato Far) 
或 者 
5 (ba) ba) 
ml 信 二 1 一 二 


2(2b41 2a) Bb,r 

(c》 可 由 人 kb) 得 到 . 

16. 令 a, 二 1 十 2 十 4 十 4 二 8 十 8 十 8 十 8 十 十 2811 十 os 
二 221 其 中 项 北 出 现 2 1 次 ,而 2 出 现 m 次 ), 求 和 得 a 二 


言 (十 3 ， 2 一 220 5》 ,其 中 一 2 十 mm,0<Sm< 2 一 L 消去 
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m 得 


nl! 一 |. Cx) 
于 是 ,我 们 有 
i = 3 (1+an 四 2 — ouk+t1}) ,也 = 
从 而 ,所 求 数列 的 通 项 g, 为 


a 2 ,13n 2 ,1/2 3n/2 一 2 
pb, 3 n(nmt1} 3 nn/2+ lo) /2 


由 ( x ) 式 可 知 1 所 其 <2 一 高 , 故 1<7x 一 lim 县 <2. 即 


4 3 一 2 


lim 呈 一 二 。 
mec 四 | 2 


数列 {9,} 极 限 不 存在 ; 闭 区 间 | 全, 多 | 中 的 每 一 个 数 都 是 {9,} 的 
极限 点 . 

校注 : 原 书 a, 的 中 间 计算 有 错 , 误 为 a; 一 (1 十 3n ， 2 
十 1). 

17, 解法 1 ,为 发 现 规律 ,计算 数列 的 前 面 较 小 的 项 如 下 表示 ; 


| Dlllzl3 9 6 f 8 9 i0 
aa| Oil lz) 29 | 701 169 | 408 | 985 | 2 378 


易 知 as 一 aaa 十 aliasyariz 一 aa 十 aa 一般 地 ,我 们 猜 
测 有 公式 


nin 1) 
kt 


] 志 7 所 2, 


antm— A mt Awan 1 {1) 
dz2r — dn ant! 十 as_1). (2) 


我 们 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 (1) 式 成 立 . 利用 表格 中 的 数值 结合 
数学 归纳 法 又 可 证 明 , 若 "为 奇数 , 则 a 三 1(mod 4). 这 样 , 当 ” 
为 偶数 时 ,mn 一 1 与 n 十 1 都 是 奇数 , 故 a; .三 ayt41 二 1(mod 4)， 
2 十 ai1=20mod 4), 这 表明 (2) 式 右边 圆 括 号 内 只 贡献 一 个 
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2 ,这 样 就 可 以 证 出 结论 了 . 
解法 2 ;变换 T(tari “nC, sa] } 二 (0 " nl 一 1 。 他 


1 i，an) ,是 一 个 线性 变换 , 它 对 应 的 矩阵 为 {”。 或 
I | 利用 数学 由 纳 法 可 证 

ol Hn] i 

和 2) = 四 | 


考虑 较 小 的 等 次 ,可 知 下 一 (<] ,一 (。)) ,一 (1 


5 12 12 29 矿 
12 2 29 70 70 169 169 408 
| .=|( r=! ), T=( }: 
29 70 70 169 169 408 408 985 


可 知 兴 |a, 全 |za 对 较 小 的 成 立 . 进一步 , 当 上 1 时 , 主 对 角 线 


上 的 数 工 满足 x 三 lrmmod 4). 现在 , 设 人 “ =-( 。) ; 则 


© 中 = | 时 十 下 | 
1 2 blate) B+te 
其 中 a 寺 c 寺 1(mod 4 ,有 是 a 二 2 *， gyg 为 奇数 ,因此 a 二 bia 十 
中 .由 于 a 十 c==2(mod 4), 其 质 因数 分 解 式 中 2 的 寡人 次 只 是 在 
的 基础 上 再 增加 1. 又 因为 
a byvido ly pat2b 2at+56 
l | ) (+z set26) 
从 而 & 十 25==5c 十 28 二 1(mod 4) (这 里 用 到 归纳 假设 ( 宇 1) 中 此 
为 偶数 这 一 条 件 ). 这 样 ,我们 就 证 明了 厌 题 的 结论 . 

18. 列 出 a, 的 表格 ,可 犹 出 有 arr 一 4 一 ar-z (n= 二 3,4， 
5,…). 用 数学 妇 纳 法 证 明之 , 设 该 公式 对 n 一 1 成 立 , 则 

Ads-idnt2—= land —l1i (da 1 maa)a 
daidn 一 Ge-1Gn-2， 


Qnte = di, a 
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坟 潜 各 好 的 生财 


经 试验 还 可 发 现 有 aa 二 26 一 ae- 和 aa 一 3 一 az 成 证 
(一 1,2,…). 此 结论 也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 . 
19. 逐个 计算 可 得 下 表 
n7|1] 2 3 4 9 6 了 8 9 


mm 


a 0 1 4 5 ll 20 2 64 


我 们 猜测 除 a 二 0 外 , 数 av 是 可 以 表示 为 不 同 的 4 的 者 次 之 和 
的 正 整 数 , 

证 明 :大 二进制 表示 下 ,每 一 个 整数 都 有 唯一 的 表示 ?1 一 多 
十 2 十 … 将 其 中 所 有 2 的 奇数 次 项 中 分 离 出 一 个 2, 于 是 

n 二 (2 十) 十 2(2: 十 …) 二 十 28,. 

这 里 的 知 次 r,s,… 都 是 偶数 . 因此 扬 , 饭 都 是 4 的 不 同 寡 次 之 
和 和. 这 种 表示 是 否 是 唯一 的 昵 ? 设 n 二 a; 十 2a, 二 a’ 十 2a 是 两 
种 不 间 的 表示 . 我 们 去 掉 ea, 中 4 的 相同 的 宪 , 类 似 外 理 ajs 
a). 这 样 我 们 得 到 的 是 一 个 正 整数 的 不 同 二 进 制 表示 ,了 矛盾. 所 
以 2 一 4 十 24 的 表示 方法 是 唯一 的 . 

20. 利用 与 第 3 题 或 第 18 题 类 似 的 方法 处 理 ， 

21. 当下 二 1 时 ,有 1 十 x 二 10 001 二 73，137( 这 里 x 二 10)， 
对 &>1 的 情形 ,我们 有 


把 B812 JY of kt 
1 十 2 十 …* 十 上 二 之 1 __ (x 也 (x 1) 


Xx] x11 
任 志 祖 1 时 ,上 式 右边 分 子 的 每 一 个 部 分 都 大 于 分 母 , 故 右边 两 
个 因子 都 大 于 1. 
22. 设 al 一 上 阁 则 az 一 1 一 拉 >0,ay 一 和 一 1] 人 Da 一 2 一 35>0， 


as 二 9 一 3 守 0,as 二 5 一 812>0. 鼓 1 


? 
六 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 , 对 所 有 "成立 


Fa 了 > 1 
到 
Fost- Fa 


一 310 一 


策 % 案 数 天 


但 有 


lim 
mE, h 十 1 


:有 正 实 要 1 一 J 二} ;有 站 二 1 一 +t. 
显然 这 个 数 满足 问题 的 条 件 , 这 是 因为 


1—t=f ,= 


-一 了 


23 0， =ar 十 广 字 一 四 十 3 十 二 十 点 > 四 十 3， 因为 
=] 十 3 十 3 十 1>2。3, 由 归纳 法 得 > 人 >37. 

(a) 由 于 ay3m, 数 列 是 无 界 数列 . 

(by agow yy27 000= 30. 


24, 设 xz, 是 无 界 的 , 则 由 第 3 个 方程 知 x, 无界, 再 由 第 2 
个 方程 知 y, 无 界 . 我 们 考虑 一 (x 十 yy 于 xz 的 性 装 , 由 于 x 


1 _- 1 1 ly 
>0 时 ,x 十 二 之 2; 可 知 蜡 == (zx + tt + | >36 
一 2 。18. 现在 有 

of 一 [mm 十 % 十 xm 十 二 十 二 了 十 ) 


ost 2 yt) CD 


Yn Tn 
之 aa: 十 18. 
由 妇 纳 法 得 忆 半 18n 对 2 人 2 成 立 . 因此 af >3 600, zz00 十 yooo 
十 zz0m >69, 从 而 ra yyaoyzzo 中 至 人 少 有 一 个 数 大 于 20. 


25, ri! = Fx> 一 一 二 一 了 二 我 们 得 


Taty Xitlt zi) xe 


到 
1 | ll 1. 
rt tit Te Ti | za! ~ 10] 
工 _ 
Tl 0l 
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于 是 该 和 式 等 于 2 一 一 其 整数 部 分 为 1, 这 是 因为 zio1 疡 1. 


26. 用 数学 归纳 法 ， 
27, 计算 最 初 10 项 的 值 ,我 们 发 现 数列 呈 周 期 变化 
1,1 ,一 1 ,一 1, 一 1,1, 一 1,1,1, 一 1], 最 后 3 项 足以 说 明 该 数列 为 


-个 周期 
周期 数列 . 由 于 1 964 一 7X280 十 4, 我 们 有 上 一 一 1. 
28. 数列 中 的 每 一 项 都 是 正 数 ,我 们 有 


X49 _ In 3 1 3 | 3 
Or, -10 10x, 10x, 10z, 


> 主 让 10 ox 
一 37>. 
这 里 用 到 了 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 . 现在 我 们 证 明 x 
< 首先 坟 一 字 . 其 次 我 们 发 现 当 zz, 时 ,有 zz 之 


加 , 即 改 一 10 双 十 9<0, 即 此 不 等 式 对 1<<9 为 真 . 由 此 
我 们 可 以 断言 ,对 1<x, 所 了 有 x. 世子. 但 是 ,车 x 之 1, 则 有 


.下 十 9 4 ， 
zt 一 GT < < 4 (这 里 用 到 x, 沁 二 一 译 者 注 }。 


29, 由 Y2<Y2 知 a<<ez 设 w <e 而 c>1 时 函数 必 
为 递增 函数 . 故 V2 ”< V2" , 即 a,<<a,r 由 归纳 法 得 a, 是 单调 
递增 的 . 我 们 证 明 对 所 有 的 均 有 a,<2. 事实 上 ,a 二 2, 设 a 
<2, 则 Y2™ <V3 , 即 esi<<2. 由 归纳 法 知 a, 有 上 界 2. 因此 , 它 
有 极限 L<<2. 通过 工 =y2 可知] 二 2. 

加. 由 a<a" 知 a0 过 a1, 设 a 1 二 a;; 则 a 1 < 之 a , 即 A 
ax+1. 因此 a 为 单调 增 数列 . 如 果 该 数列 收 合 , 则 其 极限 L 可 由 

一 312 一 


- 1 忆 1 
: 尖 ” 
a ey ' 

他 二 - tM Ee 


方程 二 二 =a’ 求 出 , 我 们 可 以 证 明 当 1<a<es 一 1.444 66… 时 , 数 
列 是 履 襄 的 . 这 个 最 大 值 可 从 方程 二 一 er 的 解 工 一 e 得 到 . 我 们 


将 证 明 , 对 a<er ,数列 a, 递增 并 有 上 界 e. 设 a, 所 ey 则 ao 一 
dm (er 六 一 局 


31. 若 数列 的 每 一 项 都 是 正 有 理 数 ,oa 一 各,( 记 ,go) 一 1, 则 
—a, 上 1 一 名 十 一 名 -和 一 Bn, 


故 对 所 有 站 有 Qi 一 or 从 而 gti 二 Cg ym. 下 对 所 有 有 Nos Ar 
是 一 个 正 整数 . 注意 到 若 a 二 1, 则 awit 一 V2, 矛盾 . 故 对 mm 
均 有 a, 半 1. 对 这 样 的 n, 有 aiii 一 @ 二 a 十 1 一 an 二 1 十 ar (1 一 
Qn 之 0; 即 n>n 时 , 恒 有 ai<a. 这 样 我 们 得 到 了 一 个 严格 
递减 的 无 穷 正 整 数 数 列 , 这 是 不 可 能 的 . 于 是 ,存在 一 个 由 正 有 
理 数 组 成 的 满足 as 一 ev 十 1 的 数列 的 恨 设 将 导致 耶 盾 . 

和 Lt /5 DD 而 夺 -2< 2, 此 


比 0.15 还 小 . 一般 地 ,比较 r 与 刀 二 2 ,我 们 得 到 


brita_ 5 一 va 
7 十 让 = 《 da). 


r+b 

如 果 避 是 ya 的 一 个 较 好 的 
近似值, 则 可 得 到 一 个 收 伍 得 
更 快 的 数列 , 

33. 我 们 用 f(wn) 来 表示 fan) 
fl2n) 和 fl2n 十 1). 在 图 9.2 
中 ,2n 个 人 围 成 一 个 圈 圈 ;去掉 
号 码 2,4,…,22 ,将 剩 于 的 号 码 
1,3,…,2n 一 1 重新 标注 为 1， 


图 3.2 fl2n) =27(n)—1. 


一 313 一 


2,…， 7 在 图 9.3 中 , 对 27 十 1 个 人 的 情形 ,我 们 去 掉 2,4,…， 
2 1 ,将 剩 下 的 数 3,5,…,2n ) ， 
十 1 重新 编号 为 1, 2，…,1 2nt+l 


由 于 f(m) 表 示 内 图 上 最 后 剩 2n 
下 的 那 全 大 的 位 置 , 可 知 这 

个 最 后 剩 下 的 人 最初 的 位 置 7 ca+D 
(外 图 上 ) 满 足 /2x) 一 2 了 ftn) 5 


—1, M2nt1)=27(n) 二] 
A(1) 二 1. 由 此 递 排 式 可 知 
ft100) = 73. 图 3.3 fron) =2fin 二 1 

fb 首先 , 当 一 22 时 ， 
均 有 f(n) 二 1. 对 任意 的 nn, 设 mn 是 使 得 2 和 2 成 立 的 最 大 正 整 
数 , 记 2 一 2 十 人 一 22). 现在 我 们 移 走 第 2, 4，6,…，2508 一 2m) 
号 位 置 上 的 人 , 剩 下 一 -个 由 2” 个 人 组 成 的 阅 , 这 个 图 上 的 第 一 
个 人 是 最 终 留 下 的 那个 人 ,其 号 码 为 2(n 一 2”) 十 1. 因此 在 k= 二 2 
时 ,二 2(n 一 2”) 十 1, 这 里 2" 是 不 大 于 的 最 大 的 2 的 窜 . 
故 六 1 993) 二 20] 993 一 1 024) 十 1 二 1] 939. 

(e) 在 二 进 制 表示 下 , 设 一 lib bb = 2" (nn ~ 2™)., 
A 二 2 一 23) 十 1; 郝 了 (1 0900 000}) 二 2(1 000 000 一 2.3) 十 1 
=951 425. 


34. 管 案 为 ; fn) 二 [Cn 十 1) 门 ,这 里 =! 


35. ta) 从 数码 和 开始 ,重复 运用 下 面 的 变换 和 ,0 一 01， 
1] 一 10, 则 TD0) 一 01; 卫 (0) 二 T(01)==0110,.w ,这样 我 们 用 男 
一 种 方法 得 到 了 Morse - Thue 数列 ,了 "(0) 为 该 数列 的 前 2" 位 
数字 . 对 整个 数列 实施 变换 症 保 持 该 数列 不 变 , 依 此 可 知 (a) 儿 
平 显 然 成 立 ,，(b) 也 是 一 样 . 为 证 明 (c), 我们 注意 到 相 邻 两 项 
X21) 一 T0900) 和 和 (2n 十 1 二 1 一 7(n) 总 是 不 相同 的 . 苦 数 列 最 
后 成 为 周期 数列 ,并 设 rt) 是 该 数列 的 某 个 周期 内 的 一 项 , 则 
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第 9 案 数 到 


?十 1 必 不 是 该 周期 的 倍数 (否则 r(2a 二 1) 一 xm 了 矛盾 一 一 译 
者 注 ). 类 似 地 可 证 明 x 十 2;n 十 3,… 都 不 是 周期 的 倍数 ,但 这 是 
不 可 能 的 . 

(d) 这 一 结论 是 对 的 ,因为 n 十 1 位 0--1 数列 是 在 直 至 
站 二进制 数 前 面 加 上 一 个 1 和 知 干 个 可 能 的 0 形成 的 . 

36. 设 本 二 2'g(g 为 奇数 ) 是 该 数列 的 周期 . 若 g 二 4m 十 1,& 
全 rr 二 2, 则 1=ar 一 QHT 党 和 om+a Aarta — 0 
春 9 一 4za 十 3 则 1 二 azt 二 ads 1 二 Q# 3m 一 Ge mt 一 
cip-3 一 0 二 者 均 导 致 1 一 0 的 矛盾 . 故 所 给 数列 不 是 周期 数列 ， 

37. 分 类 讨论 的 方法 现在 看 来 不 太 可 行 , 尽 管 这 一 方法 在 
例 5 中 显得 非常 方便 . 我 们 还 得 从 排列 的 末尾 来 看 . 


尾数 排列 种 数 
tn) 0a! 
《天 一 ty—2 
(HH 1 nn 2) ta 
Cr Zn—1) Cn 一 8 
(Hl HH 2 人 En 一 3 
CH] ,nn m2) G4 
{nl nn 3.n—2) Gn—4 
tn 2 nn 3 1) tn 
(nn nn nT1) C3 
《有 一 和 天 一 5 玫 一 地， 和 下 一 上 en 一 5 


(上 表 左 边 一 列 中 的 数 为 排列 中 从 左 到 右 的 最 后 数位 
译 者 注 ). 
将 表格 重复 下 去 , 易 知 再 下 面 两 行 的 排列 数 均 为 a,_s ;同样 
可 得 表格 右边 列 中 出 现 2 个 a,-;,a,-s，…. 于 是 ,我 们 有 
Gy a1 as Sa aT 3a 4 十 2 5 十 266 十 …… 
将 上 式 中 的 nn 替换 为 n 十 1, 两 式 相 减 ,得 


本 十 1 一 2a， 十 2a，， nD =1 4+] 一 ] yi? 2 ,0 一 1 | 二 14, 
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利用 上 述 递 推 式 易 知 a; 一 3i,as 二 73,a7 二 172,ag 二 400. 
我 们 还 可 以 用 下 面 的 方法 较 简单 地 得 到 弟 推 式 : 记 6 为 数 
n 在 第 nn 一 1 个 位 置 且 满足 其 他 条 人 忻 的 排列 数 , 则 易 得 a, 二 a,_， 
to tb, 1 aa 二 a sb, — a > 十 Gy 十 名- >， 消去 其 中 的 上 
妈 得 递 推 式 er 一 2a。 二 20 a 
38. (a) 只 需 证 明 ; 每 个 数列 中 的 每 项 的 分 母 都 不 为 替 
事实 上 , 设 三 元 数组 (4A,B,C) 中 4 一 1. 则 对 其 前 面 的 数组 ta,4， 


一 1, 即 a 一 24 一 1 一 0,4 二 1 土 V5. 但 所 有 的 
二 元 组 Cr 加) 中 每 个 数 都 是 有 理 数 , A 二 一 1 及 其 他 情况 可 
当 似 得 出 矛盾 . 

Cb 我们 有 zx 十 yi 十 2 si -所 我 们 要 证 明 ; 若 z， 
十 yi 十 必 二 XYn25 5) 则 弃 i 十 i 十 2 1 王 训 yy1 从 而 依 
此 结合 数学 归纳 法 可 知 对 任意 # 宇 1, 均 及 ,十 yy, 十 zz 一 
Yuynazn 这 时 由 工 ,十 ,十 2 二 0 导致 x, ,y,;z 中 有 一 个 数 为 堆 ， 
这 是 不 可 能 的 . 

下 面 省 巾 下 标 来 证 明 前 面 欲 证 的 结论 . 由 十 y 十 zx 一 zyz， 


我 们 需要 证 明 
27 一 LT ,2y ,22 
和 一 7 1 天 一 yl] zl1' 
两 边 通 分 得 


2rty — De 1?y(z i m1) (rem 1) 
+2r(r  — 1 (yO—1) 

=2t7T yz) 2ryz(tryt ye zr) 
2 二 ye) ryt yz+rr) 十 让 并 


=Bryz. 
一 种 黑 巧 妙 的 做 法 是 种 用 正切 消 数 的 倍 角 公式 . 
_ 2tanw 
tan2u = 5 一 ， 
[tan’w 
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记 和 : 
Et 四 
0 1 -二 人 六 


设 xz 一 一 tanay,y 一 一 tanoyz 一 一 tanm, 则 只 需 由 tanau 十 tanw 十 
tanzy 一 tanutanvtanw 成 立 推 出 tan2w 十 tan2v 十 tan2w 一 
tan2utan2vtan27ww 成 立即 可 , 利用 公式 


_ tanw tanvtanw— tanutanvtanw 
tantu 二 yg 十 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
l— tanutanvu— tanvtanw— tanwtanwy 


可 知 tan(# 十 gv 十 0) 二 0 十 如 十 吧 二 (mod) 时 tang 二 tanv 十 
tamw—=tanutanvtane>2u 2 2w=0(modx) Otan2u tan?v 
二 tan2w™—tan2utan2vtan2rw, 
39. 设 黑 板 上 的 数组 成 的 集合 为 al,aa，…a}, 记 5S= 

al 十 Gz 十 十 av. 由 条 件 可 知 2 ai x 二 1; 于 是 

一 4 (So 二 ae(S 一 aa 上 HaiCS 一 ao 
著 对 所 有 此 二 1,2,*…,n, 均 有 S 一 a4 守 vy2, 则 

Za * HL a * YZ2+ a, * Y=Y2S. 
故 y? 庄 S$S, 但 这 与 S>S 一 a 之 v2 对 盾 . 


40. 我 们 将 第 项 进行 下 面 的 转化 , 裂 项 求 和 


| 
(十 1) (多 十 2) (十 3) 


_1 1 加 1 
3 (ED RFE ): 


得 Ss 一 J- 1! 
对 从 1 到 mn 求 和 ,得 S83] CnT2)Cnt3) 
41. 我 们 利用 数学 归纳 法 证 明 : zx, = tanna, 其 中 a= 二 
arctan2. 当 7 二 1 时 显然 成 立 . 现在 设 xz, 二 tanna; 则 


2 二 xz, tane 二 tanne =tan(n| De 


1—2x, 1~tanmtanna 


命题 获 证 . 注意 到 对 任意 到 有 


-6 一 1 


tanma Zzm 
Tum tanema 1—tanima 1—zxs’ 1) 


现在 我 们 用 反 证 法 证 明 (a) 成 立 . 车 ,一 0 且 2 一 2m 为 偶数 , 则 
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由 (1} 可 知 z 一 0. 但 如 果 nn 二 (25 十 1) (Ck,s 为 非 负 整数 ), 则 经 


过 点 步 后 ,得 .x3 1 =-0, 故 它 衬 一 dy, 一 -2 一 = 一 2 


该 方程 的 两 个 根 都 是 无 理 数 ,而 x, 都 为 有 理 数 (因为 对 任意 有 
理 数 r, 数 号 这 均 为 有 理 数 ,而 z 一 2). 万 盾 ! 


(tb) 我 们 要 证 明 比 非 周 期 性 更 强 的 结论 : 该 数列 的 任意 两 
项 都 不 相同 . 者 存在 m,n, 使 得 .一 7 二 0Cm 宇 1), 则 由 工 ,二 


tanme 得 


sin 一 0 

coOsf 下 十 站 Jacosmaa 
故 有 .mm 一 tanma 一 0, 这 与 Ca) 的 结论 予 盾 ， 

42. 由 于 数列 中 的 每 一 项 均 为 正 整数 , 旦 都 小 于 1 983. 因 
此 对 模 1 983 来 说 该 数列 并 不 改变 , 这 时 数列 的 弟 推 式 变 为 a， 
寺 24n41 :从 而 ai 夺 2"a,41. 如 果 1 983|3，2" 一 3, 即 661|2* 一 1， 
则 同 余 式 3 圭 27，3(mod 1 983} 成 立 . 由 Euler 定理 可 知 n 一 
gp(661) 一 660. 从 而 周期 为 660 或 是 660 的 正 因子 . 直接 验证 可 
若 周期 确实 为 660, 这 一 点 可 由 2* 寺 一 1 (mod 661) 得 到 . 


lantn ma tatine= 


43. 设 # 为 偶数 ,由 ("一 至 ( |) 可 得 
2 
“1 2 人 上 | 


1 十 二 > (0 +) 


生 9 章 流 习 ， 


类 似 地 考虑 二 为 奇数 的 情形 , 仍 得 上 述 递 排 式 . 利用 上 面 的 
递 推 基 系 可 知 ee Qs 一 


大 .车 ai 沁 2 十 , 则 > 时 +( 


一 )+1>2 寸 二 ,或 
元 中 5au>1. 再 证 当 34 时 有 ai<a- 利用 单调 有 界 必 有 极 
限 可 知 该 数列 的 极限 存在 , 设 为 a. 由 递 推 式 可 知 sa 一 1 十 六 ,从 
而 a=2. 

44. 不 存在 . 由 均值 不 等 式 可 知 了 ) (4. 十 二 二) 之 忆 节 = 


45. 所 给 的 条 件 等 价 于 2 台 一 (zi-1 十 二 x, 十 1=0, 其 解 


为 = 区 ! 或 二 一 . 我 们 断言 :对 之 0, 均 有 过 :一 中 x ,这 
里 入 为 某 个 整数 , 且 |&|<<i,e, 一 (一 1%*, 此 断言 在 ;一 0 时 成 
立 , 这 时 各 二 0,6o 二 1. 设 该 断言 在 ;一 1 时 成 立 ,如 果 zi 一 下!， 


则 有 下 二 i 一 1,8; 二 81); 如果 x; 二 Zi 一 _, 则 有 名 = 一 上 ,1,81 二 
一 一 ,在 每 种 情形 , 均 有 |&; | Ae 二 (一 10%1', 于 是 i995 二 
2 ， 这 里 让 二 kg0s ， & 一 E9059 0 过 :| 肯 | 委 1995,e 一 (一 1)71995 
因此 zo 二 x19s 二 275, 如 果 上 为 奇数 , 则 e 二 1, 且 有 =1, 这 就 
产生 矛盾 ,因为 上 天 0. 所 以 上 必 为 偶数 , 故 e 二 一 1, 蕉 二 2*, 由 于 
上 为 个 数 且 | 有 | 所 1 995, 故 RS1 994, 因 而 mm 所 2897. 另外 ,可 有 


12 994) 及 xio%s 一 一 一 . 则 zo 一 
1 on 


2 2 ,而 x195; 二 2 一 ro 符合 要 求 . 故 所 求 mm 的 最 大 值 为 2 . 
46. 考虑 由 下 面 的 递 推 式 定 义 的 数列 tn nts = C2 1) ut 
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2 
— 上 ti,. 出 Er 一 《LT 十 cer * 其 中 1.2 一 此 十 1 二 外 一 | 取 名， 


us 使 得 c= 性 一 1, 妈 ww 二 24 二 站 十 1. 由 于 0 之 zs 之 1, 可 知 
[x7j 二 ww 一 1， 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 | uw 一 1， 事实 上 , 一 1 
二 2 续 ,w 一 1 一 x? 十 x 一 ] 二 {rx 一 271x 一 1 二 (2k 十 1): 一 
2 一 1 一 4& 十 2&, 现在 可 知 ,若是 由 一 1 有一 1 那么 下 | st 
一 1]. 

47. 用 .+,€10,1} 宕 示 灯 上 ; 的 状态 (0 表示 “ 关 ”, 1 表示 
“ 开 ”), 操作 S, 影响 了 的 状态 ,在 操作 前 [, 的 状态 为 zx -在 
S, 操作 时 ,上 L，| 处 于 状态 x ,所 以 对 了 之 0 成 立 


Tr 1 (mod 2). (1) 
注意 到 ,初始 状态 下 (所 有 的 灯 都 是 " 开 ”) 有 
TT ] 一 |， C2) 


这 表明 在 时 刻 地 该 系统 可 以 用 向 量 ;二 [zx-，，*… -1j 表 
示 ,w 二 [1,1,*…,1]. 由 于 只 有 多 个 不 向 的 向 量 , 在 数列 zy mi， 
V2，*…* 中 必 出 现 相同 的 向 量 . 注意 到 从 到 z+ 的 操作 是 可 道 
的 . 因此 w .一 蕴含 ww 一 m , 故 至 多 经 过 2 次 操 必 后 , 必 有 
一 次 回 到 初始 状态 ,这 表明 (a)? 成 立 . 
为 证 (bl 和 (cy ,利用 (1} 式 有 
工 ) 三 十 区 一 
Er 
sk ee ee 
sk i 士 32 村 3T 二 3 
如 此 等 等 , 对 (1) 式 重复 运用 r 次 后 ,我 们 得 到 等 式 
Tj 三 > (ailmod 2) 


{= 


对 所 有 使 得 j 一 tr 一 说 n 一 i 之 一 n 的 jr 均 成 立 . 特 虽 地 ,着 7 是 
有 形式 "一 2+, 则 二 项 式 系数 【"] 除 最 外 面 的 两 个 外 都 是 偶数 
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Ws 
从 而 得 到 
三 xm 十 Zi- 对 > 一 从 成立)， 《3》 

只要 下 标 不 小 于 一 n, 即 只 要 j 守 (一 1)n,(3) 式 都 成 立 . 

现在 如 果 n= 二 站 ,选取 j 汪 到 一 xn. 在 <3} 中 令 rr 二 n, 结 合 (1) 
知 

TiT rr). 

因此 zj 一 , 这 表明 数列 x; 有 周期 x 一 1, 从 而 数列 (2) 在 
经 过 恰好 天 一 1 步 后 重复 出 现 , 故 (b) 成 立 . 

如 果 nm 一 汉 十 1, 选 下 标 7 之 下 一 2 在 (3) 中 令 r 一 2 一 1 结 
合 (1) 可 得 

1); Er + 
=x Ti XT ) 
rj jt x 

(因为 三 一 +Cmod 2)) ,于 是 了 +。 二 xj 所 以 数列 zi 有 局 
期 一 nx 十 1,tc) 获 证 ， 

此 和 癌 题 由 G, N. de Bruijn 提供 ,解答 由 Marcin Kuczma 提 
供 . 

48. 将 等 式 a 二 0,1as | 二 上 a 二 11 ,…， Iasti | 三 1as 十 1 | 都 
平方 后 求 和 ,得 asi 一 2Cai 十 二 ay) 十 # 之 0, 所 以 a 十 … 十 a 


拉 
蒂 一 可 


2 


49. 作 图 有 益 于 外 理 此 问题 . 联结 项 点 (as) 的 折线 是 凸 
的 ,因为 wa 一生 224 一 ae， 这 表明 每 一 条 折线 段 的 斜率 不 小 
于 前 面 一 条 折线 眉 的 斜率 . 因此 整 条 折线 除 其 两 个 端点 外 ,全 部 
落 在 + 轴 的 下 方 , 获 证 . 

假设 对 某 个 m 之 1 ,我 们 有 ar-1ss0 ,但 ao 20， 则 

nan 0, 
从 而 ae 一 > 人 am>0,， 这 与 a, 二 0 耶 盾 (这 是 另 一 个 证 
明 一 一 译 者 注 ). 
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解决 村 石榴 醚 略 


50. 由 条 析 a 一 ai 宇 1 ,并 和 且 -a 衬 2Ca 一 Qo 了 dw 一 
dm 这 2Caw 一 Qss). 将 这 99 个 式 子 相 乘 ,利用 每 个 式 子 两 边 都 是 
正 数 ,并 消去 公共 项 , 即 得 

中 0 一 9 十 二 (一 全 2 ， 

下 而 草 好 的 估计 可 用 数学 归 编 法 证 明 : a 守 22* aii 一 4 之 
2 下 二 1 2. 呈 01), 这 表 胃 atw 守 2 

$51. 只 第 考虑 前 3 项 递减 的 情形 . 则 此 数列 是 递减 的 :之 
之 之 21. 由 于 从 第 3 项 起 每 一 项 都 是 前 面 每 两 个 数 之 差 的 
绝对 值 的 最 小 值 , 即 知 对 对 1, 均 有 六 Ti 十 -ra 否则 将 有 
Ze 一. 证 盾 ! 如 果 zs 之 1, 则 xw 宇 1， 
Ta 十 zo1 之 21.01g 之 3: 依 此 类 推 ,直到 最 后 我 们 得 出 矛盾 | 
-之 4 181 十 6 765 >10 000. 

52. 令 站 一 4 一 0, 可知 a 一 0. 史 令 2 一 0, 得 aa 一 4e 再 地 


加 村 二 可 如 eo 
拉 一 攻 十 2 得 Can+a 十 Cs 一 又 由 人 pm — 44a, 得 a,+， 十 as 


一 24aoa 十 G 内 一 方面 ,由 ai 二 1 有 1 二 4, 又 简单 的 运算 可 
得 4,.; 王 2aw ;一 a, 一 2, 最 初 的 几 项 是 an 二 0,41 二 1,as 二 4,0s 二 
9 .a 二 16, 我 们 猜测 a 二 并, 请 用 数学 山 纳 法 证 明之 . 

53. 易 著 任意 3 个 相同 的 质数 不 能 同时 出 现存 一 个 等 比 数 
列 中 ,请 读者 证 明 这 个 结论 , 现存 1 到 100 中 有 25 个 质数 ,由 抽 
展 原 则 在 12 个 等 比 数列 中 , 必 有 一 个 数列 内 出 现 3 个 质数 . 

54. 设 4&1 ,…',an 满足 条 件 . 我 们 证 明 存 在 ,+ ,使 得 4, 一 
十 … 十 as .1 能 被 号 1 二 a 十 … 十 a 整除. 由 于 4 一 4 十 
《an 一 五 * (Ai 十 Bi) 十 Bri, 从 市 , 故 若 号 ,| | 吕 士 4, 就 有 
BtA 为 此 只 须 取 ti 二 十 碟 一 B,( 这 里 B31 二 BB 十 
A,) 妇 9. 由 于 访 一 BB,>0, 且 41.1 访 A>al>a,, 于 是 有 a， 
Ada. 

55. 考虑 二 进 制 表示 zo 一 0. 向 …. 易 知 了 二 0. BB … 
或 者 zi 一 0. 6zbB… ,这 里 抽 二 1 一 也 .于 是 , 递 推 式 将 前 一 个 数 
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第 9 第 : 激 -天 


二 进 制 表示 中 第 一 位 去 掉 后 ,后 面 每 一 位 保持 不 变 或 者 每 一 位 
部 改变 . 这 表明 ,在 二 进 制 表示 下 数列 {x,} 的 周期 等 于 mm 的 二 
进 制 表示 下 循环 节 的 长 度 或 该 长 度 的 两 僧 . 


56. 提示 : 通 项 公式 为 x 二 2n 一 Vazts1. 
$7, 只 需 证 明 更 强 的 结论 六 ;112 如 十 1. 我们 令 
d=a 二 a, ,c 二 二 十 .… 十 车 . 

此 1 以 


显然 二 十 cr 之 2 Vac 对 尾音 Xx 这 0 成 立 . 族 


ta 十 工 ) (e+ 过)}>>ac+1+2 war 一 (waec 十 1)2， 


由 此 得 f(a 二 x (c 一 二 之 Vac 二 1, 故 车 令 x 一 ent1s 就 有 名 


> 十 1. 
S58 Ca) au 一 4 一 0 aa 一 la 一 2.(b) 对 称 的 覆盖 的 
方法 数 s, 和 不 对 称 覆 盖 的 方法 数 d, 分 别 满足 yz 一 arrlysor1 一 


十 加 


1 tl 二 a 
i ,一 9 santl | “ 


2 

39, a =}1,a: CO—=3,0,—=a, 1 二 2a 2, 

0. a =1 a CO—d a 2 a a 1 da, st 2a,.3. 

61, 4s =a 一 Gd4 一 ] a,—a, 2 ay. 

62. 如 一 1;a 一 3 一 4a4 一 Gd (2 和 为 侦 数 ). 

63, 52 必须 为 3 的 倍数 . am 一 1,as 一 3,a 一 42，: 十 a，5、 

64. 4 —=1,a—=2 ,027d 

{5. 0 la =1l a =50 =1i,a,—a, 15a, sa, 3 一 
人 4。 

66. 用 a, 表示 用 1X1X2 长 方块 填 满 2x2Xn 长方体 的 方 
法 数 . 图 9.4 显示 4 ==2,94; 二 241 十 5 二 9 ,0 二 2asy 十 5a1 十 4 二 32， 

dy = 24 十 Sa 二 das 十 :十 da 十 和. 
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站 加 , 
六 兴 间 时 汶 娄 谢 
' 


了 要 多 重印 多 多 
PBB YW 


和 3 及 更 多 块 砖 形成 的 图 形 
图 9.4 
在 上 式 中 用 2 一 1 代替 aa, 上 圭 将 两 式 相 减 , 可 得 a, 一 3a， 1 十 3a,-? 
一 a,_3. 由 此 可 得 下 表 
于 1 2 3 4 吕 6 7 8 
2 3 32 11: 450 412 6272 1653 
其 特征 方程 为 避 二 3 十 弘一 1, 三 个 特征 报 为 4 二 一 1,hs 二 2 十 


1 
Em 一 1 十 一 一 一 


现在 请 证 明 az 是 完全 平方 数 ， 而 ,是 一个 完全 平方 烙 的 
两 倍 . 


CT 人 一 二 (一 Y3 


全 一 
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第 10 章 多 项 式 


1. 形 如 
天 也) 一 0 十 十 nsg(Z) 一 六 zw 十 十 ba 天 0,0 关 0 

的 代数 式 称 为 多 项 式 , 次 数 分 别 为 nw 和 加 , 记 为 deg 一 mdegg 
三 m, 其 系数 a,,b 可 以 是 C ,RR , 呈 ,Z ,Z, 中 的 数 ， 

2, 带 余 除 法 , 对 多 项 式 卫 和 8g + 存在 唯一 的 多 项 式 4 和 x ,使 
得 

f(r)=gtr)g(r)i+r(r). degr—degg 或 r(x)=0, 

这 里 yz) ,rtz) 分 别称 为 了 被 z 除 所 得 的 商 式 和 余 式 , 若 r(x) 
三 0, 我 们 称 g(x) 整 除 f(x), 记 作 g(x)| f(zx). 

例 1 设 f(x)=7 一 1,g(7)== 克 十 fT 十 1, 利 用 课本 中 学 过 
的 长 除法 可 知 

rz—1=(7 rl1)(r O77 二 ])+2x* 一 2， 


故 民 了 一 好 一 太一 区 十 1 rz) 王 2 一 2. 
3. 设 /(7) 是 一 个 nn 次 多 项 式 ,4 扎 由 ,将 了 除 以 x 一 a, 得 
f(r)=(x—a)g(tr)+rrER ,deggq=n—1. (1) 
今 7 二 ,得 /(u)=r, 于 是 
fr)=(r—a)g(r)+ f(a). (2) 


如 果 Fw) 一 0, 则 称 a 为 了 的 根 或 零点 , 由 (2) 可 知 

Fa) 王 0 纪 斤 了 一 (一 上 gz 对 某 个 多 项 式 gCz) 成 立 . (3) 

如 果 myezr 是 卫 的 不 同 零点 , 则 太 z) 王 (zz 一 7)gCxz)， 
du) 一 0, 故 9) 王 (z 一 wz) , 即 


a 


解决 问题 的 策 下 


f= ra tan degdi 一 天 一 2. 
如 果 degf 二 #0, 且 对 a ,…,a 均 有 f(a,) 一 0, 则 

Tc) 
4. 若 存 在 -个 站 和 同和 一 个 多 项 式 g, 使 得 


FD Cr agtr) ,ga A, (4) 
则 称 &a 为 和子 的 mm 重 根 .(4) 列 含 2 是 上 的 产 重 根 , 当 上 且 仅 当 
f= F=f = f=0, ra) 0 (5) 


5. 设 所) 二 Qox "十 … 十 a 是 整 系数 多 项 式 ,zE 子 . 则 
fz) = |,. 
这 只 需 注意 到 ez 十 十 加 一 0 全 罗 一 一 zfavzo 十 十 


a1). 如 果 a, 二 1, 则 了 的 每 个 有 理 根 都 是 整数 ， 事实 上 , 设 刀 为 f 
的 根 , p,qg€ 2 ,gcdtp,9) 二 1, 则 

2 十 ,1 Pp 十 "a Po, 一 站 ， 

此 Uy | 


A 
了 
土 式 右 边 为 整数 ,所 以 gq 二 1, 
6. Yieta 定理 . (a) 硅 多 项 式 = 十 pr 十 g 有 根 zi， 袜 ， 刚 
十 pr 二 gg 王 (x 一 (7 一 1 二 谨 一 (x 十 XX 十 Tix ,于 是 
p=— (rr ) re. 
Cb) 设 工 ,x,t 是 让 十 px 十 gx 十 7 的 根 , 展 开 下 式 


{I rr Tr (ro ra) 


_ 一 ] -了 __ 一 了 一 
cy 一 Ge |, 


= rrr} rrrs TT Tar rr 
比较 系数 ,得 
P= 二 rr rr 
对 更 高 次 的 首 1 多 项 式 ( 首 项 系数 为 ] 的 多 项 式 称 为 首 1 
多 项 式 一 - : 译 者 注 ) 存 在 类 似 的 关系 . 
例 2 设 z x21X3 是 3 十 3 一 ?zz 十 1 的 根 , 求 二 十 好 十 
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第 二 章 ,多项式 


解 :zri 十 T 十 和 一 一 3 十 Tt 十 TaTi 一 一 ?9 一 (rr 十 
wa) rt 
一 2 ?ri 十 Xi 十 1 一 

7. 若 xzE 民 , 则 Fr 一 ci 十 … 十 ao 可 以 表示 为 下 述 形式 

Firl=o ra "tte tra) te. 
为 证 这 一 点 ,用 xz 一 sa 十 人 xz 一 的 代替 f 中 的 x ,再 展 并 即 可 . 

8. 代数 基本 定理 . 每 一 个 多 项 式 乒 g) 一 az 十 十 aoya; 丘 
C ,zas0 至 灾 有 一 个 复数 良 ， 

由 此 定理 易 知 任意 -个 工 次 多 项 式 可 分 解 为 

一人 一 了 
其 中 zz 不 必 不 同 . 


9. 单位 根 . 设 w 一 em 一 cos 红 十 isin 2 < , 则 老 项 式 "一 1 的 


n 个 根 为 上 oo 如 一 1. 它们 补 称 为 日 公 根 , 目 这 n 个 单位 根 
对 应 于 一 个 内 接 于 以 OQ 为 圆心 的 单位 圆周 的 正 * 边 形 的 顶点 . 
如 果 gcdt 上 8, 风 三 1, 那么 wr 的 瞪 也 给 出 全 部 个 单位 根 , 我 们 有 
下 面 的 分 解 ， 
l= re) rw) ). 
特别 地 ,一 1 二 0, 即 (x 一 1)( 江 十 + 十 1)==0 的 根 为 三 次 单 
位 根 . 记 z 为 x 的 共 罗 复 数 ,得 
= ,ow 1,1totw -0 Bb) 
利用 三 次 单位 根 ,我 们 可 以 解 一 般 的 三 次 方程 .让 我 们 从 下 
面 的 经 典 分 解 式 开始 
中 a 二 一 3abr = (rita (trate —ar—br—ab). 
最 后 一 个 因 式 有 根 大 一 一 ao 一 上 一 一 ae 一 和 于 是 
x taedabr=(rtat rtant be raw + bw). 
从 而 ,三 次 方程 妆 十 时 十 下 一 3apz 一 0 的 3 个 根 为 
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解决 了 是 前半 生 


和 一 一刀 一 直到 一 人 一 站 = — a — Pew. (7) 
将 上 述 方 程 与 十 pr-tg==0 对 比 ; 得 户 二 一 346.9 二 a 十 太 , 或 
写成 
了 
ai 一 一 所 ,di +# = (8) 


由 (8) 式 知人 ,中 是 二 次 方程 
:ed 一 各 一 


的 根 , 故 


/a / 匡 + 站 fa /Ee 
好 A g 7 0 一 J 2 1 《总 ) 


HORNA RA NR 1 方程 x + Pr 二 9g 一 0 的 一 个 
根 . 而 每 -个 -次 方程 都 可 以 通过 除 以 - -个 常数 ,再 进行 平移 后 
在 为 上 述 形式 的 方程 . 
现存 我 们 利用 5 人 -个 正 五 演 形 . 
和 一 一 (CT 一 1 十 天 填空 个 十 1). 
这 种 分 解 表明 5 次 单位 根 mw 满足 
是 十 of 十 是 十 四 十 1 二 0， 


1 1 1 
[e+ 一 + (vt) 1=0, 
一 Ly 
,Ll 
2 
对 a 二 cos72”, 在 图 10.1 中 ,我 们 可 得 «a 
_ 1] 
Yo 一 1 a 
1 一 


线段 a 易 用 尽 规 作 图 作出 . NS 


现在 我 们 来 看 . - 些 多 项 式 的 典型 
例题 图 10.1 
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集 86 碍 : 光 需 式 


例 3 ta) 对 怎样 的 HEN, 有 十 I 十 1 x 十 x 十 13 
Cb) 对 怎样 的 AGE N ,有 37110.…010-…019 


La 
解法 一 :二 搂 利用 下 述 关 系 进行 变换 ， 
Ol—Cr— lr trtl1} 和 和 rir 1], 

(1 n=dkeSr tr l= (Cr+ Cr 一 1) 汪 3=(r + 
了 二 1)GX) 十 3. 

《iD 二 对 十 1 时 人 十 二 1 二 一 1) 十 I(x 一 1) 
二 站 十 7 十 1 二 C7 十 7 十 DRGX)， 

CY nn 二 3 二 20632 十 2 人 二 1 一 (一 1 二 x 一 
DD 二 二 让 十 二 Cr 一 1 1) tr 一) 二 二 x 
十 1 二 (2 二 了 十 1)SCx). 

答案 为 评 十 7 十 1 |x 了 十 x 十 13+n. 

(hb) r=10 时 ,站 十 xz 十 1 一 111 x? 十 和 十 1 二 1 O01 


001,111 二 3，37, 由 于 所 给 被 除数 的 数码 和 为 3, 芍 它 是 3 的 


nn 
倍数 . 从 而 
37110…01 0…01 当 百 公 当 0Ocmod 3} 或 n 三 1](mod 3). 
HH nn 
a) 的 解法 二 : 训 站 十 x 十 1 二 0 的 根 为 wywi, 利用 关系 式 局 
二] 及 wi 十 w 十 1 一 0, 我 们 得 到 
有 3k=>w 十 ww 十 1] 二 1 十] 十 1 二 3， 
一 3 十 1 地 ww 上 wl 十] 一直 十 gw 十 ] 二 0， 
1 一 3 下 十 2 过 wt 十 全 十 1 一 以 十 嫩 十 1 二 ww 十 局 十 1 二 0. 
例 4 设 Pir),QCXT) ,R(T),S(X) 为 多 项 式 , 满 足 
中 (十 .Qnr TR) =r rr 十 fT 十 1) S(tr). 
Cx) 
证 明 :r 一 1 是 P(x) 的 因 式 . (USC) 1976) 
解 ; 令 we 玉 , 则 本 二 1. 在 Cx) 式 中 令 x 一 ww sw,w' ,得 
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外 决 拘 必 的 菜 财 


到 前 面 的 4 个 方程 1 到 4. 分 别 对 方程 1 到 4 乘 忆 -oo， 
一 人 得 后 面 的 4 个 方程 
PU) + Rd+ wr R(}= 0, 
PO to (1) -ow RO == 0, 
Pal -Fw QR} wR) 0, 
PCi) 十 加 和 (1 wR()= 0, 
—w (wo) R= 0, 
—w Pt} wd) wR})= 0, 
—o Pl) -wR — wR} = 0, 
—w Pl -wa — wR) 0. 
利用 17wtw tw tw!' 二 0, 将 上 面 的 式 子 相 如 得 5P(1) =0， 
i 1!IPexr)., 
此 


例 5 设 P(z) 是 一 个 首次 多 项 式 ,使 得 已 (有 ) 一 站 人 一 


O20 求 了 PCUSO 1975) 
解 , 设 人 (C7) 二 {7 十 DPED) 一 7 则 有 ==0, 1 ,2, ,nn 都 是 
Qtz) 的 根 , 故 
(六 十 ] PC 一 了 一 ar 1) — nl. 
为 求 a 的 值 , 人 = 一 1. 得 1 一 af 一 和 03 人 1) 从 而 
《一 1)71 


Xr) 


P(r)= atl)! 


了 十 ] : 
1 1， 天 为 奇数 ; 


所 以 ,中 (On 十 1) 一 。 
1 二 | 为 手数 . 


例 6 设 a,b,e 是 3 个 不 同 的 整数 ,PP 是 一 个 整 系数 多 项 
式 . 证 明 : 下 述 联 立 的 等 式 
Piaj)—=p, Ph)—=e, Pie)=a 
不 能 同时 上 成立 . (US() 1974) 
解 : 者 上 述 等 式 同时 成 立 , 我 们 来 推出 矛盾 . 
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有 一 一 《1) 
Plr}-——ec=tr—h) P(r), (2) 
有 (一 人 = 《一 站 三) (3) 
从 数 asp:c 中 , 取 差 的 绝对 值 最 大 的 两 个 数 ,不 妨 设 为 |a 一 c|. 
那么 ,我 们 有 
la—bi<|a—el. (4) 
在 (1) 中 令 x 二 c ,得 
a—b= a—c) P(e). 
由 于 也 , (0) 为 整数 , 故 |a 一 8 之 la 一 c|. 这 与 (4) 蔬 盾 ! 
i0, 互 倒 方程 
定义 若 多 项 式 fi2) a Tao ta A 满足 i 一 
an 1 一 0 好 则 称 人 XT) 为 互 倒 的 ， 
例如 十 1 让 十 37 3 一 3z? 二 1 ,5 一 2x5 二 4 十 dr 一 2 
15 都 是 互 倒 的 多 项 式 . 若 /zz) 为 瑟 倒 的 多 项 式 , 刚 称 方程 
A(X) 二 0 为 至 和 倒 方 程 
定理 任何 一 个 炊 数 为 2n 的 互 倒 多 项 式 都 可 以 表示 为 


(1) 二 g(x) 的 形式 ,这 里 z= 十 上 ,县 g(z) 是 一 个 关于 zz 的 


n 次 多 项 式 ， 
证 明 ， fr) Ce ar" TT 二 a raps 


fr =" (az 十 aa + 二 
Fa) 一 如 La (z+ 三 | 二 a (zx 十 -ii ) 十 :十 局 ， | 
我 们 来 看 如 何 把 己 十 六 表 为 ={( 一 zx 十 去 的 多 项 式 ; 


2 二 一 (z+ 了 二 46 
一 2 一 
4 0 
《利用 数学 归纳 法 可 证 十 述 定理 成 立 - 译 者 注 .) 
下 面 我 们 不 加 迹 期 地 给 出 互 倒 多 项 式 的 -- 些 性 质 . 它们 都 
是 穿 久 证 明 的 , 留 给 读者 作为 练习 . 
(4) 每 :个 全 ai 和 0 的 二 次 客 项 式 是 互 倒 的 ,当日 公关 
wf{ fa). 
(bh) 每 一 个 阁 数 次 的 互 合 多 项 式 是 x 1 的 入 式 ,并 及 所 
得 的 击 式 是 -个 偶 次 的 互 倒 包 项 式 ， 
(0) 车 a 是 -个 开 倒 方程 (x)=0 的 根 , 则 -也 是 该 方 各 


的 根 . 
11. 对 称 多 项 式 
-个 多 项 式 f(r,y) 称 为 对 称 的 ,如 果 对 所 有 7,y 均 有 
Fr 一 所 9 例如， 
(a) 关于 ro 的 基本 对 称 多 项 趟 
m=ty, =1y. 
tb) 车 和 多 项 式 
$= 0,1 2 
任何 一 个 关于 xz ,wy 的 对 称 多 项 式 可 以 表示 为 gj ,o 的 多 项 
式 的 形式 . 事实 上 ， 


$n 二 7 
(rm 十 
6 8,. 1 + os s,s. 
于 是 ,我 们 有 下 面 的 递 推 式 ， 
SoS 05 1 
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二 


现在 对 任意 对 称 多 项 式 予 以 证 明 都 是 简单 的 事 . 形 如 
cewt 的 项 没有 问题 ,因为 srt 一 ao 对 于 项 下 ro 人 < 并)， 
Fr 此 有 另 一 项 pr ,合并 这 两 项 

站 一 
府 xs, 苛 以 表示 为 cos 的 多 项 陈 . 

两 个 变量 x,y 人 的 非 线性 对 称 方程 组 通常 可 以 通过 变换 en 
二 Xx 十 yo 一 XY 来 大 为 简化 . 每 一 个 方程 的 次 数 将 会 降低 {因为 
二 Xxy 是 x+,3 的 二 次 式 ), 一 旦 我 们 求 出 了 m 和 os; 的 值 ,我 们 
可 以 通过 解 二 次 方程 

2 一 让 ZE 十 号 一 0 
得 到 下 述 方 程 组 的 解 人 1 全 3 
工 十 一 而 YY gs 

例 7 解 方程 组 : 

1 十 站 一 33, 了 十 y 一 3， 

我 们 令 a 一 77 十 yy 一 zy 则 方程 组 变 为 

oi 5gm 二 mo 二 33 一 3. 
将 fr 一半 代 大 第 一 个 方程 ,得 oi 一 Yoz 十 lt=0， 故 om 一 2 或 
7, 现在 我 们 解 了 + y 一 3 zy 一 2 和 x 十 y= 二 3,xy 一 ?7 ,得 到 
GD Da ry) = (Fi, 3 9;), 
{Cra ys) Ya Ta ). 
例 8 求 下 述 方 程 的 实数 解 
V97 一 十 六 一 5， 

我 们 令 Vz 一 yw57 一 z 一 < 则 昂 十 性 一 zx 十 97 一 工 一 97. 因 

此 
yz 二 5,Y 十 xz 二 97. 
信和 一 ?十 zsas 一 yz 得 方程 组 


四 i 一 5 人 一 4 本 上 十 2 一 97. 
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可 知 总 一 506: 十 264 二 0, 解 得 oo 二 6 或 44, 求解 方程 组 ?十 z 一 
35， yz 二 6 得 (yi 2) 二 (213). (yorzz) 一 (3,2), 现在 x 一 16. 
2723 一 81. 另 一 个 方程 ?十 z 一 5 yz 一 44 的 解 为 卉 数 . 
例 9 数 4u,be 应 满足 怎样 的 关系 式 , 下 述 方程 组 
Ti+y=ar yb 二 = 
才 是 相 容 的 [ 即 有 解 )? 
解 : 消 去 vg 二 a 一 20 一 记 二 一 3 天 c 结 果 得 到 加 
一 3o6 二 2 一 人 
(c) 二 个 变节 的 多 项 式 中 有 下面 的 基本 对 称 多 项 式 
Gry ry ye er yg ye, 
此 次 和 中 一 了 ty 二 Tz i=0, 1 2 可 以 用 TL 表示 . 请 读 
者 证 明 下 面 的 式 子 成 立 ; 
yr yg ， 
$7 二 ol — 29， 
二 Vo 一 3 og;， 
=a— doiot 2g + degss 
XY ry yi yg gs — Sg， 
ry ye 2 r= — 2g 6g, 
基于 了 对 称 的 方程 组 可 以 先 -表示 为 dl1y0 6 和 的 方程 组 ,一 
日 求 出 5; ,os 103 的 值 ,就 可 以 通过 求 三 次 方程 J WW 二 gz uO— 
心 二 0 的 根 ,wo ya :得 到 凰 方程 组 的 一 组 解 1z yw ye) 一 (ai， 
rz as js* 冉 有 几 对 称 性 可 求 出 其 余 移 解 . 
例 10 解 方程 组 ， 
二 


我 们 作 变 换 x 十 y 十 xz 二 gy ,ry 十 yz 十 zxr 一 oryz 一 四 ,得 


SATs = 了 了 (a: 一 起 ] * 上 姓 3 =3ata — ) 9 
2 -aw 一 本 Ju 一 二 atez 一 不) 一 0 


一 -. 了 3 和 一 


i 3 i 
1 -< 一 人 Us = 


由 ta sta sy Us ) 的 排列 可 得 原 方 各 组 的 6 绩 角 ， 

例 11 求 方程 组 的 所 有 实数 解 :zz 十 y 十 z 一 1 好 十 好 十 
2 一 二 十 1. 

利用 基本 对 称 多 项 式 可 知 og 二 1 让 十 沪 千 2 一 一 36103 十 
3 十 yy 十 2 二 一 40fos 十 2 十 391oy. 因为 go 二 1, 第 二 个 方 
程 变 为 2 一 g; 十 1 二 0, 它 没有 实数 解 ， 

例 12 给 定 2n 个 两 两 不 同 的 数 &is "ans 记 ，""" sb 一 个 
NnXn 的 表 依 下 面 的 方式 填 数 :在 第 1 行 ,第 j 列 那个 方 格 内 境 上 
数 4;: 十 ,证 明 : 如 果 每 一 列 中 所 有 数 之 积 相 同 ,那么 每 一 行 中 
所 有 数 之 积 也 相同 , (AUG 1991) 

考虑 下 面 的 多 项 式 


f(z) = ete) I 
它 是 一 个 次 数 小 于 ， 的 多 项 式 如 果 
f= I Ca 十 斑 ) 二 


对 7 一 1,2… .#4 都 成 立 , 则 f(x) 一 c 有 至 少 个 不 同 的 根 , 这 表 
明 对 所 有 x, 均 有 f(z) 一 c 一 0, 从 而 


c=f(—ad)=— | (a5) = DHT catb,). 
11 1 三 1 
命题 获 证 . 
问 题 


利用 初等 对 称 畏 数 将 zz 十 交 十 开 一 3xyz 因 式 分 解 . 
2. 对 怎样 的 a 民 ,; 包 项 式 一 (a 一 2)x 一 a 一 1 的 两 个 根 
的 平方 和 取 最 小 值 ? 
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3, 设 ,zs 为 多 项 式 已 一 6zr 十 1 的 根 . 证 明 ; 对 每 一 个 非 
仙 整 数 ,x? 十 x 为 整数 ,但 不 是 5 的 倍数 . 

4. 给 定 一 个 4 次 的 首 1 整 系数 多 项 式 fz) ,kp ND, 证 
明 ; 如 果 数 fC， 了 二 十 1) ,六 十 户 ) 中 没有 -~ 个 数 为 户 十 1 
的 倍数 ,那么 f(z) = 二 0 没有 有 理 根 , 

s,. 证 明 ;多项式 .经 一 282 十 3 一 一 2 十 2 二 1 证 
有 实数 根 . 

6, 证 明 :aypycE 有限 ,十 让 十 C 人 0 十 十 ar0abc 人 0 全 
dhe 0, 

7. 如 果 zy 一 一 了 yy, 谨 ) , 则 称 f(r,) 为 反对 区 的 .证 
明 : 每 一 个 反对 称 的 多项式 f(x,y}) 可 表示 为 CT YI 一 【一 
ygCrtYy) 的 形式 ,其 中 g(r,y) 为 对 称 多 项 式 . 

8, 如 采 对 换 多 项 式 Aryyz) 中 任意 两 个 变量 的 位 置 后 所 
得 多 项 式 的 值 变 为 原来 秆 的 相反 数 ,那么 称 多 项 式 f(x,y,x) 为 
反对 称 的 . 证 明 : 关 fx，y,z) 为 反对 称 的 , 则 存在 一 个 对 称 多 项 
式 g(x ,ysz) :使 得 fryy 2 一 (I 一 yr—z)(y—z)g(riy, 
之 )， 

9. 证 明 : 若 fz 7) 为 对 称 多 项 式 ， 且 x 一 y| flr,y)， 则 
(Cry) | f(r,y). 

10. 证 明 : 若 f(r,y,z) 为 对 称 多 项 式 , 自 7 一 y| f(x,y,z)， 
则 Czy ye) (er) | fr, yz). 

11. 解 方程 :x 十 4z' 一 10z! 十 4z: 十 1 二 0. 

12. 解 方程 ， 

dz de C212 212 172 17z 十 172 二 17z1 

一 31 关 一 2 十 4z 十 本 一 站 

13, 解 方 程 ;Cx 一 a) 1 十 {x 一 D1 二 (a 一 上 1 

14. 在 整 系数 范畴 内 分 解 因 式 : (a) x 十 二 十 1;(b) 这! 十 
十 ls5Ce) 十 x 十 1 Cd) x 小 了 一 一 ]. 

13. 设 fx) 二 (i 一 了 二 让 一 一 十 x 让 ( 十 x 十 十! 趾 
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zt. 证 明 : 将 tz) 展开 合并 同类 项 后 ,只 留 下 x 的 候 次 方 项 . 
16. 求 x 一 27 1 十 1 被 让 一 1 除 所 得 的 余 式 . 
地. 确定 a3b 的 值 ,使 得 (x 一 1 |axt 十 bx 十 ]. 
18. 对 怎样 的 maE ,我 们 有 
‘a) x 二 Trtl|(r—1)"—7x—1? 
ch) 让 十 x 二 11Cx 十 1) 十 x 十 17 
19. 证 明 . (zx 一 1 |nz"1' 一 Cn 十 1)xr" 十 1. 
20. 证 明和 mm nT 一 a* | 一 @"7 a 1M; 工 ,RC N. 
21. 证 明 ,(z 十 17 zx 十 2x2*11 十 1. 


22. 证 明 :多 项 式 1 十 下 十 条 十.…+ 革 没有 重要 


23, 求 所 有 的 a, 使 得 一 1 是 让 一 a 下 一 uz 十 1 的 重 根 . 

24. 儿 项 式 工 十 px 十 qx 十 ? 的 一 个 根 等 于 男 外 两 个 根 之 
和 . 求 p,q,r 的 关系 ， 

25. 多 项 式 让 十 ax 一 已 有 一 个 不 等 于 零 的 二 重 根 . 求 4 与 
b 的 关系 ， 

26. 设 aoc 为 不 同 的 数 ,而 二 次 方程 


(Tax) | 《区 一 六 《一 上 Cr 一 cz 一 al 一] 
(ceca)te—o) 世人 一 上 和 一 站 Cpe)(b—a) 
有 三 个 根 zx 一 azs 一 六 2 一 c. 出 此 事实 可 得 出 什么 结论 ? 
27. 求 a.5,c, 使 得 
净 十 5 b c 
TE Te i 
28. 证明: 十 说 十 x 十 TT 十 ]x 于 十 x 半 十 x 六 十 1 十】， 
3. 解 方 程 ;Tz 十 zt 一 3ax’; 十 3q* x 二 0. 
30. 设 Xr ,Is 为 方程 车 十 ax 十 be 二 0 的 两 个 根 ,zy ,xz 是 方 
程 x 十 br 十 ac 二 0 的 两 个 模 , 这 里 ac 关 Be. 证明; ,xs 是 方程 
zx -cr 十 ab 二 0 的 两 个 根 ， 
31. 铸 项 式 a 十 bx 十 cr 十 d 的 系数 a,5,c,d 为 整数 , 且 
ad 为 奇数 ,bc 为 偶数 . 证 明 ;该 多 项 式 至 少 有 一 个 根 是 无 理 数 . 
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32. 设 a.b 为 整数 , 证 明 ; (7 一 a)Cr 一 了 ): 十 ] 不 是 两 个 次 
数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

33. 设 站 二 ux 十 br 上 cy f(r 二 入 有 和 安 根 , 证明 :方程 
AFtz)) 王 x 也 没有 实 根 . 

34, 砚 作 X) 是 一 个 站 1 整 系数 和 多项式, 证明; 如果 存在 4 个 
不 同 的 整数 a,b,c,d 使 得 fia) 一 了 二 了 (ec) 二 了 (qd} 一 5, 那 么 

不 存在 整数 上 ,使 得 fC} 二 8. 
35. 设 了 0)= 二 十 下 十 x 十 1 求 Ar) 除 以 fxr) 所 得 
的 余 式 ， 

36. 求 所 有 的 多 项 式 P(x}，, 使 得 Pi Ftx)]==FLP(x)]， 
P(0) 一 0. 这 里 ECGz) 是 一 个 给 定 的 丽 数 ,并 且 对 任意 zz 闻 0, 均 有 
Fr 

37. 求 满足 下 述 耳 数 方程 的 所 有 多 项 式 解 

HAFrt l= ft trt+1). 

38. 求 所 有 的 正 整 数 对 (m,n) ,使 得 

1 二 1 十 
(US) 1977) 

39. 设 a 必 是 方程 x 十 让 一 1 二 0 的 其 个 解 . 证 明 ;az 是 方 

程 
开 十 和 十 王 一 下 一] 一 0 
的 解 , (USGO 1977) 

4 和. 求 所 有 的 多 项 式 p(x)= 二 x px 十 gq, 使 得 max 1p(x)| 
取 最 小 值 . 

41, 设 让) 一 (zr 十 x 十 2) 二 gy 十 qj 了 于 -十 dT" 
求 

0 一 了 一 了 + 一 怀 一 人 十 au 一 


的 值 . 
42. 求 号 一 ] 除 以 (x 十 DD (Cr 十 x 十 1) 所 得 的 余 式 . 


一 338 一 


媒 翅 章 、 多 宫 式 


43, 是 否 存 在 非 带 数 的 冰 数 f(7) ,使 得 f(y) yf) 二 
(zz 十 y)。， Fr 对 一 切 ,ryyE 限 成 立 ? 

44. 求 方程 nx 一 (nn 十 1)x* 十 1 一 0 的 所 有 正 数 解 . 

45, 设 pCr) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 证 明 : 知 存在 整数 a,5,e 
(应 为 不 同 的 整数 一 -一 译 者 注 ; ,使 得 pCa}=p(b)==plc) = 一 1， 
则 p(x) 没 有 整数 根 ， 

46. 求 所 有 的 多 项 式 p(x) ,使 得 xp(x 一 了 一 (x 一 26) p(x) 
对 一 切 工 均 成 立 ， 

47, 多 项 式 az 十 ar 十 ci 十 Cr 十 e 的 系数 都 是 整数 ,日 对 
任意 整数 rz, 该 多 项 式 的 值 是 7 的 倍数 . 证 明 ;?|a,?15,7?|c， 
?ld,?|e. 

48, 设 ,DE 民 ,对 任意 一 1 过 了 和 1, 均 有 一 1] 委 at 十 Br 十 c 
所 1. 证 明 : 对 区 间 [ 一 1， 1 内 任意 7" 均 有 4<2ax be4. 


49. 证 明 : 多 项 式 1+x 二 7 i 二 车 i -十 [其 71 没 有 实 要 


50. 在 让 十 px 十 gq 十 = 各 3 个 实 根 . 证 明 ,; p: 读 39. 

sl1. 已 知 对 # 二 1 ,40, 了 nD) 二 形 一 n 十 41 的 值 都 是 质数 
求 连续 40 个 整数 ”使 得 fx) 都 是 合 数 . 推广 此 问题 ， 

$52, 求 多 项 式 限 数 误 ( 让 十 Cz 十 2)(x 十 3) 的 最 小 值 . 

53. 是 否 存在 多 项 式 f(x) ,使 得 zftz 一 1)==(zx 十 1) f(x)? 

54. 证 明 : 《1 十 x 十 十 x 六 一 x2* 可 以 表示 为 两 个 次 数 较 低 
的 多 项 式 的 乘积 (这 里 w 实 2 一 一 译 者 注 ). 

S55. 者 (Xx) 为 整 系数 多 项 式 , 且 A(0) 与 大 1)? 都 是 奇数 . 证 
明 ; F(z) 没有 整数 相 . 

56. 求 一 个 3 次 方程 ,使 得 其 根 是 下 面 方程 的 根 的 3 次 方 ， 

ax Tbr 二 tc—=0. 

57. 求 所 有 的 多 项 式 fr) ,使 得 fr) fF(2x:) 二 了 (2x 十 

.让 


8. 震 Hd a ;是 它们 两 两 不 同 . 证 明 : (Xal je 
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光大 他 县 的 结 洁 

一 Q,) 一 1 不 可 约 ( 指 在 整数 范围 内 不 可 的 一 一 校注 ), 

59. 求 所 有 的 多 项 式 六 使 得 :Ca fe 二 fr) frti1)= 
Oh}y FOr Fl Fr 1)=0, 

0. 对 专 样 的 包 项 式 十 下 上 zz | 上 ryz 能 被 4 十 y 十 z 
整除 ? 

61. 给 定 - -个 多 项 式 , 其 系数 为 (自然数;(b) 整 数 . 设 a 
为 上 (00 在 上 进 制 表 示 下 各 位 数字 之 和 , 证 明 : 存 在 -- 个 数 , 它 在 
数列 ol ,ar ,as ,… 中 出 现 无 穷 多 次 . 

62. 求 所 有 的 整数 对 (zy) .使 x 二 ry 十 xy? 十 yi 二 8C77 十 
ryty +1)., 

63, 设计 1 为 整数 .了 0 一. 训 十 52”! 二 3. 证明: 了 (xr) 在 整 
系数 范围 内 不 可 约 . (TMG 1993) 

64. 设 AT) 和 gtr) 为 韭 零 多 项 式 ,满足 f(r 二 x 十 1 二 
ASCTi 证 明 ; (x) 为 偶 次 名 项 式 . 

65. 一 个 和 多项式 f(7) 二 十 #* 训 十 下 十 *x 十 1 的 3 个 
用 时 号 表示 的 系数 不 确定 ,4 ,六 了 凡人 轮流 将 其 中 的 -个 星 号 用 
实数 替代 ,让 罕 所 有 的 星 号 者 被 实数 替代 . 如 果 所 得 方程 的 所 有 
根 都 是 复 根 , 则 A 赢 :如果 至 少 有 - -个 实 根 , 则 召 赢 . 证 明 ; 尽 管 
了 只 有 一 次 操作 机 会 ,但 是 旦 仍 可 赢得 比赛 . 

66. 求 所 有 的 实数 a,5,c, 使 得 对 |z| 扫 1, 均 有 | Cx) | 二 


ilar Tbrte| 志 1 ‘有 Sa’ 十 28* 取 最 大 值 . 


67. 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 二 元 多项式 PP; 

(iD 对 某 个 正 整 数 w 及 所 有 实数 1 ,x,y, 均 存 P(rr,1y)= 
rb(lr,y); 

(ii) 对 所 有 实数 a,b,c, 均 有 Pb 十 ca) Ptr 二 a,5) 十 
Piat+gb,c}=0,; 

tC) Piel,0)=1. 
CIMC) 1975) 
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68, 设 记 (rx) 二 x 一 2,Ptr)= 二 Pi(P, i170) ,I=2,3,", 
证 明 : 对 尾 意 正 整 数 n, 方程 P, (zx) 二 x 的 根 都 为 实数 , 且 两 两 
不 同 . 

69. 多 项 式 az 十 gr 二 cfa>>0) 有 两 个 实 根 xi 和 .证明 

x1 (=1,2)Oatd+e20,a 一 8c20,a 一 C20. 

70, 求 所 有 的 复 系 数 多 项 式 了 ,使 得 f(x) 了 (一 2) 一 fx) 

71. 名 项 式 f(x) 为 整 系数 多 项 式 , 且 对 整数 上 ,十 1,& 十 2， 
多 项 式 了 的 值 为 3 的 倍数 , 证 明 ,对 任意 整数 mm, ftm) 都 是 3 的 
倍数 . 

72. 过 项 式 Piz) 二 二 qx”! 十 十 an-i1X 十 1 的 系数 
Qi ,sas 都 是 非 负数 , 且 有 个 实 根 .证 明 ;P(2) 守 37. 

73, 多 项 式 zx 一 9 在 整 系数 范围 内 是 否 可 约 ? 

74. 证 明 : 知 5 己 , 则 多 项 式 ftr)=z 一 x+ 十 a 在 整 系数 范 
围 内 不 可 约 . 

75, 如 果 方 程 zt 十 a 十 bx: 十 ax 十 1 = 二 0 有 实 根 . 求 a 十 2 
的 最 小 值 . 

76. 是 否 可 能 多 项 式 P(r)=axr: 十 br 十 cyQUr)= 二 cx 十 
arTtprRir} 一 bx: 十 cr 十 a 都 有 两 个 实 根 ? 

77. 证 明 ; 对 任意 实数 a,5, 均 有 a 十 ab 十 六 守 3Ca 十 5 一 1)， 

78. 求 于 面 的 多 项 式 方程 的 所 有 正 整数 解 人 zyy): 

47:+4driy—l5ry—l8y 1l2r—6ryt36y +5r—l0y=0. 

79. 求 下 述 方程 的 所 有 实数 解 (x,y): 

vdy rlly 4ry—8y+ Br —40r+52=0. 

80. 将 多 项 式 世 十 98z' 十 1 分 解 为 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 
多 项 式 之 积 ， 

81, 证 明 : 对 任意 一 个 次 数 大 于 1 的 多 项 式 plx) ,可 以 用 胃 
一 个 多 项 式 g(z) 代 替 zx, 使 得 p(qtx)) 可 以 分 解 为 两 个 非常 数 
的 多 项 式 之 积 ( 这 里 的 多 项 式 都 是 整 系数 的 ). 

82. 已 知 整 系数 包 项 式 p(x) 满 足 : 对 任意 幕 数 n, 均 有 pln) 
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匆 疾 岂 题 的 策 陆 


天， 考虑 数列 1 一 ,dz， 一 由 (TI 我 们 知道 ,对 仁 意 正 整数 
N .该 数列 中 存在 一 项 . 它 是 N 的 倍数 . 证 明 ; pCr} 二 十]. 


解 答 


4. ry gol 9) = (TY 二 
SC 二 Ty Tz ry yet). 

2, ri 二 i; 二 Cra 2) 20--1) 二 a 
2a tp 二 (4 一 1 十 5 实 5, 等 号 在 4 二 ] 时 取 到 |. 

3. 由 条 件 知 5 二 谍 十 x 二 6 车 二 1 沁 5 二 让 二 x. 在 对 
称 多 项 式 的 讨论 中 我 们 建立 了 递 推 式 2 一 6s， 一 由 和 一 
2 二 6 可 类 该 递 推 式 确 定 的 数列 的 每 一 项 都 是 整数 . 将 wm 模 
5 , 递 推 式 塞 为 5 二 5, -1 一 5.:(tmod 5). 于 是 

二 2 1 
经 6 此 后 , 数 对 (2,1) 重 复出 现 , 所 以 该 数列 号 周 期 变化 , 且 不 出 
现 零 (期 没 有 5 的 倍数 }. 

注 ; 数 列 s, 一 65，| 一 s,-: 的 特征 方程 为 x 一 67x 十 1 二 0, 其 通 
项 为 5 一 (3 十 v8)" 十 (3 一 v8)". 

4. 由 条 件 可 知 fx) 二 0 的 有 理 根 必 为 整数 根 . 设 /Cxr) 有 
整数 根 .xo 二 mm, 即 fim) 二 0., 则 可 记 C7) 二 {x 一 mg(x) 其 中 
8(7) 为 整 系数 多 项 式 . 分 别 令 f 二 庆 , 庆 十 1,…, 此 十 记得 (8) 一 
CR—m)gtR), FR = TI—m) gli), , fp) = 
十 记 一 J)g( 记 十 户 ), 由 于 连续 pp 十 1 个 整数 天 一 下 ,天 十 1 一 网 ,天 
十 p 一 m 中 必 有 一 个 数 为 十 1 的 倍数 ,这 导致 FE) FT 
思 ) 中 有 一 个 数 为 p+1 的 倍数 ,与 初始 条 件 了 矛盾. 

5. 显然 当 xs0 时 ,有 pr)>>0. 现 设 rr>0, 我 们 用 处 理 等 
比 数列 的 方式 来 将 p(xr} 变 形 : 

pr)= 27" ~ Dr 二 3 rn 十 1， 
pir rn 
岗 忒 煌 如 ,得 
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pnt pln)= rr 十 2n 十 1， 


1 xr! 
1 二 x 


由 此 可 知 x 守 0 时 ,p(xr) 守 0. 

6. 记 @ 十 6 十 c= 二 gw,a5 十 bc 十 ca 二 wabc 二 ww 则 a,b,c 是 方程 
一 4 十 Wr 一 一 0 的 根 ,该 方程 在 vyw>0 时 没有 朋 数 根 ， 
事实 上 ,对 zx<0, 方 程 的 左边 每 一 项 都 是 负数 . 蕉 至 当 二 0 时 ， 
左 迪 为 一 记 所 以 ab c>0. 

7. 提示 :zz 一 一 FT) 列 合 FCzz) 一 一 FT 交 ) 页 
FT 一 个 国 此 f(r 二 (7 一 yg(r'Yy), 

8. 提示 :+ 一 yy 一 *: 一 < 为 该 多 项 式 的 根 . 

9. 提示 :, 由 于 f(x ,yy) 为 对 称 的 ,于 是 在 f(x yy) 二 《x 一 
DEI, 中, 必 为 民 对 称 的 ,从 而 & 为 x 一 yy 的 信 式 . 

10, 提示 :从 前 面 的 结果 可 得 . 


11. 两 边 除 以 zx!, 得 (x 十 训 ) 十 4{ 光 十 广 ) 一 10=0. 令 = 


(lptr)=re" 


十 2 十 1. 


= 十 二 ,可 得 zi == 1] 昌 ， 解 得 ul 二 2， us = 21， Wa 二 一 各 ， wi 2, 


由 < 十 小 一 w, 我 们 得 到 * 一 兰 士 \/ 所 一 1. 用 上 面 的 的 4 个 值 


代入 ,得 1.2 一 | 23,4 一 一 ,zs 一 区 1 士 V2) 全 7 一 一 红 1 士 2)， 
12. 易 则 一 个 奇 次 的 互 倒 方 程 有 一 个 根 * 一 一 1 臣 方 程 左 

边 是 z 十 1 的 倍 式 ,得 (> 二 15C4e "一 21x 十 17 如 二 17 对 一 21 叶 十 

4) 二 0. 第 一 个 因 式 的 根 为 x 一 一 !. 在 第 二 个 因 式 中 作 变 换 “一 


z 十 一 ,可 得 w(t 一生 好 十 100) 一 Da 一 0,ue 一 一 卫 , 加 一 立 ， 

到 一 2 人 一 一 2 总 计 得 到 11 个 要， z= 一 ], zs =i, z=—i, 
1 1 

Hel. 


13, 注意 到 x 一 a ,zs 二 6b 是 解 , 将 原 方程 变形 为 
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T2843 e200 Tr 2a 
—3a b+206=0, 
现在 得 zi 十 x 十 2 十 谨 二 2 26812 00740) 20 有 一 3 天 十 
2a 0. 而 xx =atb, rr =ab, 上 坡 1 填 .一生 十 下 rs 一 
20 一 34p 二 2 帮 ,从 而 ri 是 方程 .天 一 Ca 上 人 了 二 20 一 3 十 
2 二 0 的 根 . 于 是 
73 -+ 


男 一 -个 途径 是 作 变 换 ;y 一 7 一 4,z 二 x 一 b,a 一 二 zx 一 yy 

14. (a) 用 三 次 单位 根 w 代替 其 中 的 x, 得 ww 十 1 一 0. 
于 基 a" 十 训 十 1 有 :一 个 因 趟 x 十 .r 十 1 用 让 十 x 十 1 去 际 . 得 

Tl r+) 

《by x 二] 十 27 十 1 一 x 一 (二 12- 二 (Cx? 一 
(7 二 Xz 十 1). 

Cc) Trl=rT2rt+l—ri=Crii) ri={r:— 
了 十 让 5( 天 十 区 十 1 一 阅 十 1)， 

(dd) Tr )={ri 一 1)(ri 二 + 
I 十 中 二 tx 一 Cz 十 DC 十 CR 十 + 十 (xi 一 十 1)， 

15. 提示 :改变 fr) 中 + 的 符号 相当 于 改变 各 内 式 中 x 的 
符号 . 
16. 设 rm 一 2 十 1] 一 (一 1)90r) 十 ar 十 二 令 了 一 1 得 
关系 式 4g 十 5 二 0; 令 了 二 一 1 ,得 关 系 式 05 一 ae 一 4 故 余 式 为 一 27r 
十 2. 

17, 由 f(1)==0 及 站 (1) 二 0 可 知 4 十 8 十 1 一 0 和 4a +4 6 二 
0. 得 a 二 3,8 二 一 4, 

18. 由 于 x 十 7 十 1 一 0 有 要 己 和 和 ww, 满足 凶 十 十 1 二 0， 

1 


ww 二] 二 -一 
人 
ta) 对 二 6 二 1 ,有 (十 1 一 一 1 一 一 一 鼎 一 1 二 0. 对 
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一 上 有 (一 一 一 1 一 一 包 一 此 一 1 二 0, 而 对 六 一 种， 
n 一 Bk 土 2,n 二 6 十 3, 所 得 的 值 不 为 零 . 

《pb) 对 ?一 钢 士 2, 所 得 值 为 零 . 而 对 n= 名 ,nn 二 后 土 1 ,7 二 
6k 十 3 其 值 不 是 怜 . 

19， 庆 1 一 a 一 Ca 十 1 十 1 一 0, 上 且 产 (一 aa 十 上 一 Ca 十 
] 一心， 

20. 设 4 二 mg 十 r,0<sr< mi 我 们 竹 

和 一 有 本 一 一 

二 《一人 十 一 人 

第 … 个 圆 括号 内 的 式 子 能 被 x” 一 a” 整除 . 因此 要 第 二 个 圆 括 
号 内 的 式 子 也 能 被 r" 一 a” 整除 ,这 只 有 在 > 一 0 时 可 能 

这 里 从 有 大 了 学 位 根 的 另 一 个 证 明 ， 


mu rr 


ra (7 a)(r—ea)(r—e’ 了 re ia) 
因此 ,每 一 个 x 次 单位 根 必 须 是 一 个 半 次 单位 根 , 即 
e = 7 一 加 了 ,E | 一 加 Ee" 一 名 汪 一 


现在 由 wrk 一 n 可 得 mn. 

21, fA{—1}=1—2+1=0,f(—1)=—(4nt+2) 二 2(2n 十 
1) 一 0， 

22. 若 f(z) 有 重 根 z, 则 f(z) = f(x) 二 0, 对 题 中 所 给 的 多 
项 式 , 我 们 有 (zx) 二 六 (z) 十 匠 . 这 要 求 重 根 z 满 足 x 一 0, 但 
是 0) 一 二 


23. 庆 一 1 一 一 1 一 & 十 ga 十 1 一 0, FF( 一 1) 二 5 十 2a 一 a 二 5 十 
如 一 0, 艳 a 一 一 5 

24. Tt ro r= pp rcs xara Xax! =q, Trex = 
一 ro 一 YL 一 ra 导出 关系 式 ; 加 一 4pg 十 8r 一 人 0. 

25, 我 们 从 式 子 fz) 二 二 ar!’ 十 6 二 0 入 (x) 二 5x! 十 
3ar’ 一 0 中 消去 xz, 结合 x 了 关 0, 可 知 5 六 十 108&a’ 一 0. 
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26. 这 是 :个 对 所 有 均 成 立 的 恒等式 . 

27, {r+ =a{te— 2 rp ro jrm3)+r(tr 
DC 一 2). 分 别 取 + 二 1,2,3, 得 a 一 3.8 二 7,c 二 4. 

2 设 w 二 1; 则 I Foy Fat 二 二 加 -or or 十 二 一 
一 0. 故 左边 多 项 式 的 根 都 是 右边 多 项 式 的 根 , 从 而 整除 性 著 
证 ， 

29. 两 边 除 以 wa ,得 (二 一 全 ) 一 3( 二 一 全)} 十 2 一 0 该 二 
次 方程 导出 二 一 二 一 2 和 泣 一 下 一 1 解 得 zz 一 af1 士 V2) 和 和 


7 一 一] 过 :cc 几乎 互 倒 的 方程 ) 


30. 需要 证 明 :ar 和 天 六 ,rrs 二 机 = Frs = -a, 
13 二 二 b=ubh. 

完成 该 证 明 要 一 点 小 技巧 ,但 仍 是 常规 的 变形 . 

31. 若 多 项 式 的 3 个 根 x,(; 二 1,2,3) 都 是 有 理 数 , 则 

ar Thr tertd=0Ptar)y Than + actar} ta:d=0. 
令 y 二 az ,得 
加 二 下 好 十 ay 人 人 一 中 (1) 

则 yw 都 是 (1) 的 有 理 根 ,它们 都 必须 为 整数 , 而 由 于 它们 都 是 
ud 的 约 数 , 故 都 是 奇数 ， 由 于 I 十 3 十 3 = by ye + yey 
十 yy 三 acs 故 加 与 ac 都 是 奇数 ,进而 5,c 都 是 奇数 . 这 与 大 为 
偶数 矛盾 . 

32. 设 (r 一 a) (xr 一 5) 十] 二 p(xr)glr), 由 于 pla)==g(a) 
二 p00) 二 qt 让 一 1, 碟 plr) 一 1 与 gtx) 一 1 都 是 Cx 一 a) (x 一 站) 
的 信 式 , 我 们 可 设 pC 一 1 二 (x 一 Qj) (7 一 和 g(r) 一 1 二 (x 一 
dT 而 pixeltr}=tl+tr—atr (ra)(r 
一 二 1 十 2tr 一 QQ (7 一 上 ,这 要 求 (r 一 a} {x 一 上 一 0. 币 慎 . 

33. 若 及 xz) 二 x 没有 实 根 , 则 对 任意 x, 均 有 Fr)>zri 或 
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者 对 尾 意 上, 均 有 (x) 过 x. 由 此 推出 ,对 任意 工 , 均 有 (x)) 
> Frzrydri 或 者 对 任意 r, 均 有 FFC 了 XT) < 六 

34. 记 gt) 二 2) 一 5, 则 x 一 a,7 一 上 XY 一 c;X 一 dd 者 是 
8(z) 的 因 式 , 于是, 我们 可 记 gC 二 (x 一 (xr 一 了 (x 一 中 (x 一 
dhtx), 若 存 在 整数 +, 使 得 f(7) 一 8, 则 gt) 二 f(r) 一 5 二 3, 或 
(r 一 ay(r 一 5 人 r 一 cr 一 cr) 一 3 左边 是 5 个 整数 的 乘积 ， 
并 且 其 中 至 少 有 4 个 数 不 同 . 但 右边 至 多 有 3 个 不 同 的 约 数 1， 
一 1 一 3 

35, 记 EZ 二 十 下 十 1] 二 (xi 十 让 十 说 十 XX 十 1)9(x) 
十 rtr) ,这 里 rx) 二 a 十 bx 十 cx 十 Q. 设 ww 为 5 次 单位 根 ; 令 并 
一 so ,它们 都 是 说 十 关 十 天 十 z 十 1 的 根 , 故 rlw) 二 5， 
ro 一 Sr 一 5r(ot) 一 5 如 果 一 个 次 数 至 多 为 3 的 多 项 
式 在 4 个 不 同 的 x 上 取 什 都 是 5, 那么 对 任意 ,该 多 项 式 的 值 
部 为 5. 故 r 一 5 为 一 个 常数 ， 

我 们 考虑 另 一 种 解法 , 它 不 需要 用 到 3 次 单位 根 ; 由 fx) 
二 下 十 熙 十 让 十 xX 十 1 ;可知 (x 一 f(z) 二 让 一 1, 而 

f= D+ —o D+ oD)+( mi)+5, 


rn 
余 式 为 5. 

36. 设 耻 (0 一 如 人 0, 则 POF007D) 二 FCPOONDSGSP(a)=a, 
类 伐 地 ,我 们 得 Fa 一 ar Pa 一 a 且 al>a. 因 此 我 们 
必须 寻找 所 有 与 y 二 x 有 无 穷 多 个 交点 的 多 项 式 . 故 P(x) 一 x 
有 无 穷 多 个 根 , 也 就 是 PKz) 一 并 

37, 该 包 项 式 函 数 方 程 由 Harold N. Shapiro 提出 , 在 


Frf(r 二 i) 二 六 x 十 ZX 十 1) {1) 
中 用 x 一 1 代替 zx; 得 
Fx fr = fr rt+l), (2) 


如 果 F(x) 为 常数 c, 则 c= 二 c, 有 解 f(x) 寺 0 和 f(x) 三 1. 
现在 设 大 站) 不 为 常数 , 则 它 至 少 有 一 个 复 根 , 设 x 是 离 原 
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孝 污 归属 的 荣 财 


点 全 最 远 的 复 根 . 下 面 利用 投 鼎 原 旦 米 侍 理 . 由 (1 和 52) 村 
FA) 一 一 2 十 1 二 0, 从 而 * 尖 0 如果 还 有 十 1 关 
0, 删 岂 于 zz; 十 zl 一 之 人 1, 一 之 为 一 个 平行 四 边 形 的 顶 
成 ! 共 而 王 一 z 十 1 和 六 十 z 十 1 中 有 一 个 模 长 大 于 |z|, 这 与 x 
的 取 法 矛盾 . 放 2 十 1 二 0, 即 z= 土 | 均 为 /的 零点 . 于 是 可 设 
Tr tr MEN lx). 

代 人 (1) 式 ,利用 (和 上 1 十 2r 十 2 一 上 2r4 十 3 二 22 十 
2 ,可知 & 也 满足 (1). 几 干 & 不 是 x! 十 ] 的 信 式 . 故 g(x) 三 1. 从 
而 

Fn = tr 1", 
是 (1) 的 一 般 的 多 项 式 解 . 进一步 的 问题 是 : 求 满足 (1) 的 在 定义 
域内 连续 或 可 导 的 陋 数 . 

38. 我 们 需要 求 (xn,n) ,使 得 
(rm 一])(Tr 一 ]) 


本 一 一 一 一 


(CD 

是 一 个 多 项 式 . 但 是 x" 一 1 与 让 一 1 都 是 ”1 一 ] 的 因 式 ， 
而 "一 ] 的 因 式 都 不 相同 . 故 其 认 要 条 件 是 x" 一 ] 与 x" 
一 除 r 一 上 外 没有 其 他 会 内 式 . 这 等 价 于 gcdlm+ 1,n) 二 1]. 

39. 人 设 工 十 7 一 l= 二 (r 一 a (ro {trd)=ri— {a 
tpteta) rm + aptactadt+betibdt cd)r: ~— {tab 十 abc 十 
acd 十 bcd)z 十 abed. 比较 系数 ,得 a-+b 十 c 十 d= 二 一 lub 十 ta 十 
cta}ted=0,abtct ad) ft cdtatpd) =0,abed=1. 消去 cd 


和 c 十 ag, 得 cd= etd=1—a—b 代 人 第 2 和 第 3 个 等 式 ,得 


ob 一 ab(1 十 o 十 站 十 二 一 各 aptl 十 a) te =0. 于 消 去 a 


十 吉 并 记 区 =a#8, 即 得 十 wt 一 ww 一 1 一 0 
40. 答案 为 ,pL7) = 这 5 
41. 出 站 TT} 二 =r 二 2) 
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和 天 替 : 多 各 式 


ant 关 [ 
的 一 1 一 辐 十 @ 克 十 aa 十 aa Tawtasw +*, 
ft) =1=w aw awtas ta Taswt", 
上 述 二 式 相 加 ,利用 史 十 o 一 一 1, 两 边 再 除 以 2, 得 


,de 下 
1 一 an 5 2 tas 7 > + ， 
42. 设 如 品 一 1 一 (和 十 1 十 了 十 GCCz 十 加 Xb 十 cx 
二 df 取 二 i 得 一 a1 一 b 十 ci 十 A= 一 :一 1; 取 xX 二 一 1; 得 41 一 上 一 


ci 二 有 a 二 i 一 1 了 联 二 wy 得 a 十 be 十 cw 十 有 a 二 8; 取 广 二 忆 ,得 a 十 
pw 二 cor 十 9 二 0. 解 出 a,bycyd ,我 们 得 a==1,8 二 cc 二 0,d 王 一 1， 
余 式 为 三 一 1. 

43, y=r>2rf(r(i— 7) 二 0=> f(z) 二 0 或 f(z) 二 i, 

44. 方程 nx"? 一 (mn 十 1)yz* 十 1 一 0 有 一 个 根 + 二 1, 求 导数 
得 方 穆 nfn 十 Dri Cr 一 1 二 0, 故 x 二 1 是 二 重 根 . 我 们 证 明 :> 
六 ] 或 0<7<<1 时 ,方程 左边 大 于 零 . 

PXT (ntl tl 
=nr (r(x 1) 
={tx— nr 1). 

由 zx 计 1= 坟 对 任意 n>, 有 如 人 天 下 一 2 一 人 一 一 
n>0, 由 0 之 Xx 之 1 入 对 任 音 nn 之 有 有 之 守 寺 一 
一 和 一 < 了 一 1 

45, 记 PTI) 一 (x 一 (Xx 一 了 (Cr 一 rjqg(x) 一 1, 若 plXx}) 有 往 
根 z; 则 p(x) 二 《x 一 a)(z 一 站 (z 一 cg(z) 一 1 二 0. 左边 第 一 项 中 
最 初 的 三 个 岗子 是 不 同 的 . 这 样 ,我 们 就 将 1 表示 成 了 4 个 因子 
之 积 ,并 且 其 中 前 3 个 因子 两 两 不 同 . 这 是 不 可 能 的 ,因为 1 只 
有 两 个 不 同 的 约 数 1 和 一 1. 

46. xz| pr) pr mI)=>r -1| p(tr)r—21| 加 (zz 一 
D> 一 2 p(n 25| p(x). 于 是 ,ptr 二 Xx(x 一 D(x 
一 25)g(z) 大 (一 1] 一 (一 1)…( 人 7 一 26)96z 一 1 代入 最 初 的 
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耳 数 方程 ,得 g(r} 一 glx 一 1), 故 g(x) 二 a 为 常数 ,所 以 ,plr) 
=artt—1)e (rm25). 

47. 对 二 D1 一 112, 一 2, 有 ?LC 从 而 7|e7|a 十 b+ 
dT a—pte~d.?| la 8 iet2d, 7 | 16a— 80+ de — 2d. 
这 表明 了 |a 十 cs7|5 二 cs7|4a 二 es7| 48 二 dd 或 7|aibycyd, 

48. 设 (7 二 a 十 Br 十 c 满足 ;对 任意 ix| 迄 1, 均 有 
10211. 由 于 六 (4) 二 24ar-b 是 -…… 个 线性 函数 ,可 以 假设 其 
最 大 值 在 x 二 一 1 或 +=1 时 取 到 . 故 

max| f° (7) | 二 |2a 十 上 或 |2a 一 上 |， 


20 十 让 =3(atbto 地 (a 一 bt) 2 
= 1 ff00) 
2. 2 


2 十 3f(—1)- 2 f¢0), 


by 
| 
He 


2a +h | > 十 二 7 2= 4 ,2a 一 bl 所 祥 寺 
所 以 max| /Cie 本 六 一 2 一 满足 题 中 的 条 件 ， 
并 号 ep 上 42 = 在 .Fr 一 二 1] 时 成 立 ， 
49. 记 方程 左边 为 了 (7), 则 /02) 二 (7x) 二 i. 由 于 
所 zz) 是 一 个 首 项 系数 大 于 零 的 侦 次 多 项 式 , 故 其 最 小 值 存在 ， 
设 在 + 二 z 时 取 到 . 则 可 设 z 关 0( 若 x 二 0; 则 f(r) 宇 ] ,了 tr) 无 实 
根 一 一 译 者 注 ), F(z) 二 0, 从 而 ft) 一 地. 所 以 ,对 任意 
实数 x, f(z) 不 为 零 . 
50. 记 Fr)=x pr 二 Tr 二 Tr 网 六 (一 3 于 二 2 放 r 十 由 
其 临界 点 均 为 方程 上 (zy 一 0 的 解 , 它 人 科 约 满足 3x 二 一 p 十 
VP 一 34. 若 地 <39: 则 tr) 没 有 临界 点 ,从 而 rzr) 单 调 递 增 ， 
本能 有 3 个 实数 解 . 为 使 剑 方 程 有 有 3 个 实 根 ,pp 定 3g 是 一 个 必 
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第 你 章 :… 训 项 式 


变 条 件 , 但 它 不 是 充分 条 件 . 

S1. 记 加 一 乱 一 上 十 本 1] 才 一 1，240. 念 丰 一 aaseeany 则 

对 天 一 1,2……40, 我 们 有 

所 十 外 一 (十 玫 玉 一 (和 十 下 十 4 一 由" 十 (2 天 一 让 站 十 . 
由 于 mx 和, 故 AAT 如 是 一 个 合 数 , 这 一 方法 可 推广 到 一 般 的 
汪 次 多 项 式 f (0) 二 are 十 bn-Fe, 变 z= 了 (8), 册 (zx 十 让 
一 ax 十 2a7r 二 8 十 1 让, 从 而 | 十 2 二 12,"' 此, 得 
到 上 个 连续 整数 十 1,…,x-+ 记 上 多 项 式 的 值 都 为 合 数 . 

52. 令 1 二 Ty 则 Fx) 一 [2 十 2 十 3) 一 (30 
十 3 二 2} 二 gCu 二 2)= 二 Cw 上 1) 一 1 二 (一 3 十 1 一 1 二 (x 十 
3 十 1 一 ] 之 一 1, 并 且 可 知 fi 二 一 1 在 方程 x 十 3x* 十 1 二 0 
的 实 根 上 取 到 |. 

53. 令 + 二 0, 得 (0) 一 0. 者 fn 一 0, 则 和 由 tn 十 1)7(n) = 
(3 十 23 7 十 1 可 知 fn 十 1) 二 0. 于 是 fx} 有 无穷 多 个 零点 ， 
战 Fz) 寺 0,， 

54. (十 十 十 2 一 2 二 (1 十 I 十 二 (十 工 十 * 
十 :Te )， 

55. 提示 :整数 一 a 与 1 一 4 中 恰 有 一 个 为 偶数 . 车 六 ea) 
0, 网 7 二 (x 一 ag(2). 从 而 AD) 一 一 agfal，F1 7? 一 (1 一 
ea)8f1) 故 A(0) 与 A(1) 不 能 都 是 奇数 . 

56. 设 P(z) 为 所 给 的 多 项 式 ，Q(z) 是 要 求 的 多 项 式 ， 则 
AIT A Pn Peon P(r), 这 
是 因为 六 一 如 一 人 fr 一 2 并 一 az 一 or 一] 计算 中 可 
以 利用 下 述 等 式 来 简化 ， 

(auto uwvto Cut ev any) 
=u 二 十 3 

解法 三 : 直接 计算 , 设 P(r) 二 下 二 ar 十 Br 十 Cc 一 CX 一 】 

CX Xai) Tr 二 ra rr 二 xoryT rr = bb, 


TNT Ar TBr+iC=(r— rr rr 
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状 决 六 晤 艇 荣 贱 


一 一 rrr 十 .一 
一 《rr 二 
TAT Tr Fa Br = A a Fac 和 A 
=at ap ep ot rir tr = Bt aa 3 =2B 
= dabe t 3 QFE) = | (0 up 3e} rd Ch -3abe-t 
3 ed 

57, 显然 fz) 二 0 是 一 -个 解 . 现 设 fx) 闫 0, 比 较 两 边 的 系 
数 可 知 Faz) 的 首 项 共 数 和 0) 部 为 1, 从 而 fC0) 一 1 是 所 有 零 
点 的 乘积 . 设 a 是 一 个 零点 , 则 2 + 也 是 一 个 零点 , 利用 一 角 
不 等 式 可 知 ial >1>|264e |201 ,一 |ai 六 |a' 守 1. 这 样 得 到 
无穷 多 个 零点 al 二 aqyawti 一 200 十 gy+ 革 盾 . 而 所 有 零点 的 乘积 
为 1, 所 以 每 一 个 零点 的 模 都 为 1( 前 面 已 证 出 每 个 零点 的 模 祥 
1 -一 洋 者 注 ), 于 是 el 二 112o gj 一 el2o 十 1 一 | 2 
1 二 1 要 1 一 12e -11 写 |28 | 一 1 二 1 所 以 辣 二 一 1. 我 们 的 结 
沦 为 (2) 二 (1 十 42", 

58. 设 Cr 一 tr an) 一 1 一 rr 这 里 Fr) 与 
6r) 都 是 整 系数 多 项 武 . 则 fa) 一 一 gt) 二 土 1 ,1 二 1 ,2,…， 
nm, 若 六 g 的 次 数 都 不 超过 2 一 1, 则 f(x) + gtx) 的 次 数 也 不 超 
过 本 1 从 而 人 让 十 g(r) 二 0, 这 是 因为 它 有 个 零点 .于 是 ， 
Catrand)etrT4 一] 二 一 fx). 这 基 不 可 能 的 ,因为 
左边 x" 的 系数 为 1, 而 右边 小 于 零 ， 

$9, 0a) AZ) 二 0, FCz 一 1)7) 一 0. 了 站 的 零点 组 
成 的 集合 为 有 限 集 , 并 日 映射 z= 一 z? 在 该 集合 上 封闭 . 故 > 在 床 
点 品 或 单位 圆 上 . 多 该 集合 对 映射 z= 一 (xz 一 1)? 封闭 . 故 这 样 的 
零点 只 能 为 0 或 1. 于 是 Fi 一 ar" ri) 代入 国 数 方程 得 
arr 1)" Fax™(r—1)a(rt lr"=0. 

情形 一 ;a 一 0, 则 六 一 0. 

情形 二 ;a0->.r"(r |-1)? 二 Taarect1) 二 0-> 1 十 arr "(rr 


FO"=O=>n—=ma = ln=0,1, 
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第 合家 :名 大 区 
De 
(b) 类 似 可 知 A) 三 0 或 信 ) 二 一 (站 十 4 十 177,n 守 0. 
600, 要求 开 十 亚 十 民 十 Eryx 一 (I 十 yy 十 2) (ry ,2), 令 2 一 
一 2 一 y+ 得 让 十 十 2 RITyz 一 十 六 一 人 十 7 一 上 ry(r 十 
y) 或 一 3T yy 一 37¥ 一 kxy(x 二 y= 3ry(x 二 y)—kry(r 十 
y) ,或 一 TYCTT 直 3TR) 一 由 敬一 一 3. 
61. 无 解答 . 
62. 方程 让 十 yy 十 x 十 一 B72 十 Ty 十 党 十 1) 关 于 六 
对 称 , 可 用 初等 对 称病 数 w= 二 x 十 y,v 二 .xy 表示. 我 们 得 (位 十 
yD 二 yy 一 8 (ry 一 wy 十 1 或 wi 一 2v) 二 8(w 一 vv 十 
1), 即 好 一 28p 一 8 一 8 十 8 从 而 二 2t, 得 8#° 一 4tv 二 42 一 
B80 十 8= 坟 2 一 tv 二 Bt 一 2v 十 2, 利用 带 余 除法 解 出 和 得 


4 一 2 一 4 一 8 一 -过 
{—2 


仅 有 2 个 满 中 条 忻 的 以 国 为 要 求 :一 2118 一 一 译 者 注 ) ,使 得 的 
整数 ， 其 中 仪 有 两 个 值 使 得 (x,y) 为 整数 ， (zx, 3y) 二 C8， 2),(2,8). 
63. 用 反 证 法 证 明 . 设 有 两 个 整 系数 多 项 式 , 使 得 f(x) 一 
ghCT) ;这 里 g(x) 与 C7) 的 次 数 都 大 于 1. 并 记 
f(r) =aotart Ta 1 -a rr’, 
一 而 十 站 全 十 十 下 区， 
丰 人 TD 一 ee 十 fi 亦 十 十 C ", 
由 条 件 不 妨 设 | 页 | 一 3， Ice|=1 刚 co 不 是 3 的 倍数 , 设 i 是 最 
小 的 下 标 , 使 得 疡 不 是 3 的 倍数 (zz 不 是 3 的 倍数 , 故 满 足 条 件 
的 i 存在 一 一 译 者 注 ). 于 是 
全 一 有 Co 二 (ci 十 下 ceo 直人 
不 是 3 的 倍数 . 对 比 护 z) 的 系数 ,下 知 12 一 1. 故 产 (z) 的 次 数 
不 大 村 1. 逆 盾 ! 
于 是 ,az 一 了 十 1 即 站 xx) 有 根 1 或 一 1. 它 也 是 F(x) 的 
根 , 但 是 FT) 三 9, 而 厌 一 1 一 (一 1 十 5。( 一 1 十 3 一 土 ]1， 


一 3o3 一 


64. 无 解 符 ， 
65. 无 解 管 ， 


66. 我 们 用 条 件 忆 { 二 ae + 212 )} 一 4 二 36 取 最 大 信和 来 代 壮 
全 a* 二 27. 利用 下 而 显然 戌 立 的 引 理 ， 


iw 和 lv 一 vi 所 2， (] ) 
等 恒 当 旧 仅 当 w 二 1, v= 二 一 1 或 4 二 一 1 v=] 时 取 到 ,将 不 等 
式 (1) 用 于 条 件 | fri 亏 |] 中 并 二 1 和 x 二 0 的 情形 , 得 2 大 
[FD 一 F000) | 二 wtbjec~-c| 二 |a 十 #8, 从 而 

(atp)’ <, (2) 
联 1 二 一 1 和 zx 二 0, 得 2 宇 | ff 一 1) 一 了 0)! 二 jw 一 十 c 一 c= 
12a 一 六 , 故 
(一 站)2 4 (3) 
利用 {2.03) 可 知 da 十 3 一 26 十 #8 十 2(a 一 上 :一 玉芝 16, 等 
号 在 5 二 0 时 取 到 ,进一步 还 要 求 la 二 | 二 |a 一 8|=1a|==2, 此 
时 | FD 一 六 07)1 = 上 (a 十 中 一 rl 于 al 二 2, 由 (1) 知 lr| = 二 1,1a 十 
i 二 1 从 而 cc 二 1,4 二 一 2.8 二 0; 或 者 (二 一 la 二 2 二 0. 这 两 种 
情形 下 均 有 0 所 17 所 1 寺 0 志 T] ,一 1 所 2 一 1 访 1. 有 即 12.x: 一 
1 | 志 1 一 2x 十 1 三 |g 水 Br 十 c| 近 1, 并 朋 
(3 42 ) = (da 二 3p) ,16= 10 二 
67. 在 中 中 邻 a 一 bc 得 P(2aa) 一 0 对 所 有 a) ,此 好 

并 (一 人 Try 人 Cryw)， (C1) 
这 里 @ 是 一 个 nn 一 1 次 的 齐 次 儿 项 式 ,由 于 P(1,0) 一 Q(1,01 一 
1. 在 条 件 !i 刘 中 令 5 一 得 Pi26,a) 十 2Pla 二 8.8) 二 0, 而 由 () 
知 

(2p—20) 02b a) 204 pO ,pb) 
2 Qatb.n — A pb.a) |. 

于 是 .对 任意 a 沽 ,有 
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Qa-Tp.h) = pa). (2) 
但 是 人) 对 a 二 5 也 成 立 . 令 a 二 二， 二 ya 二 7 一 y，(2) 奏 为 
QC 一 QC2ys7 一 VY). 反 复 利用 这 个 递 推 式 , 可 得 
OrAy) OY Tr yy 
=O(by— 2 3 5 一 (3) 
这 里 两 个 变量 之 和 者 是 x 十 vy. 且 13) 中 每 一 项 都 上 共有 形式 Q(z， 
四 一 和 (Cr 十 dy 一 四 ,其 中 
d=0,2y—7 7 2Yy Dy 3dr. 二》 
当 x 了 2y 时 ,上 面 的 4 的 值 两 两 不 同 . 对 任意 固定 的 x,y; 方 程 
Qtr+iad,y 一 d) 一 Q(x,y) = 二 0 的 左边 是 一 个 关于 d 的 n 一 1 次 
多 项 式 . 且 若 x 关 2y, 该 方程 和 无穷 多 个 解 , 其 中 一 部 分 解 由 (4) 
给 出 , 因此 ,对 Xx 关 2y, 等 式 Qtzr 十 dy 一 dQ) 二 QCx yy) 对 所 有 4 
均 成 立 , 由 连续 性 可 知 上 述 结 论 在 x 二 2y 时 也 成 立 , 从 而 Q(X， 
y) 是 关于 7 十 y 的 单 变 量 函 数 . 而 QQ@ 是 一 个 nn 一 1 次 齐 次 多 项 
式 , 从 而 QCr,y) 二 ctx 十 y)" 1, 这 里 为 常数 ,由 Q(1,0)= 二 1， 
可 知 c= 二 1. 所 以 、 
Plryy)=Cr—2y (2 yy) , 
68. 邻 zl 一 2eost, 这 个 图 数 是 0 所 tr 到 2 之 7 人 一 2 上 
的 一 一 映射 . 申 余 强 函数 的 售 角 公式 ,可 知 
P(x)=P{2c0s)) =4cost—2=2c0521, 
P(r)=P (P(x)) = 4cos:21—2—= 2cosdt,***， 
P(r)= dcos2", 
方程 Px} 二 变换 为 2cos2"1 一 2cost， 其 解 为 2 持 二 十 ?十 2kx， 
一 0,1,…. 下 面 的 2" 个 + 的 值 
2 天 2 
Et 
给 出 了 工 二 2cost 的 2" 个 不 同 的 实数 x 值 ,它们 满足 P,(z) 一 


二。 


69. atb+e>01+ 上 £03(1—n ) (1—x;) 0. 


一 355 — 


起 


a bt e201 | Sn tr + ra 0 
| [| 
i 十 ) i 1 -x» 了 
oa 一 (0c31-- 和 0 -rr 0 


nn) rr -一 
A 显然 ， 

[zl 12> 0 二 1,2,3, 

我 们 证 明 其 道 也 成 立 . 由 于 ss 是 对 称 的 ,只 需 考 虑 
2 和 .二 一 1 的 情形 . 

0 

TI 0, 

70. 设 >z 是 了 的 一 个 等 点 , 则 必 也 是 了 的 零点 . 上 符 :z| >>]， 
则 我 们 得 到 了 7 的 谍 穷 密 个 和 震 点 ,与 / 是 多 项 式 不 盾 . 若 0 二 
1z1=…1; 亦 可 得 到 三 的 无 穷 移 个 零点 . 所 以 了 的 零点 必 落 在 原 
点 避 或 单位 较 上 ， 

下 面 寻 找 一 些 满足 条 件 的 和 多项式， 

(a) 常数 多 项 式 ; 并 0) 二 0 或 Fr 一 1 

Cb》 线性 多 项 式 ; (了) 二 6 十 rya0, 将 之 代入 儿 项 式 方 
程 ,得 (年 ar)(6 一 qr} 二 0 十 a 即 ar? bp 二 一 wr 上 可 ,由 王 
4 天 0, 故 aa 一 一 ] ,天 一 导出 5 一 0 或 % 一 1. 于 是 得 到 两 个 满足 条 
件 的 线性 多 项 式 Fr 一 -一 rr 和 和 (一 1 -x 

(Cc) 二 次 争 项 式 ; 7 二 a 十 br 上 err 关 人 0 得 

HFC {br to (lar brti+e) 
=a tr + (2a Pr te’, 
对 比 fa 十 br 十 我 们 得 a 二 a 2c 一 要 一, 属 二 ec 出 
于 4a 关 0; 喜 a 二 1 由 性 二 cc 得 :一 0 和 ce 二 1 对 每 个 : 的 值 ,分 别 
可 得 2 个 5 的 值 . 得 到 4 个 候选 解 ， 
Tn rr fr, 


-- 356 一 


集 功 事 : 多 项 式 


站 和 一 下 -2 十 一 人 一 1， 关联 一 下 十 了 十 1 

我 们 将 第 2 个 和 第 3 个 症 数 重新 表示 为 f(r) 二 一 (1 一 
1) 一 局 一 2 现存 可 以 写 出 一 个 非常 一 般 的 解 

FCz 一 (一 工 )81 一 六 1 十 十 1) 六,GrE Z. 
由 于 站 一 2)=x(l 十 x 一 二 1)' ,区 
一 (一 人 JE 一 和 和 
可 知 Fa 产 一 一 疙 2). 这 是 否 是 满足 条 件 的 所 有 多 项 式 解 
呢 ? 注意 ,这 里 我 们 也 得 到 了 一 些 有 理 多 项 式 解 ,事实 上 ,p,qg,r 
可 以 取 负 数 . 

71. 利用 下 面 的 引 理 ,mnE 2 mn 疗 m 一 n| (nm) 一 
fn 对 mE Fm 十 1 ,十 2， 

Fm — HE, Fm — FE Fm) — F(RT2) (1) 
可 分 别 被 mr 一 站 , 识 一 (全 十 1) ,2 一 (十 2 整除 . 而 它们 是 3 个 连 
线 整 数 , 其 中 必 有 一 个 数 为 3 的 倍数 . 故 (1} 中 必 有 一 个 数 为 3 
的 售 数 ,从 而 31 了 Cm). 

72. 由 于 Pr) 的 系数 都 是 非 代 的 , 帮 其 根 x,-… ,x 中 没有 
一 个 为 正 数 . 于 是 P(x) 具 有 形式 PCr) 二 (2z 十 (I 十 Yn)， 
这 里 12 所 以 

2 十 六 一 1 十 1 十 站 节 3vT YT y=3 Vy i=1,2, 
由 于 加 一 上 ( 送 由 Vieta 定理 可 知 ). 故 

P(2)={2+ yy EY YY = 

73, 设 六 可 以 表示 为 两 个 次 数 小 于 105 的 整 系数 针 项 式 
的 乘积 : f(x) 一 g(x}h(r) ,并 设 Bi 为 htr) 的 所 有 复 根 . 
则 由 Vieta 定理 ,它们 的 习 积 为 整数 . 因此 
| 18… 有 中 | 一 (99) EN, 

这 在 上 <1905 时 是 不 能 成 立 的 . 答案 是 不 可 约 . 

74. 设 存在 表示 法 f(z) 二 (7 一 可 g(x), 则 了 5) 二 0, 故 太一 

5 一 一 za, 而 5 是 质数 ,由 ermat 小 定理 知 记 一 2 二 0(mod 5);, 故 
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解决 问题 的 荣 脱 


3id, 闻 上 盾 . 

现在 设 存 在 表示 法 f(7)=Cr 一 上 一 CG) 一 t+ 十 a 被 并 
一 br 一 t 除 得 作 武 (FF 和 cr 十 六- 一 1 十 人 260 十 , 它 必 须 为 
零 过 项 式 . 艇 不 十 3 人 -1 一 站 Ne 十 2807 十 二 天 用 ,从而 在下 十 
3 二 Tc 一 1 一 3Cc 二 20 十) 二 0, 展开 .并 合并 同类 项 .得 六 一 
一 38 二 3a, 左 边 基 5 的 倍数 ,从 而 3134, 故 514, 蔬 盾 . 


75. 该 方程 是 互 倒 方程 , 令 y 一 工 十 二 ,得 4ay+6 一 2 一 .和 


用 Cauchy 不等式 ,可 知 
(2 和 信和 一 人 ay 二 起。 本 了) ， 
全 让 x) py 
a 十 让 六 a 过 站 f(x). 


这 里 > 三 六 ， 故 z 实 和 4 由 于 Fz) 人 在 xz:22 时 是 单调 递增 的 .于 是 ， 
全 ++ 她 之 J(4) 二 去 ， ,等 导 可 以 服 到 ,例如 将 2 一 元 ;一 YY 一 和 ,这 


时 我 们 有 a 二 一 和 .一 一 三 , 原 方 程 有 根 + 一 上 . 


756. 设 Pr Qtzr)ROz) 中 每 一 个 都 有 两 个 实 根 . 则 玉 全 
daca doc ce 4 丰 将 不 等 式 相 乘 ， 得 a 二 6d， 这 
盾 . 

77. 由 于 二 a6 十 太守 3Ca 十 6 一 [) 等 价 于 a: -F656 一 3)a 一 坟 
一 中 十 3320, 第 二 个 木 等 式 左边 的 式 子 plu) 是 a 的 二 次 多 项 
式 , 其 判别 式 D= 一 3(5 一 1) 志 0. 这 人 恰好 是 plu) 220 的 条 件 . 

78. 这 个 问题 看 似 无 解决 的 希望 ,但 由 于 它 不 可 能 是 没有 解 
决 希 望 的 , 故 它 必 是 平凡 的 , 即 它 能 分 解 为 一 个 一 次 式 和 一 个 一 
次 式 的 磁 积 ,或 者 3 个 -一 次 式 的 厂 积 . 我 们 从 分 解 为 3 个 -次 式 
来 尝试 , 则 其 中 的 一 个 一 次 式 代 表 的 直线 必 过 原点 , 即 其 必 有 一 . 
个 因 臣 为 x 一 2y. 为 此 用 2y 代替 其 中 的 r, 原 方程 变 为 等 式 . 因此 
5 一 2y 是 方程 左边 的 因 式 , 另 -- 个 央 式 为 4 十 127ry- 一 127r 十 9 了 
一 18y 十 5 一 以 除 以 < 一 2y 后 得 到), 我 们 作 下 面 的 变形 ; 
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第 吉 章 多项式 


(27 十 3 用 一 6G(27r 十 3 一 5 一 
S273y— 2273y—1)=0., 
由 tr 一 2y) (2x 十 3y 一 5)《27 十 3y 一 1) 二 0 及 视察 法 即 得 方程 解 
集 由 (1,1) 和 由 (22a:m,zE 六 组 成 的 无 穷 多 组 解 组 成 . 
79. 它 是 关于 x 的 二 次 方程 ,为 了 有 实数 解 ,其 判别 式 DD 必 
定 非 负 . 将 其 写 为 工 的 二 次 方程 的 标准 形式 ,计算 其 判别 式 也， 
8 好 十 [4 只 十 4y 一 4 十 开 一 11 江 一 8 十 52 一 0， 
D=léCy: 二 Ty—10)—32(y ~—lly—8y+32)} 
一 一 16( 和 六 一 yy 一 2. 
帮 必 有 了 =0, 即 将 一 y 一 2 一 0, 解 得 y=21y = 一 1, 由 > 一 


让 -一 
一 2 一 ,又 得 21 一 ] ,x ->. 


80. 下 面 的 分 解 方式 (不 唯一 ) 是 最 目 然 的 一 种 : 
天 十 航 娃 十] 二 (x 十 1) 十 96x 
二 {人 十 1 :十 16xi (x 十 1]) 十 64x1 
16x Cx 二 1) 二 3271 
=(xi Br 二 1]) lr (rm—2r: 二 1) 
(x 十 8z 十 1])? 一 (dr 一 4x?)? 
一 (太一 4x3 十 和 这 十 47 十 ]) 
Cr 十 4x 十 8r 一 4x 十 1), 

81. 注音 到 z 一 x Pptz) 一 p(xr), 取 一 个 xz, 使 得 xz 一 x 能 被 
px) 整除 .例如 < 一 g(x) 一 x 十 p(x), 则 pl(glzx)) 能 被 p(x) 整 
除 , 由 于 pCg(x)) 的 次 数 大 于 p(x) 的 次 数 , 第 二 个 因 式 必 不 是 
常数 . 

82., 无 解答 ， 
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第 开 章 函数 方程 


仿 有 未 知 函 数 的 方程 称 为 函数 方程 , 在 数列 和 多 项 式 章节 
中 已 出 现 过 这 样 的 方程 ,数列 与 多 项 式 是 特殊 的 两 数 ， 
下 面 给 出 5 个 单 变量 函数 方程 的 例子 ， 
Fi 三 大 = 一 一 厅 一 站)， 
foftr)}=7,1(7)= a 本 ); 
fx)=cos 子 ( 光 )(f(0)=1,f 为 连续 函数 )， 


前 三 个 方程 分 别 刻画 了 候 函 数 , 奇 函数 和 对 合 函 数 的 性 质 ， 
许多 函数 具有 第 4 个 性质 , 另 一 方面 ,最 后 一 个 条 件 确定 唯一 的 
一 个 项 数 . 

这 里 给 出 一 些 著 名 的 二 元 函数 方程 的 例子 : 
firt+y=flr ty frt =x, 
flry)= /f(r (ys 

和 f(zy) 二 f(x)f(y). 它们 都 是 Cauehy 函数 方程 ， 
/( 三 >) = 有 (jensen 函数 方程 ). 


fz 二 十 fz 一 y==2f1(T)f(y). Ld"Alambert 函 教 方程 )， 
R(THY=R(II fy) TT f(T): 
Flrt+W=N (rf) g(r)R(Y), 
g(x—y)=g(r) f(y)— f(r y), 
Kr—W=7) Wty 


AR 


第 诗 间 、 许 数 方 入 


最 后 生 个 方程 来 源 于 三 角 国 数 让 二 cosz 和 g (Cr) 二 sinr 中 的 
加 法 公式 ， 

一 般 而 言 .一 个 函数 方程 有 许多 解 , 并 且 很 难 求 出 所 有 的 
解 . 曙 一 方面 ,如 果 加 上 某 些 条 件 ( 如 求 连续 前 数 解 ,单调 函数 
解 ,有 界 消 数 解 或 可 微 消 数 解 ) ,往往 容易 求 出 函数 方程 的 全 部 
解 . 

没有 附加 的 假定 条 件 , 这 时 有 可 能 确定 该 函数 的 一 些 特性 . 
我 们 给 出 一 些 例子 . 

例 1 首先 考虑 方程 

fry)— Ar) fy), C1) 

容易 猜 出 ;对 所 有 x, f(x) =0 是 一 个 解 . 这 是 在 x 二 0 有 定 
义 时 的 唯一 解 . 若 zx 一 0 在 了 的 定义 域内 , 则 在 (1) 中 令 y 二 0, 就 
有 大 0) 琵 77 十 FF0)， 从 而 对 所 有 了, 均 有 FT) 一 0. 现在 设 
xz 一 1 在 上 的 定义 域内 , 令 rz 一 ?二 1 得 有 (1) 二 2 了 (1); 故 

六 了) 一 0， 《2) 
若 1 和 一 1 都 在 定义 域内 , 则 六 x) 为 偶 活 数 ; 即 f( 一 了) 二 了 (zx) 
对 所 有 x 成立 . 为 证 这 一 点 ,我 们 在 (1) 中 令 zx 一 > 一 一 1, 则 由 
(2) 知 
ft)=?271(—1)=0=—=> Ff(—)=0. 
再 在 (1) 中 令 y 一 一 1]. 就 有 f( 一 让 = 了 (Xz) 十 玉 一 1) ,或 
一 X) 二 f(x) 对 所 有 x 成 立 . 

假设 了 在 广 记 0 时 是 可 微 的 ， 我 们 固定 y: 对 求 导 数 , 得 
yf (zy) 一 六 (z). 取 z=1, 得 yf (y) = 二 了 (1). 改变 变量 的 符 
号 ,得 Pr) 一 大 CD ,于 是 


Fi 一 上 fF Da FoDlnz 


如 果 函 数 对 zx<-0 也 有 定义 , 则 我 们 有 fz) 二 六 (1)in|z|. 
例 2 一 个 著名 的 经 典 耳 数 方程 是 
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Hrty=f(n ty). (1) 
首先 ,我 们 尽 可 能 在 没有 附 吉 假定 的 前 提 下 从 {1) 得 到 更 多 
的 信息 , y=0 导出 f(x) 二 了 zt) 十 了 (0), 故 


f(0}=0, (2) 
令 y= 二 一 zx, 得 0 二 fr) 十 f( 一 x) ,或 
f(x)=~— f(r). C3) 


现在 将 我 们 的 注意 力 集中 在 x+ 半 0 的 情形 . 令 y 二 z+， 得 
f(t27) 一 2 了 f(x) ,由 归纳 法 知 
了 nx) 二 Rf(r) 对 所 有 nn 二 内 成 立 . {4) 


对 有 理 数 > 一 一 , 即 norm + 1) 由 (0) 林 知 ra rz) 一 Fr 
DD) ,nf(tr) 二 ;qf(1) ,于 是 
f(D=f (1). {5) 


如 果 设 f= 二 c; 则 由 (2),(3) 和 (5) 知 , 让 x) = 二 cr 对 所 有 有 理 
数 工 成 立 . 这 是 我 们 所 能 得 到 的 全 部 结果 (无 附加 假定 下 )， 
(a) 证 了 是 连续 的 , 若 z 为 无 理 数 , 则 可 到 一 列 有 理 数 zx,， 
使 其 极限 为 x. 我 们 有 
fr) = limf (zr ) = limez, =cx, 
即 对 所 有 x; 有 f(x) 二 之 . 
(b) 设 了 是 单调 递增 的 . 若 了 是 无 理 数 , 则 我 们 取 一 列 遂 
增 有 理 数 数列 六 和 递减 有 理 数 数列 及 ,, 都 收敛 到 z. 则 
[一 A ER,) =eR,, 
令 co 由 于 cr 与 cR; 都 收 伍 到 cz , 故 f(z) 二 cr 对 所 有 x 
成 立 . 
(Cc) 设 了 为 La,68] 上 的 有 界 函 数 , 由 
| ftzr) | 之 M 对 所 有 xE[a, 旭 成 立 . 
我 们 要 证 明 f 在 区 间 [0,6 一 a] 上 也 有 界 . 若 xE[0,6 一 ea], 则 
ZTaEfLe 5 ,由 f(z)= f(r 二 a) 一 f(a), 可 若 


一 362 一 


全 注 尝 :各 天 方 和 
[Fer) so 


现在 记 6 一 a 一 d, 则 了 在 [0,d]J- 有 界 . 设 c 二 人 个 ,g(x) 一 


FCr) 一 cx. 则 

gtrty)=pg(xr) pty), 

进一步 ,我 们 有 g(aq})= 二 了 fl(d) 一 cd 二 0,— 
{Xd) g(x) tge(d) g(r). 

即 g 是 一 个 以 d 为 周期 的 周期 浮 数 .作为 两 个 有 界 函 数 的 差 。 
也 在 L0,d] 上 有 界 , 结 合 周期 性 ，g 在 整个 实数 轴 上 有 界 . 右 
在 在 x,， 使 ECXo) EO, 出 glnro} ngtro)}. 取 充 分 大 的 nn， 可 
使 |ngcxo)i 尾 意 太 , 这 与 二 的 有 界 性 矛盾 ， 故 对 所 有 x 均 有 
g{r) 二 0, 即 

Pr) 一 cz 对 所 有 > 成立， 

在 1905 年 ,G, Hamel 发 现 了 在 任何 区 间 内 均 无 界 且 满足 
frty) 一 了 f(z) 十 f(y) 的 * 野 " 画 数 ,我 们 寻找 的 是 “ 驯 ” 的 解 . 
如 果 我 们 对 所 有 有 理 数 找到 了 解 , 则 我 们 可 以 利用 连续 性 .单调 
性 等 延 拓 到 全 体 实数 上 . 

例 3 另 一 个 经 典 的 方程 是 

fr y= f(x) fy). (1) 

如 果 存 在 一 个 a, 使 得 f(a) 一 0; 则 f(r 二 a} 二 了 (x) ta) 二 

0 对 所 有 z 成 立 , 故 了 恒 等 于 零 . 为 求 折 有 其 余 的 解 , 设 对 任意 


z,FCz) 尖 0. 取 xz 一 ?一 二 ,得 


FD 一 三) >0. 
从 而 只 需 寻 找 在 每 一 点 上 陋 数 值 都 大 于 学 的 解 . 取 > 一 0, 由 (1) 
得 了 (7 一 fCODFOO), 故 0) 一 1, 取 X= 二 y, 得 fi27r)== f(r}?， 
由 归纳 法 知 
一 fry". (2) 
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杀 浊 后 贱 的 妆 兴 
设 7 (mn€ ND) 时 *r 二 f 


> 一 了 DD" 坟 站) 二 11)*. 如 果 令 f(1) 一 a, 则 
Mi 


f()=a’. 
印 对 所 有 有 理 数 r, 有 f(z 一 a 与 例 2 一 样 , 姑 二 一 个 很 能 的 
假定 (连续 性 .单调 性 、 有 界 人 性 ) ,我 们 可 以 证 明 
六 ZX} 二 a7 对 所 有 .: 成 立 . 
下 面 的 挫 导 过程 更 简单 些 ; 由 于 对 所 有 x, A(x) 之 0, 在 人 1) 
的 两 边 虚 对 数 ， 
inof(lrti y=lnoftr)tine f(y), 
Dinof=g: 则 gtxrty) = tartg Wr ln eo f(r) 
二 cr, 癌 
f(r)=er. 
例 4 我 们 更 一 般 地 讨论 下 面 的 方程 ， 
一 于 (十 大， (1) 
令 了 二 er y 二 er，f(e) 一 g(a)， 则 (1) 变 形 为 Cu 十 2) 二 
8 二 EC 有 解 ga 一 ca 故 f(x) 二 clnz, 得 到 例 1 中 的 结 
果 . 在 例 1 中 我 们 用 到 了 可 微 性 (这 里 的 附加 假定 要 弱 些 一 译 
者 注 )， 
例 $ 下 面 我 们 讨论 最 后 一 个 Cauchy 方程 
Fry)= Fr f(y). 《] ) 
我 们 假定 2 守 0,y 六 0 令 了 一 后 3 一 ee fer) 二 g(a), 则 
gtu 二 二 g(w)gtv) 有 解 g(a) 二 er* 二 (e*)' 二 x' ,此 即 
(rT)=., 
此 外 ,还 有 一 个 平凡 解 :对 所 有 +, f(r) 一 0. 
如 果 我 们 要 求 r 取 0,y 去 0 时 (1) 的 解 ; 则 令 x 二 y=t 和 二 
yy 三 一 上 得 到 
FO = = ft), 
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第 也 党 “省 煞 汶 季 


DD 二 A (或 00)， 
Ar-o- 人 ro 
这 种 情况 下 ,一 般 的 连续 解 为 
Ca) fix)=|r| Ch) 大 7 一 SET xl'sCe) Fr}=0. 
例 6 现在 转 到 Jensen 丽 数 方程 


/sy)= f+ AD 01) 


令 f(0)a 及 y 一 0, 得 f( 汪 )= 丰 如-4, 放 
Fr fy) -232)= f(x y+a 
2 2 2 


friy) = fy a 
令 gt7z} 二 有 7) 一 gy 得 gtx 十 y)= 二 g(x 十 gy) ,glI) 二 ecx, 所 
以 
大 (一 5 十 人 
例 7 现在 考虑 最 后 的 一 个 ,也 是 最 复杂 的 例子 
firty)t fr— y=27() fy), (1) 

Ca) 我 们 来 求 (1) 的 连续 解 . 首先 ,我 们 去 掉 对 所 有 x ,f(x) 

一 0 的 平 几 解 . 现在 
y= T=27 0 0= 0)=1, 

TON D2 Ny = fy), 

所 以 ,f(x) 是 侦 函 数 . 令 x 二 ny, 得 


font ly)=2f 6) fF ny — fn 1)Yy), (2) 
再 令 x 二 y, 得 f(27) 十 了 00) 二 2f(x)?, 从 而 对 1 二 2x, 有 
2 
($$) = (3) 


余弦 熙 数 与 双 曲 余弦 函数 满足 (2) 和 (3). 由 于 f(0) 一 1 及 了 为 
连续 的 ,可 知 对 充分 小 的 a 半 0, 在 区 间 [ 一 a,a] 上 均 有 Frzy>> 
0. 即 有 fla}>>0. 
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证 决 问 是 的 第 大 


(a) 情形 一 :0 Fo 和 1, 则 存在 ec ,使 得 0 扫 “ < 扫 玉 ,满足 
六 wo 一 cose. 我 们 证 明 : 对 所 有 形 如 x 二 加 a 的 数 , 均 有 
Flr =eos 了 (4) 


当 一 4 时 .由 。 的 定义 知 上 述 结论 成 立 . 由 (3), 对 + 一 名 ,有 
RY ft eosctl se 
/2) — 2 和 
而 几 全 )>>0,eos 三 >>0, 故 
f($)=eos 3. (5) 


设 (5) 对 5 一 六 成 立 , 则 由 (3) 可 知 


或 者 
这 表明 ,f( 乱 )=cos 去 对 每 个 自然 数 m 成 立 . 在 (2) 中 到 =2， 
我 们 得 

/如 )=/(3: 条 )=27( 关 (27) 一/( 六 ) 


一 2cog Coos eos =cos Se. 
C0s mCos Dai COS Om COs Dm 


由 于 (4) 对 z= 2 和 x 一 ma 均 成 立 ,根据 (2)( 对 x 一 号;Ja 


第 了 1 闽 : 通 教 方程 


f(a) 一 CO5 Al 


2 2 
因此 ,我 们 有 

天 ) 一 cos 总 c 对 n,m 10,1,2,…) 均 成 立 ， 
因为 是 连续 的 偶 聘 数 ,可 得 


f(x)=eos 人 对 所 有 > 成 立 . 


情形 二 ;车 六 ca) > 全 1, 则 存在 c>0, 使 得 
fa 二 coshe. 


(这 里 coshz 一 全 其 一 一 译 者 注 ) ,类 似 于 情形 一 的 方法 ,可 
证 
f(x) 二 cosh x 对 所 有 < 成 立 . 


从 而 ,(1 有 如 下 的 连续 解 ， 
Fr)—0, fr) =coswbr, f(r) =coshbx., 

上 面 所 烈 也 包含 痕 数 信 7) 一 1( 当 b==0 时 ). 

《b) 我 们 来 求人 1) 的 可 微 函 数 解 . 鉴于 可 微 性 比 连 续 性 强 得 
多 ,寻找 满足 f(x 十 十 f(x 一 y) 二 2f(x) f(y) 的 解 也 方便 得 
多 .我 们 分 别 对 每 个 变量 求 两 阶 导 数 . 

对 变量 x 求 导 :Cx 十 yy 十 六 (x 一 y}=27 (xr) Fy). 

对 变量 y 求 导 : F(x 十 yy) 十 产 (r 一 y=27 C7) fF (yy). 

从 上 面 的 两 个 方程 ,可 得 


是 一 一 [ = (zx) 
fir) Fy)= fx) fy->h 


-ff 
c= —w > f(x) =—=acoswr tt bsinwr, 
c= fr) acosher bsinhewx. 
结合 f(0) 二 1 及 六 一 让 二 用, 可知 人 z) 二 coswzr 或 了 (x) 二 
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拥 决 始 虹 的 第 赂 


coshewx., 
问 题 


1, 求 一 些 (或 所 有 ) 消 数 /, 使 得 f(z) 二 (地 ) 对 所 有 +E 


民 成 立 . 
2. 求 方程 fx 十) 一 g(x) 十 h(ty}) 的 所 有 连续 陋 数 解 . 
. 求 量 数 方 程 fr 二 十 7 一 y) 一 2f(tx}eosy 的 所 有 


i 


~ 


. 证 明 : 明 数 /为 局 期 柄 数 , 好 果 对 固定 的 e 及 任意 x, 均 有 
flrta) = he. 
, 求 所 有 的 密 珊 式 p, 使 得 ptr 十 1) 三 plz 十 21+ 1 
6. 求 所 有 对 rE 区 均 有 定义 的 随 数 ,使 得 对 任意 r,yE 
R , 均 有 


Ln 


fT yy ry). 
7. 求 所 有 不 恒 为 零 的 和 实 晴 数 六 使 得 
ODI) 二 了 JT 一半 所 有 xy 成 下， 
8, 求 一 个 定义 存 x 记 0 了 上 上 的 国 数 ,使 fCry} 二 f(y) 十 
vf). 


9. 有 理 丙 数 / 满足/(z) 一 /二 ) 证 明 :是 关于 了 十 二 的 


-个 有 理 肾 数 . 

注 ; 一 个 有 理 卫 数 是 指 丙 个 多 项 式 的 商 . 

四, 求 方程 fx 十 让 十 Fr 一 9 二 2( 了 (7r) 十 fv)) 的 所 有 
“天 ” 解 ， 

11. 求 方程 f(z 十 一 fz 一 一 2 了 (yy) 的 所 有 "是 * 解 . 

12. 求 方 程 f(x 二 十 了 7 一 让 二 2 了 Lr) 的 所 有 " 驶 " 解 . 


DY) -人 
13. 求 方程 f(x -+ y) 7CD 二 Fo7 的 所 有 驯 ” 解 ， 
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14. 求 方程 fx 二 fr 二 yy) f(z 一 yy) 的 所 有 “ 驯 ” 解 . 注意 
它 与 11 题 的 相似 性 ， 

15. 求 所 有 的 满足 下 述 函 数 方程 的 茹 数 六 

firyt /( 生 - )}= 工 对 所 有 > 天 0,1 成 立 . 

16. 求 方 程 fx 一 9 二 了 fy gCzgCo 的 所 有 连 绥 
师 数 解 . 

17. 设 上 是 一 个 对 所 有 实数 有 定 交 的 实 值 范 数 , 对 某 个 
正常 数 ,等 式 

flrta -FD 

对 所 有 x 成 立 . 

Ca) 证 明 ; 函 数 了 是 周期 的 , 即 存在 一 个 正 数 5, 使 得 对 所 
有 zx, 均 有 f(x 十 了) 二 f(z)， 

Cb) 对 a 二 1, 给 出 一 个 满足 条 性 的 非常 数 的 晴 数 . (1MO 
1968) 

13, 求 所 有 满足 方程 f(x 十 f(x 一 让 一 (f(x)f(y))? 的 

19. 设 2) 是 定义 在 正 整 数 集 上 且 取 值 也 在 此 集合 中 的 苹 
数 , 证 明 : 若 

ft1) > fn)) 

对 每 个 正 整 数 半 成立, 则 对 每 个 ma, 均 有 fC(n} 二 n. (IMO 1977) 

20. 求 所 有 在 x+=0 连续 的 琐 数 ,使 得 

frty = rr yy ry 

21. 求 所 有 定义 在 正 实数 集 上 有 到 值 也 为 正 实数 的 函数 六 
满 丰 条 性 ; 

0 TA) 二 yf(Y) 对 正 实数 工 ,y 都 成 立 ; 

(i) 当 zoo 时 , F(z) 0, (IMO 1983) 

22. 求 所 有 定义 在 非 负 实 数 集 上 旦 权 值 也 为 非 鱼 实 数 的 函 
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彰 决 闻 呈 的 策 卫 


数 广 使 得 
(FrFy Fo 一 Fr 对 所 有 了 y20 成 立 ; 
(Hi) f(2}=0; 
(iD Fe 天 0 对 0<r<2 均 成 立 , (IMO 1986) 
23. 求 -- 个 函数 fF 过 一 避 ,使 得 对 任意 ,YE QQ 均 有 


firf t= he, (IMO 1990) 


24. 求 所 有 的 琐 数 了 , 民 一 中, 使 得 
zt Fo 一 ?二 Fr 对 所 有 yyE 限 成 立 , (IM()1992) 

25. 是 否 存 在 图 数 ; 则 一 ,使 得 

AD)=2,F(fOn)== 了 (十 nO0) 之 f(tn 十 1) 对 所 有 nE€ 
六 成 立 ? (NM) 1993) 

26. 求 所 有 的 连续 亲 数 广 展 一 展 ，, 使 得 对 成 等 差 的 任意 3 
个 数 rrTyzrTT2y, 其 对 应 的 项 fr) f(r 十 yy) 了 (xr 十 2y) 成 
等 比 , 即 

Ferty) = fr frt2y). 

27. 求 所 有 的 连续 消 数 满足 f(x 十 y) 一 f(x) 十 了 f(y) 十 
fir}yfly), 

28. 猜 出 一 个 满足 /(x) 二 1 十 r(x 十 1) 的 简单 函数 上 

29. 求 所 有 的 连续 函数 ,使 得 对 成 等 差 的 任意 3 个 数 ,其 对 
应 函数 值 也 成 等 差 . 

30. 求 所 有 的 连续 函数 f, 使 得 3f(2zx 十 1) 二 f(x) 十 5x. 

31. 哪个 函数 由 方程 +f 十 2r (一 x) 一 一 ] 刻画 ? 

32. 求 满足 人 7 十 y) 二 fx) 十 13y) 十 xy 的 连续 晃 数 族 . 


33, 设 e 尖 士 1, 解 方程 AL =aF(z) 十 内 rz), 这 里 红 z) 


为 一 给 定 旺 数 , 它 定义 在 x 关 ] 上 ， 
34, 两 数 定义 在 正 整数 集 上 ,具有 如下 人 性质 ， 
f(D=1, (3) =3, f(2n) = fn), 
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大 48 十 1 一 立 拓 28 十 1 一 不 着 ?， 
fridnt3)=37(2n 二 1) 2ftn), 
求 1 生 n 扫 1 988 中 满足 fn) = 的 x 的 个 数 . (IMO 1988) 
35. 一 个 函数 了 定义 在 有 理 数 集 上 , 且 满 足 : 
二 叶 ， 0<z< 
f0)=0, fF(1)=1, f(2) 3 ca-D， < 
设 4 二 0. 5 如 ba… 为 a 的 二 进 制 表示 , 求 f(ta). 
36. 求 所 有 复 系数 多 项 式 让 ,使 得 fx) (一 x) 一 了 (zx?)， 
37. 一 个 严格 递增 函数 了 (nn) 定 义 在 正 整 数 集 上 , 且 对 所 有 nn 
六 1 取 正 整数 值 . 此 外 , 它 还 满足 f(D)) 二 3。n 求 (1 994). 
(TIM 1994) 
38.〈a) 函数 f(x) 定义 在 x>0 上 ,满足 条 件 ， 
(1) 了 (Cz) 在 (0, 十 co) 上 严格 递增 ，; 


《2) 对 7>0, f(z)> 一 二 ; 


(3) 对 x0, fCDF( fr) + )=l. 
求 f(1). 
(b) 给 出 一 个 符合 (a) 的 例子 ， 
39. 求 所 有 的 正 整 数 数列 ftn), 使 得 
fF FDS ONY fn) = 3n. 
4. 求 所 有 的 明 数 户 NN 一 No 使 得 


fm 二 fn) 三 ACO)) 十 fn) 对 所 有 m,nE No 成 立 ， 
CIMO 1996) 


解 答 
1, 尾 何 常数 函数 都 有 所 要 求 的 条 件 . 另 一 个 例子 是 f(x) = 
一 37 一 


族 决 问题 的 第 贱 


一 0 六 0) 的 值 可 任意 取 . 

有 无 穷 和 多 个 解 . 你 可 以 用 下 面 的 方式 得 到 所 有 解 : 任 取 一 个 
形 如 a2 的 芝 癌 例如， 让 我 们 起 [1 ,2j, 在 该 区 间 寺 任意 定 
葡 革 的 全 ,只 要 求 Dn) 二 120, 那么 我 们 可 以 对 所 有 实数 .rn 
定义 了 了 ,将 了 在, 1.2 的 图 像 没 来 平方 向 扩大 2 (ma 为 整数 ) 
倍 , 则 我 们 得 到 了 地 在 :2 二 的 图 像 . 你 可 以 仔 意 定义 
0). 对 全 数 .z, 我 们 可 以 再 取 … 个 区 问 [ 2, 拉 ,o0, 在 该 区 间 
主 随 亚 定 关 f 的 从 ,只 要 求 Fo 一 关节 )， 然后 将 之 延 折 到 所 
有 负数 -， 

2. 沪 方程 可 化 归 为 Cauchy 方程 . 令 y==0,h(0}) 二 办, 得 

fT) ot) fr oh. 
坡 工 二 0.810) 二 ,得 f(y) 一 a 十 hv) hty) 二 (vga, 从 市 ， 
一 上 下 是 令 f(x) 二 有 zz)--a 一 上 ;就 
有 有 
fr fy). 
从 而 有 二 cr 所 雇 
一 CT 一 人 十 下 有 (Te 十 站 (一 cr 让 


3. 对 ?一 > ,有 边 消失 了 ,分别 皮 7 一 0 一 17 六 二 


FD A—D=2ac0st f(rt)t f=0, 
Fixtit ft ~ Zhsini. 


这 里 a 一 /0),6 一 f{ 持 ). 所 以 
FD Tacost-t bsint, 
4. 出 条 件 ,可 知 /(7 20) 一 一 到 亲人 而 Fr 二 ta) 一 
1 . 故 4a 是 了 的 一 个 周期 . 
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第 五 章 本 吉方 和 


s. 猜测 解 为 p(7) 二 ri, 这 是 否 是 唯一 的 ? 回答 这 个 问题 的 
一 般 处 理 方法 是 引 人 差 f(r 一 pLx) 一 zx, 则 所 给 函数 方程 变 
为 Fr 二 TD 二 乒 z 从 而 关切 一 ce 为 常数 , 故 p(x) 二 x 十 c, 我 
们 必须 检验 这 个 解 是 否 满足 初始 方程 , 它 确实 满足 . 

6. 7 一 全 大 中 一 FF 六 CCFz) 一 1 二 0. 连续 两 数 解 
为 放 z) 寺 0, f(x) 寺 1. 还 有 许多 非 连 续 的 解 . 对 任意 四 的 子 集 
外; 令 太一 0,7EA, 而 在 民 \A 上 ,f(x) 二 1 但 是 这 里 有 一 个 
限制 , 即 在 y= 一 + 时 有 了 (一 x) 三 fx), 故 是 一 个 侦 晴 数 

7. y 二 0 过 7 了 (0) 一 fr) 对 所 有 工 成 立 , 结 合 产 z) 不 恒 
为 零 ,可知 信 0) 二 1. y 二 x 坟 f(x) 了 (x) 二 1, 得 到 两 个 连 半 晴 数 
7 三 1 和 f(x) 三 一 1 我 们 还 有 许 刻 不 连续 的 解 ,例如 ,六 xz) 
二 1 在 民 的 任何 子 集 A 上 ,而 六 x) 二 一 1 在 R\A 上 . 


$8. 今 g(7) = ,得 Cauchy 方程 gCry) = 二 g(x 二 gCy)), 


有 和 解 g(x) 二 clnry 孝 f(x) 二 cxlnz. 
。 “十 站 
》 设 f (1) 
这 里 wo ,basbm 都 不 为 零 . 利 用 关系 f(z) 一 了 (二 ,可知 
2 一 可 十 加 (ear 十 十 at) _ aor" 十 "十 a i) 
【ro 十 十 多) oz 十 -十 坟 “ 
由 此 得 闫 一 2 一 2 一 站 ,mm 具有 相同 的 奇偶 性 . 由 (Ci 还 有 
ep i sd le he Es dn Le 
并 且 
P, Lr)=aT" Ea 二 
即 有 ao 一 G， UI Hl b, ==,» hl 一 内 了 “” 从 而 Pr try 


Pt 一 Ex 这 里 x 一 x 十 一 gx) 是 = 的 -次 多 项 式 . 御 a 
为 奇数 .n= 二 27 十 1, 则 Poi(x) 一 CX 十 1) x 有 htx) ,这 里 x 二 x 十 
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二 ,有 (z) 为 z 的 > 次 多 项 式 
进一步 讨论 ,有 下 面 的 两 种 可 能 ， 
(2) mm 二 2s,n 二 27; 则 


. TENKz) glz) 
/7 一 rh (ze) 下 


by m= 二 2s 十 1 ,nn 二 27r 二 1, 则 


(rr g(t)_ g(z) 
Crt lr he) hz) 


10. 对 y 二 0, 得 27(x) 王 2 了 (7) 十 2 了 (0), 鼓 f(0) = 二 0, 令 
二 91 我 们 得 f 27) 二 4f(.r)， 利用 归纳 法 可 证 ，f (nr) 二 


x f(x) 对 所 有 xz 成 立 . 现在 设 x , 则 ger=p 1, or) 一 


fipe DD A= 记 f==a, 则 f(x) 二 ax: 对 所 有 
有 理 数 x 成 立 . 由 连续 性 ,可 将 它 延 拓 至 所 有 实数 . 将 f(x) = 
ci 直接 代 人 大原 方程 ,可 知 确实 满足 方程 ， 

11. 对 y=0, 得 x) 一 了 fr) 二 2 了 (0), 故 f(0) 一 0. 今 y= 
得 1(27) 二 2fzx), 由 归纳 法 可 证 /nr) 二 nf (zx). 现 设 = 
和 ,或 dg，7z 一 户 ，1 , 则 For 一方 让 1 一 doFor) 一 FT 全 
zi) 一 大 1D)z 对 所 有 有 理 数 z 成 立 . 利用 连续 人 性 延 拓 到 全 体 实 
数 工 将 FAz) 一 az 代 人 方程 ,可 知 它 是 解 ， 

12. 我 们 希望 解 明 数 方 程 fx 十 y) + 六 x 一 y= 二 2 了 Cr), 有 取 
y 王 + 得 (27) 十 F000) 二 ?27), 即 1120) 一 ?f(r) 二 bp. 这 里 5 二 
一 0), 现在 f(2x 十 十 fF(2x 一 +) 二 2ft27) 表 明 f (3x) 十 
fr) =2(2f(7) 十 让 ,或 37) 一 3 (x) 十 26. 猜测 F(nzr) 一 
nf(Y) 十 (n 一 1)6, 对 此 可 用 归纳 法 予以 证 明 . 现在 令 r= gz 
=p* pgEN. 则 f(gr}= ftp 1 ,Bm gftr) (gm—1)5= 
pA(D 二 (pp 一 05; 即 f(x) 一 (1)x 十 (4 一 1)6, 或 写 为 flx) 一 
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六 一 


第 末 蛮 ;负数 方程 


[Ft0) 二 Fj]x 一 6. 令 0) 十 f(1)==a, 了 (0)=b 就 有 f(x)= 
ax 十 b. 直接 验证 , 它 确 为 解 . 


13. 令 gz) 一 郊 亲 ,得 Cauchy 方程 g(x 十 y) 二 g(x) 十 


gCy), 有 解 gr) 二 cx 从 而 f(z) 一 二 是 其 连续 函数 解 


14. 两 边 取 对 数 , 得 2g (x) 二 g(x 十 y) 十 g(x 一 y) ,这 里 
g(r) 二 In of(z), 于 是 glx) 一 ax 十 b,， 了 (x) 二 er 1m. 或 表 为 f(z) 
二 re. 


15. 重复 进行 代 换 x ~- 二 ,得 


嘱 


rxr—> l BE 8 
1 一 立 " 
我 们 得 到 下 面 的 方程 ， 
AoEJ-erGtrt3- 此 


7 人 (1 一)+AD 一 1 一 全 


消去 f(T) 和 f(1- 雪 得 f(x) 一 (1tx 一 一 =z) 
直接 验证 ,可 知 它 是 解 . 

16. 提示 ;: 交 搁 z 和 yy, 可 知 了 (一 x) 二 f(x} 对 所 有 工 成 立 . 
令 y 一 x ,得 0)= 二 f(r 二 gtx)? ,x 二 y= 二 0 每 f(0) 二 了 (0)? 十 
gt0)? ,y= 二 0 得 站 Xx) 二 FC) FC0} 十 glxyg(l0). 现 在 f(0)= 一 0 郊 
含 gC0) 一 0 和 F(x) 三 0, 因 此 COO) 关 0. 但 f(x) 一 (0D) 一 
gfzygf0) 可知 (0)==1, 从 而 8060) 一 90. 由 y= 二 一 x+ 得 f(2x)= 
Fr 二 gCxryg( 一 ), 我 们 得 到 f(x 二 cosx g(x) 二 sinx., 


17. 由 条 件 知 f(z 十 a) 沁 地 , 帮 对 所 有 z, f(x) 之 雪 . 车 令 
g(x) 二 f(x) 一方, 则 对 所 有 x 有 g(x) 之 0. 所 给 函数 方程 变 为 
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解 次 妇 是 的 棕 赃 


g(r 十 a)=l gl) . 


两 边 平方 ,得 
ET) = 地 一 g(x)* 对 所 有 成立. C1) 
这 样 ,也 有 


g(r y= 一 此 [十 和 六 ， 


两 个 方程 对 比 得 上 Cr+ 26 关 三 有 Cr 和 用 于 对 所 有 有 是 (Cr) 裕 
9, 两 边 可 以 开 方 ,得 g(r 二 24) 二 tr) 或 


1 .1 
firt2a) 7 Tr) 5 ， 


好 
fi 十 24}7 一 了 2) 对 所 有 2 成立， 
这 表明 Fe) 是 以 24 为 周期 的 函数 . 
(b) 为 求 所 有 解 ,我 们 令 h(x) 二 4(x)* 一 坟 , 现 在 (1) 变 为 
htzita}) = ht{r). {2) 


反 过 来 ,如 果 x) 之 一 志 且 满足 (2), 则 g(r) 满足 (10). 在 < 一 1 


时 例子 出 疯 数 Ar 三 sin 下 一方 给 出 , 它 对 a=] 满足 (2). 对 


这 个 有 g(x) 一 广 以 及 


,AT 
sn -人 
2 


Fr 一 工 sin Tx|+ 


1 
2 2 
事实 上 ,Ai 在 0<szr<a 上 可 以 任意 定义 ,内需 满足 上 (zz)| 扫 
方 . 然后 可 依照 (2) 延 拓 到 所 有 x 
18, 为 并 7 一 让 了 二 二 (fC) 了 Cy))? 的 解 ,注意 可 以 
假定 f 非 负 , 事实 上 ,所 有 正 了 图 数 f 成 立 的 结论 对 一 个 负 函 数 f 
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也 成 立 . 下 面 的 讨论 将 3 个 平 几 解 fx) 三 0,1; 一 1 排除 在 外 . 
令 y=0—> fC = 了 (rf(00) 710) 一 1 一 0) 一 1 了 一 0-> 
A 一 让 二 19 地 9) 二 1 一 y2. 教 站 为 侧 良 数 , 这 一 y 坟 
f(27) 一 了 fr)!, 由 归纳 法 可 证 fnr) 二 f(x)". 它 可 以 像 例 2 
中 那样 延 拓 到 有 有理数, 直至 实数 , 最 后 ,我 们 得 到 

fz) 二 f(D (对 所 有 xz). 

另 一 种 方法 是 令 8 一 In ef 可 得 gz 十 y) 十 有 (一 一 
2CgCT) 十 gy)) 联想 到 恒等式 (zx 十 3 天 十 人 rr 一 3 天 一 2 于 十 
吧 ). 我 们 猜测 gr) 一 az 从 而 f(z) 二 =e* .但 这 时 仍 需 证 明 所 
稍 测 的 吗 数 是 唯一 满足 条 件 的 . 

19. 清 数 了 在 nn 二} 有 唯一 的 最 小 值 . 因为 对 nn 之 1, 我 们 有 
ny>f(f(n 一 1)). 相同 的 理由 ,可 知 它 的 第 2 个 最 小 的 值 为 
了 (2) ,等 等 ,因此 

FODAFDY LR. 
由 于 对 所 有 nf 了 00) 写 1, 很 上 可 知 fn} 之 n. 假设 存在 下 整数 此 ， 
使 得 六 有 两 fC8) 守 十 1. 由 于 了 是 单调 增 的 , 故 了 (了 (8)) 
宇 放 十 1) ,这 与 所 给 的 不 等 式 蔬 逢 , 故 对 所 有 n, 均 有 f(n) 一 


如。 


20. 容易 猜 出 具有 题 中 性 质 的 函数 , 函数 己 满 足 关系 式 . 现 


症 事 虚 glx) =f(z) 一 所 ， 对 g 得 隐 数 方程 g(x 十 y) 二 g(x 十 
gy). 而 g(I)==cr 是 唯一 在 点 OQ 处 连续 的 解 . 我 们 得 f(z) 二 
cz 十 本 

21. 我 们 证 明 1 在 f 的 值 域内 , 对 任意 如 人 >0, 邻 轴 一 
7 则 由 人 天 f(x, 了 (yo)) =1, 故 1 在 了 的 值 域内 . 类 似 地 ， 


可 证 每 个 正 实 数 都 在 了 的 值 域内 . 四 此 存 存 y, 使 得 f(y) 王 1, 
在 (中 取 x 二 1, 得 fT 1 一 yf(]D) ,而 f(D)>0, 故 y 二 1; 即 
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Fr) 一 1. 现 在 在 (中 取 y 二 xz, 得 
FrFrzr) 一 rrz) 对 所 有 0 成 立 , (1) 
因此 zf Cx) 为 了 的 不 动 点 , 若 a; 都 有 是 了 的 不 动 点 , 即 若 f(a) 
二 a, 了 5) 一 5, 则 在 (中 令 了 一 ay 一 让 ,导致 f(a 了 们 一 Ja: 帮 ab 
也 是 了 的 不 动 点 , 即 不 动 点 构成 的 集合 对 乘法 封闭 . 特别 地 ,者 
一 个 不 动 点 , 则 a 的 所 有 非 负 整数 次 俊 都 是 不 动 点 . 由 (i) 
知 r->co 时 六 rz) 一 0, 故 没有 一 个 不 动 点 大 于 1 由 于 xz) 为 
不 动 点 , 故 
zf(X) 所 1Sf(Y) 志 二 对 所 有 x 成 立 . C2) 


=zftz), 则 f(a) 一 4, 现 设 += 二 ,y= a + 则 由 (7 舌 


AGOj=ro=ier(y 人 = 


2 )—a 
(a ) -at 

这 表明 二 Fi) 也 是 了 的 不 动 点 (对 所 有 x>0 成 立 ) 故 f(z) 之 

二 ,与 (2) 联 立 , 知 


1 
f(r) 二 ~， (3) 


(3) 给 出 的 函数 是 满足 条 件 的 唯一 畏 数 ， 
22. 无 解答 . 
23, 若 fly ) 二 了 (yz), 则 由 所 给 孙 数 方程 可 知 1 二 Yo. 对 


y=1, 得 f{1) 一 1. 对 x 二 1, 得 f(f(y)) 一 广 对 所 有 yE Q+ 成 


立 两边 再 作用 -次 /得 /( 二) 一 也- 最 后 令 y= f{ 填 ) ,可 


知 f(z7) 二 fr)，f( 和 对 所 有 ,t+ 成立. 
反 过 来 , 易 知 寿 了 上 满足， 
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[art 一 乒 了 站 


Cb) ff(4)) 一 二 (对 所 有 ztE Qt+)， 


则 了 满足 所 给 的 函数 方程 . 

满足 Ca) 的 消 数 fT 王 人 1 可 以 先 对 质数 任意 定义 蚂 数 
全, 然后 延 拓 为 

Fph papa)=( fp ON (Fp Rf pS, 
这 里 p, 为 第 j 个 质数 《从 小 到 大 ),n, 所 了 世 .这 样 定 义 的 孙 数 闭 
对 每 个 质数 满足 Cb) , 则 了 满足 (Cb). 

一 种 可 能 的 构造 如 下 ，: 

pitils 若 J 六 奇数， 
tn- 


7 若 j 为 偶数 . 


然后 , 依 上 面 的 方式 延 拓 . 所 得 f;Q@1+ 一 Q -显然 满足 f(f(p)) 
一 方 (对 每 个 质数 )， 所 以 了 满足 所 给 的 函数 方程 . 


24. 无 解 管 . 

25. 从 六 1 一 2 出 发 ,利用 所 fm)) 二 用) 十 n, 我 们 得 到 
f(2) 二 2 十 1 二 3, (3) 二 3 十 2 二 5 ,了 (5) 二 5 十 3 二 8， 
f(t(8)=8 二 5 二 13,1， 

这 表明 每 个 Fibonacei 数 的 像 是 下 一 个 Fibonacei 数 , 它 可 以 用 
数学 归纳 法 证 明 ， 

现在 需要 对 剩 于 的 数 赋 以 其 他 的 正 整数 值 , 使 得 满足 所 给 
的 函数 方程 . 我 们 要 用 到 Zeckendor{ 定理 , 它 是 说 等 个 正 整数 x 
都 可 以 唯一 地 表示 为 若干 个 不 相 邻 的 Fibonacei 数 之 和 . 这 一 结 
论 我 们 在 第 8 章 问 题 29 中 给 出 了 证 明 . 现在 将 此 表达 式 写 成 下 
形 : 


六 二 >», FF, 时 | 一 站 -| | 宇 2. 


i=1 
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解决 所 赣 的 扫 同 


和 式 中 下 标 递增 排列 . 我 们 要 证 明 : f(n) = 》， 已 满足 问题 


的 所 有 荣 件 . 事实 上 ,1 本 身 就 是 -- 个 Fibonacei 数 , 且 FID 一 2 
是 下 一 个 Fibonacai 数 , 并 日 
f= fo FF )= 》 六 1 2= DF th ) 
= DF..1+ SF = f(t+n. 
下 面 我 们 需要 区 分 两 种 情形 ; 
(a) 设 记 的 Fibonacci 数 表示 中 不 含 扎 ,也 不 含 Fi , 则 ni 十】 
的 表示 为 nn 的 表示 中 划一 个 工 从 而 (0) 与 f(n 十 1) 的 表示 
中 浴 -- 的 区 别 是 fin 十 1} 名 一 个 和 数 , 从 曾 Fn) 二 f(x 十 10. 
fb 设 关 的 Fihonaccl 数 表 示 中 有 请 或 下, 吉 上 1 时 ,和 
式 中 号 - -项 将 变 为 一 个 较 大 的 Fibonacei 数 . 在 wn 十 1 的 表示 中 
有 -个 “最 大 的 Fibonacei 数 ” 比 n 的 表示 中 对 应 的 数 夫 (在 i- 
bonacei 数 表 示 中 ,下 标 最 大 的 项 与 下 标 较 小 项 逐 项 对 比 一 一 - 译 
者 注 ). 这 一 性 质 在 作用 f 之 后 仍然 保持 ,所 以 了 (n 十 1) > 了 (nm) 
(这 是 因为 fn) 的 表示 中 没有 相 邻 的 Fibonacei 数 出 现 ,所 有 较 
小 的 Fibonacei 数 之 和 都 小 于 f(x + 1 二) 中 那个 “最 大 的 Fibonacei 
数 ”;. 
注 ; 出 题 中 3 个 条 件 确定 的 函数 了 不 是 唯一 的 ， 
26. 作 代 换 zz 一 y, 得 方程 
fry = fry f(r y). 
我 们 可 设 了 的 值 为 正 数 . 作 变 换 g 二 ln 。f, 得 
BCT— YT g(r y=2g(7), 
这 已 在 问题 14 中 获得 了 解决 ,一 个 类 似 的 问题 在 12 中 也 已 解 
决 . 
27. 令 f(r) 一 gtx)--] ,方程 简化 为 
gl y= Y), 
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第 过 染 : 珊 数 方 称 


这 古 指 数 嚼 数 的 图 数 方程 , 戌 gx) 一 Ga: 妈 有 
fr}=u 1., 

28. 叭 一 和 解 为 f(z} 二 r+ 十 1, 参阅 [21] 问 题 18. 

29, 需要 解 冰 数 方程 fx} 十 fz 十 2y) 一 2 了 f(r 十 y). 结果 为 
Fr =arttbh. 

30. 唯一 蟹 是 f(x) 一 x 一 也 .请 读者 自 证 . 

31. 用 一 xz 代替 ,得 一 + 人 一 2 一 2xYf(zr)== 一 1. 从 而 得 到 
两 个 关于 fz) 与 (一 xz) 的 方程 . 解 出 f(x), 得 f(7) 一 二 


32. 猜测 f(r) ==axr’ 十 Bx 十 c. 将 此 猜测 代 人 方程 ,应 有 az 
十 y 六 二 a 十 a 十 XYy 蝶 者 ar 十 a 玉 十 207y 十 丰 工 十 3 十 < 一 


a 二 Bx 十 c 十 a 十 bx 十 c 十 xy. 它 在 a 一 却 和 < 一 0 时 成 立 , 用 
更 规范 的 方法 ,可 证 f(z) 一 艺 十 是 所 有 和 连续 解 
33, 令 ? 一 一 , 则 z 一 7 


改 f(y) 一 (af()+$( 1))/ -0). 


34. 二 个 正 束 雪 约 可 用 二 二 负 表示 , 例如 : 1 988 一 
(11111000100): 利用 对 二 进 制 数 妇 纳 可 证 下 述 断 言 :大 
Nn 二 qo 二 ae! 二 Ta di 人 C01l} an 一 1 
则 
fm =a tai2 "ao, 
对 1=(l) ,2 一 (10) ,3 二 (11); ,由 题 中 的 前 3 个 条 件 知 断 
言 盛 立 . 现在 设 断 言 对 所 有 小 于 & 十 1 位 的 二 进 制 正 整数 成 立 . 


注 


nn 二 ao2 十 a 2 十-… 二 aryao 二 1 
考 虚 三 种 情形 ; (8) a 二 0; (bj da 一 1,a 1 二 0; 《cj a 二 
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解决 癌 题 的 繁 附 


dre-.1™1. 
我 们 只 处 理 (b) ,其 余 情形 类 似 , 在 情形 (b), 有 ?一 4m 十 1， 
这 里 
ma 2 te lm la 2 十 1 
利用 564) 可知 总 贡 二 27C2781 十 1 一 了 O70) ,出 归纳 假设 有 
Fm =a 2 | a, 


fomt l=2 a 2 十 十 an， 


于 是 
fn 2 Zar 2 te ta ) — (dr 12 二 Tp) 

= 2 2 

=ae2 Ta 12 Te a,. 
新 诗 证 完 . 问题 在 于 寻找 在 不 大 于 1 988 的 止 整数 中 ,有 多 少 个 
数 在 .二进制 表示 下 是 对 称 的 . 注意 到 位 二 进 制 数 中 有 2 后 
个 是 对 称 的 ,而 恰 有 2 个 11 位 对 称 的 二 进 制 数 (11111111111)， 
和 C11111011111); 比 1988 大 ,于 是 满足 条 件 的 数 的 个 数 为 

(1 十 1 十 2 一 2 十 下 十 中 十 .十 六 十 24 十 中) 一 2 

二 (2 一 ]) 十 (25--1) 一 2 二 92, 


35. 设 r+ 二 0. bbb ,入 a 一 0, 则 rr) 0 :pb 十 


if be). 车 丰 二 1 , 刚 zx 之 方 ,f(z) 0 bb 十 二 CO， 记忆 


“1 利用 这 个 结论 ,可 知 fT0 Do bb bs 

36, 若 z 是 了 的 很 , 则 xz 也 是 其 根 , 车 |z| 关 1, 则 f 有 无 穷 
多 个 不 同 的 根 , 矛盾 , 故 其 所 有 根 必 须 在 原点 或 单位 网 周 上 , 数 
0,1 以 及 3 次 单位 根 对 平方 运算 封闭 ,于 是 xrCx 一 1)* xr? 十 x 十 
1)’ 也 具有 封闭 性 . 代 人 国 数 方程 ,下 知 (二 9 必 为 偶数 ) 
fn (tr pa re N, ,pg mod 2). 

37. 提示 :由 于 站 之 2) 之 了 3) < 之,…, 特别 地 ,我 们 有 
OD<AF(01)) 二 3, 故 (1) 二 2, (2) 王 3. 请 证 明 f(3n) = 
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第 开 章 ”函数 方程 


3100 .事实 上 ,有 nm) 一 mr 十 中 34<CT<2 34 六) 一 3 一 
3 2 3 圾 f(1 994) 二 3 795，. 
38. (a) 设 f(1) 一 t, 令 r 王 1, 得 tf(t 十 1)=1, f(t 十 1}= 


7. 现在 令 + 二 :十 1, 得 


由 于 了 为 递增 两 数 , 故 十 十 二 一 1, 得 :一 + 坊 . 但 车 1 为 正 
数 ,将 得 出 矛盾 ,1<- 一 FD) 一 /G 十 站 = 二 一 1 所 以 :一 


Cb》 与 /C1) 的 计算 类 似 ,可 证 F(z) 一 二, 这 里 1 一] 


当然 还 需 验 证 这 个 孙 数 确实 满足 问题 的 所 有 条 性. 
39. 显然 数列 六 四 一 满足 条 件 . 我 们 证 明 没 有 其 他 的 满 
足 荣 件 的 数列 . 先 证 f 是 一 个 单 射 . 事实 上 ， 
fn)=7 n= = f(y)) 
> FCF = FFCFO) DN) 
FFCFCOD HE FCFCD + fr) 
=fCFACFWD HAC FY + fy) 
3 一 3 人 
这 表明 x 二 y， 当 nn 二 1 时 , 易 知 f(1)= 二 1. 假设 对 所 有 7%n 过 上 , 均 
有 fm) 二 n. 我 们 来 证 明 fi 二 .车 p 二 fA) 二 , 则 由 归纳 假 
设 有 ff(p) 一 p= 二 fC(h), 与 了 为 单 射 了 矛盾 . 车 fF) 人 > 大， 则 
ACACR)) 守 ,车 有 f(ACR)) 二 ,同上 可 导出 矛盾 的 结果 : 
天 开拓) 一 及 FLF CR) N= fCOR) , fk) 一 下， 
类 似 地 有 六 ALFCE)]) 守 上 从 而 有 FFL 了 CR)]} 十 了 [C8] 十 
三 RD 3R ,这 与 原 给 条 件 下 盾 . 改 必 有 天 有 一 下 
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12.1 向 量 


12.1:1 从 射 几何 

我 们 考虑 任意 维 数 的 空间 , 竞赛 题 只 与 2 维 或 3 维 空间 有 
关 ， 空间 中 的 点 用 大 写字 和 母 AA,B,C,… 表 示 ;有 一 个 点 要 区 别 对 
待 , 它 记 为 以 表 示 原 点 ), 空间 中 最 重要 的 映射 是 平移 或 向 量 . 
平移 本 由 任 一 点 X 及 其 像 T(X)=Y 所 确定 , 将 4 变 为 BB 的 平 


移 变换 记 为 AB. 通常 我 们 把 口 点 作为 起 点 .将 口 变 为 & 的 平移 


就 是 OA. 由 于 口 总 是 起 点 ,我 们 也 可 将 其 省 略 而 简 记 为 人 ,有 
时 也 将 A 上 的 箭头 去 乔 而 得 到 点 A. 我 们 简单 地 将 点 A 与 起 点 
为 口 锥 起 为 A 的 向 量 视 为 相同 的 , 役 必要 将 点 与 向 量 巴 以 区 
分 ,是 因为 对 点 成 立 的 结论 对 向 量 也 同样 成 立 , 
现在 我 们 定义 两 个 点 A,B 之 间 的 加 法 及 对 点 4 与 实数 4 


站 上 B= 沿 〇 关于 CA,B) 的 中 点 M 的 对 称 点 ， 
塌 1A 是 直线 OA 上 的 点 ; 它 离开 口 的 距离 等 于 A 离开 O 的 距 
离 的 |1| 傍 . 当 Y<0 时 ;4 与 1A 在 的 两 侧 : 而 当 1 二 0 时 ,它们 
在 点 口 的 同 侧 . 因为 这 个 原因 , 数 乘 也 称 为 点 〇 关于 函数 上 的 介 
缩 变 换 .对 空间 中 的 点 (向 量 ) ,我 们 有 下 而 的 一 些 结论 (向 量 空 
间 公理 ): 


E22 : 稍 . 


(总 十 日) 十 C= 及 十 (B 十 0 (对 所 有 A,B,C)， (1) 
六 十 中 =A( 对 所 有 有 六)， (2) 
六 十 (一 总 ) 二 OO( 对 拆 有 A)， (3) 
六 十 B 二 B 十 A 对 所 有 A,B)， (4) 
以 及 . 
(sD)A 二 (ts5)A( 对 所 有 实数 ;,t 及 点 太 )， (5) 
:AB}=rtA+rB, (6) 
Cs 十 说 太 二 5 十 ， C7) 
1 +: A=A. (C8) 
设 A 是 一 个 给 定点 ;请 数 了; FZ 一 A 十 是 由 A 定义 的 一 个 
变换 .图 12.1 显示 2M 二 A 十 B; 即 B 2M = A++8 
{A,B) 的 中 点 是 
M= 人 2 0 | 
《入 ,B,C,DD) 是 一 个 平行 四 边 12,1 
形 必 A "= -3 PeATC= B+D. 
注意 如 下 的 基本 法 网 
AB=B—A. 


事实 上 , 对 (A，B) 作 平移 变 挽 使 A 变 到 口 , 则 B 变 为 
B 一 A. 于 是 ,AB 与 8B 一 A 相同 . 
A 是 (Z,2) 的 中 点 叶 Zt22 一 4c37 =2A—Z. 


图 数 Hs :Z>224 一 荆 称 为 关于 对 的 反 毅 或 关于 4 的 半 转 , 我 们 
有 


Z 人 24 一 Z 2B 一 (24 一 2 一 2(B 一 4) 十 Z 
从 而 Ha。Hs 一 2 AB, 并 且 
Ha oHs oHesZ S20C— (2B—2A+D), 
385 一 


革 决 问 是 的 名 天 


或 Ha ofis oH 二 人 Hp, 这 里 Hp 是 关于 点 D=A— Bt 的 半 
转 , 由 于 有 A 十 C 一 B+ DD, 故 四 元 组 CA,B,C,D) 是 一 个 平行 四 边 
形 . 
例 1 证 明 : 任 何 一 个 平面 或 空间 四 边 形 各 边 竟 中 点 卫 , 名 ， 
民 R,S 是 一 个 平行 四 边 形 的 顶点 ， 
提 实 圭 ， 
A+B 


P= 3 ,R= 


从而 ,P 十 R=Q 十 S$S 守 (P,Q;RR;S) 是 一 个 平行 四 边 形 . 

例 2 作 一 个 五 边 形 ,使 得 P,Q, 民 ,9S, 开 分别 是 它们 所 在 
边 的 中 点 ， 

我 们 将 日 简 记 为 上 , 则 PoeQ。R 二 其 ,这 里 总 是 由 三 角形 
(P,Q@,RR) 形 成 的 平行 四 边 形 的 第 4 个 预 点 . 进一步 六 oS oT 丁 二 
4, 从 而 我 们 作出 了 4 点 ;其余 的 点 可 以 依次 作 关 于 P,Q,R,5S 
的 对 称 点 得 到 . 这 种 构造 对 所 有 有 2n 十 1 个 顶点 的 多 边 形 有 效 ， 
但 对 2n 边 形 无 效 , 将 第 一 个 顶点 4; 固定 ,然后 逐次 关于 中 点 作 
友 射 ,而 2 次 反射 的 全 成 是 一 个 平移 变换 , 它 有 一 个 固定 点 , 故 
此 变换 为 恒 等 变 换 . 从 而 ,平面 上 每 一 个 点 者 可 被 取 作 顶点 Ai. 


设 C 是 直线 AB 上 一 点 , 则 AE=:，AB 或 CA=1(B 一 
A), 


一 A 二 BTC 二 TD 
7 9 


全 也 十 长 一 
和 At B+C+D 
ss 


C 一 A 十 1(B 一 A),t 为 实数 
在 AABC 中, 设 DD= 人 上 8 为 AB 的 中 点 , 并 设 S 满 足 53 一 
去 ( 访 ,那么 
S$-—C=(D-0)—3 C)=>5= 人 att. 
点 S 称 为 人 ABC 的 恒心 . 由 于 它 关 于 4,B,C 是 对 称 的 ,内 此 5 
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(A — 


六 入 


是 这 个 三 角形 三 条 中 线 的 交点 ,并 且 这 些 中 线 被 S 所 分 的 比率 
为 2:1, 

例 3 设 ABCDEF 是 一 个 六 边 形 ,A1B1CiDiE1Fi 是 以 三 
角形 ABC,BCD,CDE,DEF,EFA,FAB 的 重心 为 顶点 的 六 边 
形 ,证 明 : 穴 边 形 A\BiC1DiE 丰 的 名 组 对 边 平行 两 且 相等 . 


钙 ; 我 们 需要 证 明 A1Bi 一 五 了 Bi 一 A 二 Di 一 Fl， 嗓 A 
-十 号， 二 Bi 十 到 |. 事实 上 ,我 们 有 
A1—ATB+C,p -DRE, 


B+C+D 
3 


B= "1 一 


E+F+A 
nt 
这 表明 


A,+D,=B,+E, 一 


例 和 4 设 ABCD 是 一个 四 这 形 ,AB CD 是 以 三 角形 
BCD:CDA ,DAB,ABC 的 重心 为 项 上 中 的 妈 边 形 . 证明: ABCD 
可 经 荣 个 点 Z 的 伸缩 变 摘 变 为 A'B'CD'. 并 求 乙 及 伸缩 变换 
这 上 t。 

解 :我 们 有 


Bp M4+C+D_ B+C+D 


类 似 地 ,BB 这 /一 一 十 BC， C 方 = 一 号 ,DA 一 一 二 项 


对 中 心 ?, 我 们 有 2Z4 = 一 22 或 A' 一 2Z= 一 了 (4 一 2， 


妇 上 十 34 一 47Z, 也 就 是 说 
2A+B+C+D 
= 
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第 类 问题 炉 荣 滋 : 
由 于 上 述 表 示 中 ZZ 关于 AA.B,C,D 对 称 ,所 以 我 们 总 得 到 相间 


的 点 乙 
例 $S 求 n 个 晤 及 A 的 重心 5, 议 里 S 由 下 式 定义 
0. 
1 一 ] 
解 :由 这 个 方程 ,可 知人 (4 一 S) 十 … 十 (4 一 S 一 个 即 
SS 和 十 十 和 
一 一 
12.1.2 标量 积 或 点 积 


我 们 来 介绍 空间 直角 坐标 系 , 点 A 和 8B 现在 可 表 为 
A=(a sa) ,B= ,6,). 


定义 标量 积 或 点 积 如 下 : 
站 :B= Yo ， 
它 是 一 个 实数 . 这 个 定义 北 含 以 下 诸 性 质 ， 
$1, A* B=B+: A. 


S2. A， (B+O)=A+: B+A.C, 
(A) B=A: (BB)=1(A * BY 
S3. 4 一 0 一 4 .4 一 0 否则 4,，4 全 忆 
我 们 定义 4 的 楼 或 者 长 度 为 
1 一 vvA + A=yai+ +ai, 
定义 点 及 和 8B 的 距离 为 
14 一 有 一“ (A—B). (A—B). 
对 2 维 或 3 维 空 间 , 易 证 
A B=|A|: |B| :cos( AB ). 
对 n>>3, 上 式 是 cos( A ) 的 定义 . 现在 我 们 有 
AlLBSA.: B=0, 
利用 标量 积 , 我 们 证 明 一 些 经 典 的 几何 定理 . 
例 6 证 明 : 一 个 四 近 形 的 两 条 对 角 线 相互 各 直 的 充 要 条 
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第 1 芭 亲 -几何 


忻 是 它 的 两 组 对 边 的 平方 和 相等 ， 
我 们 可 将 定理 表示 为 下 面 的 形式 : 
C 一 A 1 B 一 DCB 一 4)2 十 (C 一 D): 
=(B—C)+(A—D):. 
可 以 终 变 形 ,等 价 地 把 右边 变 砍 左边 
三 角形 的 中 线 是 指 顶 点 与 其 对 边 中 点 的 联 线 ,四 边 形 的 中 
线 是 指 两 对 边 中 点 的 联 线 . 
例 7 证 明 , 一 个 四 边 形 的 对 角 线 互相 奸 直 的 充 要 条 件 是 
它 的 中 线 长 相等 . 
解 : 设 MK 和 NI 为 其 中 线 , 则 我 们 可 将 这 个 定理 表述 为 : 
AC LBDE|MEKI = | NLL. 

为 证 明之 ,我 们 经 过 一 系列 等 价 恋 换 将 布 边 变 到 左边 
C+D ATBY: /AD _ BTCY 
(人 

一 (C 一 4) 。(D 一 本 一 AC . BD=0. 

例 8 设 A,B,C,D 为 空间 的 4 个 点 .证 明 ， 


1 十 |CDI 一 | BC 一 |4D| 一 2 ACG ,DR 
为 证 这 个 络 论 ,我们 从 去 边 往 右边 作 等 价 变形 : 
(B 一 A)2 十 (D 一 CD 一 (B 一 C2 一 (4 一 D): 
=2(B: CHA.D-A. B—C.D) 
—2C~A) . (B—D)—2 AC. DE. 
市 此 定理 导出 的 一 些 结 论 恕 下: 
。 在 四面 体 中 ,ACLBDS|IAB|: 十 pp 。8 


ICDl:=1BCI?+ |ADI:. 
* 将 此 定理 运用 于 梯形 ,如 图 12.2 La TN c 
所 示 , 可 得 
eT = dT2ac. 


解决 问题 区 楷 赂 


* 运用 到 平行 四 边 形 ,如 图 12.3, 可 和 郑 媒 十 产 一 2002 十 不 )， 
这 就 是 :平行 四 边 形 两 对 角 线 的 平方 和 等 于 B 


D 三 
其 各 边 的 平方 和 . 后 面 将 证 明 这 个 性 质 刻画 
了 平行 四 边 形 . A 人 


es 利用 最 后 这 个 定理 ,我 们 可 以 容易 地 
表示 出 一 个 三 角形 ABC 的 中 线 s, 的 长 度 . 
巩 和 关于 时 C 中 点 的 对 称 点 为 口 ,得 到 一 个 以 25, 和 a 为 对 角 
线 的 平行 四 边 形 ABCD. 由 平行 四 边 形 的 主要 定理 可 得 


a 4 一 2 站 十 2e? 即 $2 十 27a?). 
类 似 地 
晤 一 者 (2@ 十 2 一 妇 ) 是 (2at 2 一). 


s 设 S 为 人 4BC 的 重心 ,由 这 个 最 后 定理 ,可 以 容易 证 出 
AS 有 Seeez 十 让 一 5c2， 

12.1.3 复数 

现在 将 讨论 限制 在 平面 上 . 在 平面 上 我 们 称 点 为 复数 ,并 且 
用 小 号 字母 a,6,c，… 家 示 它 们 .平面 上 的 点 = 可 以 表示 为 形式 
Tel 十 ye ;这 里 过 和 En 是 坐标 轴 上 的 单位 点 . €] 是 我 们 的 实 
数 单位 ,没有 新 的 东西 ,但 是 e; 呢 ? 关 于 e 的 续 法 具有 一 个 几 
何 意义 , 由 于 ee 一 6, 故 @ 是 e 旋转 90" 得 到 的 点 , 我们 简单 
地 定义 一 el 为 es 旋转 90" 得 到 的 点 , 即 e:， es 二 一 ei, 现在 看 数 
之 乘 以 F2 会 发 生 什 么 : 

Coe es (TE yes) = — ye re,. 
图 12.4 显示 缚 以 e; 后, 向量 x 沿 道 时 针 方向 旋 
转 了 90” 

从 现在 起 ,我 们 记 @ 二 1,e; 二 i, 则 z= 十 
yi 一 一 1. 易 知 复数 在 加 法 与 丧 法 运算 下 是 一 
个 数 域 . 这 表明 你 可 以 像 实数 一 样 来 计算 它们 ， 
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12.3 


丸 到 素 3: 有 有 


但 是 不 能 比较 它们 的 大 小 . a<<6 不 能 依 通 党 所 希望 得 到 的 序 的 
性 质 来 定义 . 

前 面 已 知 履 以 i 的 运算 是 将 平面 旋转 90" ,我 们 还 能 给 出 关 

于 点 a 将 平面 旋转 90 的 公式 . 这 就 是 

x a—i(z—a), 
事实 上 ,将 2 平移 到 原点 , 则 z 变 为 z 一 ;旋转 90° 后 变 为 i(z 一 
a) ,再 平移 回去 就 得 x = a 十 i(z 一 a), 利用 这 一 结果 可 以 解 一 些 
简单 的 经 典 问 题 ， 

例 9 某 人 在 其 图 楼 上 发 现 了 基于 一 个 去 世 很 扩 的 海盗 的 
描述 ,上 面 写 着 ;到 达 岛 处 ,从 绞 架 边 出 发 , 走 到 榆树 六， 并 记 算 
所 走 的 步 数 , 左 转 90", 走 同样 的 步 数 到 这 点 g', 现在 再 次 从 绞 
架 边 出 发 , 走 到 无 花 果 持 索 , 记 算 所 走 的 步 
数 , 右 转 90", 走 同样 的 步 数 到 达 点 中 ,宝藏 。 
理 在 gg 与 g 的 中 点 处 . 

一 个 人 走 到 了 岛 上 ,并 发 现 了 榆树 和 “ 
无 花 果 树 的 位 置 。 和 ff, 但 是 绞 架 已 经 不 复 a 
存在 了 . 求 宝藏 所 在 的 位 置 z. 

图 12.5 告诉 我 们 

g =etile—g)g =f+i(tg—), 


12.58 


这 在 几何 上 非常 容易 解释 , m 一 “5 是 线段 ef 的 中 点 . 进一步 ， 


— 


mm 一 :也 ,这 个 向 量 需 赣 时 针 旋转 90" 才 能 得 到 7 , 绞 架 原来 
的 位 置 无 关 紧 要 

乘法 运算 z=az 是 从 原点 出 发 旋转 变换 与 伸缩 14| 的 变换 
的 合成 ,旋转 的 角度 是 向 量 a 与 x 轴 正 向 的 夹 角 . 这 一 点 很 容易 
证 明 , 如 果 我 们 不 用 三 角 来 处 理 , 则 三 角 就 会 没有 用 处 
记 ela) 为 角度 a 终 边 所 在 方向 上 的 单位 向 量 , jeCa) | =1， 
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闫 牧 阅 拓 游 入 峰 


刚 
eta) ef 站 一 efa 十 有 )， (1) 
现在 我 们 可 这 样 来 定义 正弦 与 余弦 隔 数 : 
ea) 一 cosa 才 fsina， (C2) 
eg) cos isino—eta)—_ Ll. £3) 
P(r) 


下 面 我 们 用 复数 来 证 明 一 些 经 典 定理 . 

例 10 Napoleon 三 角形 以 一 个 三 角形 的 三 边 向 形 外 (或 
形 内 ) 作 正三 吸 形 , 则 这 些 正 三 角形 的 中 心 为 顶点 形成 一 个 正三 
角形 (Napoleon 外 三 角形 和 内 三 角形 ). 


要 re 一 “3 为 4 次 人 即 s 一 1 ,日 


E 十 E 一 1. 
在 图 12.6 中 ,我 们 有 名 ==a 十 (c 一 a)e,c 
pt ta—b)e, a —e+ {hp—c)e, 转 126 Napoleon 二 角形 . 
3 —c)=e 0 bec—a=2c—a—b+ (26—a— ec)e, 
3 一 c=a6 一 十 cb 二 ac 一 2 十 (8+c— 2a)e, 
3tar cl)e —=et2c—a—b)+(e—1)(2p—a—ec) 
二 &4 十 5 一 闻 十 ef 十 cr 一 2 一 3 一 ci) 
例 11 洛 一 个 外边 形 的 各 边 向 形 外 各 作 一 个 正方 形 , 设 各 
正方 形 的 中 心 依次 为 xysgya. 证 明 ; 线 段 7z 与 yx 相互 是 直 而 
且 相 苇 . 


ateh ;她 0 ey -2 te Ht 
和 i te 一 如 
2 ti 
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一 eh bo 

uy ti Th, yi 7). 
最 后 一 式 表明 yu 是 由 zz 旋转 90? 所 得 ， 

例 12 活 三 角形 age 的 过 如 ac 分 别 向 形 外 人 必 正 方形 cag 广 
和 acmn. 证 明 : 这 两 个 正方 形 的 中 心 de, 这 aP 的 中 点 上 和 边 
MP 的 中 点 了 是 荣 个 正 廊 形 的 顶点 . 

这 是 一 个 常规 问题 . 事实 上 ,gefd 是 一 个 平行 四 按 形 , 因 为 
它 的 顶 上 后 是 四 边 形 abprm 各 边 的 中 点 . 我 们 只 第 证 上 明 eg 和 gd 
是 相互 率直 且 相 等 的 , 这 只 需 注意 到 


(可 一 四)i 一 “7 


“< 一 一品 . 

例 13 设 aiasas 各 有 及 ， 个 正 向 的 正三 角形 (顶点 依 
北 时 镍 方向 排列 的 三 角形 xyz 称 为 是 正 向 的 ,否则 是 北向 
的 一 一 译 者 注 ), 点 ci 是 线段 4a 轴 ; 的 中 点 ,证 明 : 三 角形 cjczcy 是 
正三 角形 . 

记 a 一 aa 一 ba 一 4 一 eta 一 上 ,这 里 三 角形 wiazas 为 正 
三 角形 的 事实 已 经 用 到 . 类 伏 处 理 兰 角形 BB :二 ce, = 二 d， 
号 一 5 十 std 一 c). 现在 有 


_Q& 十 ec btd = biad—a—ec - 
9 Ca 9 4 一 一 -一 十 E 四 


进一步 有 
+d—a—ec 十 dd 一 a 一 上 
Cy 一 人 TOTE 六 


ea 一 如 一 Eco 一 C 
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翌 汐 风 尖 持 才 呈 
例 14 设 AA,B,C,DD 是 平面 上 的 4 个 点 .证 明 ， 
IAB; " iCDI 二 |BC!' 1ADI 宇 |AC| ，|BD| (Ptolemy 不 
等 式 ), 等 号 当 且 仅 当 及 ,B,C,D 共 轩 或 共 线 时 成 立 ， 
证 明 ; 对 平面 中 任意 4 个 点 x ,x ,za:z4， 有 等 式 
{eo 一 ee (2 ), 
由 三 角形 不 等 式 |z | 十 |zs | 之 1zi 十 zz] ;可 名 
EE 
之 | za 一 2 | "|z O22) 
从 而 
AB|': |CDI+|BC| * [AD| 宇 |AC| ， |BD|. 
等 号 当 有 仅 当 (zs 一 zi )(z4 一 2) 和 (zs 一 z2)(z, 一 zi) 方 向 相同 时 


取 到 , 艺 它 们 的 商 为 正 实数 . 分 别 记 一 > Xa4 
和 涯 一 宇 的 辐 角 为 a 积 x, 则 NN 
妆 ee 
To 一 | 4 - 。 1 
Zz 2 一 为 正 实数 esa 十 pp 一 0 ， 2 


妈 和 ,B,C,D 共 图 ,或 者 4 一 ,一 0 , 即 共 线 . 
注意 ,在 图 12.7 中 ,a,y 相等 且 方 向 相反 ， 图 12.7 
a| = |x| 是 四 边 形 内 接 于 一 个 贺 的 充 要 条 件 . 


问 题 
1, 证 明 
| 癌 人 天 十 | 也 玉 天 二 | 是 BC 有 十 | 于 十 | 了 
二 和 十 亡 一 也 十 万 . 


2. 设 4,8B,C 是 4 个 空间 中 的 点 .证 骨 下 述 定理 :如 果 对 
室 间 中 的 任意 一 点 闵 , 均 有 |AX|: 十 ICX|:==|BX|: 十 | DX|:， 
那么 ABCD 是 一 个 矩形 . 

3, 以 入 ABC 的 三 边 为 边 , 分别 向 形 外 作 和 矩形 ABDE， 
BCFG 和 CARI. 证明 :线段 HE,DG,FI 的 中 垂 线 共 点 . 
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4. 正 # 边 形 Al'…'A 内 接 于 以 〇 为 圆心 ,R 为 半径 的 圆 , X 
是 平面 上 任意 一 点 ,4 二 1OX|. 证 明 : > | AX | 二 nCR? 十 d*). 
1 


5. 正三 角形 ABC 内 接 于 一 个 圆 .证 明 : 当 ”一 2 或 4 时 ， 
PA* 十 PP" 十 PC 对 加 上 的 任意 一 点 卫 ; 是 一 个 定 值 . 

6. 设 下 为 正方 形 ABCD 的 外 接 圆 圭一 点 . 证 明 : 当 n= 二 2， 
4,6 时 ,PA" 十 PB" 十 PC 十 PI 的 值 与 忆 的 选择 无 关 . 

7. 证 明 Euler 定理 ; 设 MN 和 PQ 为 四 边 形 ABCDP 的 中 
线 , 风 |AC|? 十 1BDI:=2( MN|’ 二 + .PQ|2). 


8. 求 点 义 的 轨迹 ,使 得 AX .CCB .AX. 

9. 三 个 点 A,B,C 满足 1AC|: 十 BC 一 信守 -这 3 个 点 
之 韶 的 位 置 关 系 是 什么 ? 

10. 设 M 为 平面 上 - -点 ,ABCD 是 一 个 矩形 . 证 明 ; MA ， 
MC=—MB . MP. 

11, 点 玉 ,F,G,HH 分 别 分 ABCD 的 各 进 所 成 的 比 相同 . 求 


EFGH 为 平行 四 边 形 的 条 件 . 
12. 设 Q@ 是 平面 上 任意 一 点 ，M 为 AB 的 中 点 . 证 明 : 


QAL:+ QBl:=2|QMI*+ 4 


13. 设 A,B,C,D 为 空间 4 个 点 ,用 AB 表示 点 和 和 昌之 
间 的 距离 ,等 等 .证明 ;AC 十 BD 十 AD: 二 BC>AB: 十 CP. 

14. 证 明 : 如 果 一 个 斜 ( 非 平面 的 ;四 边 形 的 两 组 对 边 分 别 
相等 ,那么 联结 两 对 角 线 中 点 的 直线 与 两 条 对 角 线 都 甜 直 , 反 过 
来 ,如 果 一 个 斜 四 边 形 的 两 对 角 线 中 点 的 联 线 与 其 对 角 线 都 垂 
直 ,那么 其 两 组 对 边 分 别 相 等 ， 

15. 设 4BC 是 一 个 三 角形 ,O 为 空间 任意 一 点 . 证 明 : 

AB: BC+CA<IOA +OB: +OC). 
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16. 4 ,了 ,CD 为 空间 中 的 4 个 眠 ,证 明 :4B TCDeAC 十 
BD:=AD: + BO. 

17. ABCD 是 - -个 加 内 接 四 边 形 . 证 明 : 过 每 边 的 中 点 作对 
按 的 垂 线 所 得 的 6 条 直线 共 点 . 这 里 两 条 对 角 线 视 为 一 组 对 边 . 

18, 设 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交 于 点 口 .证 明 

ABTBC CD DA =2C ACF+ FO + DF) 
恰 在 4C | BD 或 一 条 对 骨 线 被 ;平分 时 成 立 . 

19. 四 面体 OABC 中 ,10A|=|BC|=a,|0B|=|AC|=4， 
IOC 一 14 了 =c 设 4A9CI 分 别 是 和 ABC 和 六 4COC 的 重心 ,证 
明 : 若 (04 | BGO, 则 af 十 二 357. 

20, 硬 一 个 单位 正方 体 中 ,考虑 相 邻 两 个 面 的 两 条 不 共 面 
的 面 邓 角 线 . 求 它 们 之 局 的 最 小 距离 ， 

21. 四 边 形 ABCD 的 两 对 边 长 度 为 | AB|=a,|CD|==c, 且 
这 两 边 之 闽 的 爽 角 为 史 联结 另外 岗 条 对 边 中 点 的 线段 MIN 的 
长 为 和 多少? 

22. 考虑 ?个 向 量 e ，…, 4,，|4a, |1 委 1 证明, 丰 和 式 ¢ 一 
士 & 士 … 士 Go 中 可 以 恰当 选择 正 负 号 ,使 得 jz 二 Y2. 

23. PP 为 一 个 给 定 的 圆 内 的 定点 ,从 已 出 发 的 两 条 互相 重 
直 的 射线 ( 称 这 两 条 射线 为 从 书 出 发 的 一 个 “射线 对 ”一 - 校 
注 ) 分 别 交 圆 于 点 A 和 了 召 . 点 入 是 由 PA ,PB 确定 的 矩形 的 另 一 
个 顶点 . 求 由 三 出 发 的 所 有 这 样 的 射线 对 确定 的 点 @@ 的 轨迹 ， 

24. P 是 一 个 给 定 的 球 内 的 定点 ,从 PP 出 发 的 3 条 两 两 重 
直 的 射线 分 别 交 球 于 点 A,B,C. 由 PA,PB,PC 确定 的 长 方 体 
中 与 P 相对 的 顶点 为 Q. 求 由 P 了 中 发 的 所 有 这 样 的 射线 组 确定 
的 @ 的 办 迹 . (IMO 1978) 

25. 求 点 和 ,使 得 X 到 一 个 三 角形 的 3 个 顶点 A,B,C 的 距 
离 的 平方 和 最 小 . 

26. 设 口 是 和 4B6C 的 外 旋 ,DD 为 AB 的 中 点 ,EE 为 和 ACD 
的 重心 . 证 明 :CD LOEG31AB| 二 1AC1l. 
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27. 设 ABC 是 一 个 三 角形 .证 明 : 存 在 啡 一 一 点 和 ,使 得 三 
角形 XAB,XBCXCA 的 各 边 长 的 平方 和 相等 . 给 出 天 的 一 种 
几何 解 妓 ， 

下 面 的 问题 除了 40 和 41 外 ,都 将 月 复数 来 求解 . 有 时 恰当 
选择 原点 会 方便 很 多 ， 

28. 以 bc 为 顶点 的 三 角形 为 正三 角形 的 充 要 条 件 蚌 
a Teab—phe—caC—d. 

29. 以 关于 一 个 点 中 心 对 称 的 六 边 形 的 各 边 为 边 作 正 三 角 
形 ( 都 向 形 外 或 都 向 形 内 一 一 译 老 注 , 将 这 些 三 角形 的 相 邻 顶 
点 连结 成 线段 . 证明, 所 得 6 条 线段 的 中 点 构成 一 个 正六 边 形 . 

30. 八 ABC 为 正三 角形 ,一 条 平行 于 AC 的 直线 分 别 交 AB 
和 BC 于 点 M 和 PP,D 为 入 PMB 的 重心 ,FF 为 AP 的 中 点 . 求 
入 DEC 各 内 角 的 大 小 . 

31 仿 OAB 和 和 AOA1B1 是 有 公共 顶点 的 两 个 止 向 的 正三 
角形 . 证明 :OB,OA! 和 有 AB 的 中 点 是 某 个 正三 角形 的 顶点 . 

32. AOAB 和 和 0O04 8B 是 两 个 同 向 的 正三 角形 ,S 是 
A 信 OAB 的 重心 , M,N 分 别 是 A'B 和 AB 的 中 点 . 证 明 : 
ASWB coASNA (IMO 1977 预选 题 ) 

33. 梯形 ABCD 内 接 于 一 个 以 O 为 圆心 ,|BC|=1DA|==r 
为 半径 的 圆 . 证 明 ,半径 QA,OB 及 边 CD 的 中 点 是 某 个 正三 角 
形 的 顶点 ， 

34. 以 四 边 形 ABCD 的 各 边 分 别 向 形 外 作 正 三 角形 PAS， 
4BP, BCQ 和 CDR. 点 Ad ,A 分 别 为 入 DAS 和 入 CDR 的 重 
心 , 阁 四 按 形 ABCD 的 相对 方向 作 正 三 角形 MiMT. 求 和信 PQT 
各 内 角 的 大 小 . 

35. 设 玉 , G, 日, 『 是 以 四 边 形 ABCD 的 边 ( 向 形 外 或 形 
内 一 一 译 者 注 ) 所 作 正 三 角形 的 顶点 . M,N ,P,Q@ 分 别 是 EG， 
HR,AC,BD 的 中 点 . 四 边 形 PMQN 的 形状 是 什么 ? 

36. 证 四 边 形 ABCD 披 其 对 角 线 ( 迹 点 为 中) 分 为 4 个 三 角 
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形 AOB,BOC,COD, DOA. 设 SS: 为 第 一 个 和 第 3 个 二 角形 
的 重心 ,和 看; , 昌 ; 为 另外 两 个 三 角形 的 重心 , 证 明 : H; Ts | SiS;. 
37. 点 卫 , 下 分 别 是 以 六 APC 的 边 AB 和 BC 向 形 外 所 作 正 
三 角形 的 顶点 . 证 明 ; 由 BD,BE 和 AC 的 中 点 围 成 的 三 角形 为 
正三 角形 . 
38. DD 为 锐角 三 角形 ABC 内 一 点 ,使 得 .ADB= ACB-t 


90", 且 |AC| |BD|=!4D|，|BC|. 来 | 全 | 站 : 的 值 


(JIMO 1993) 
39, 正三 角形 OAB,OA1B1,0OA;B; 是 以 口 为 公共 顶点 的 3 
个 正 向 二 角形 ,证 明 : 由 BA ,BA ,BA 的 中 点 赎 成 的 三 角形 
为 正三 角形 . 
和 40. 设 Pi(i 王 1,，2,，…, 7) 都 是 一 个 单位 球 上 的 点 . 证 明 : 
> | PP, = 


41. 给 定 一 个 长 方 体 ABCDEFC 王 .证 明 下 述 结 论 ， 

@ 体 对 角 线 的 平方 和 和 车 于 3 条 村 长 的 平方 和 的 4 司 . 

@ 从 某 个 顶点 出 发 的 体 对 角 线 的 平方 等 于 由 该 点 出 发 的 三 
条 面 对 角 线 的 平方 和 威 去 三 条 校 的 平方 和 ， 

e 从 某 个 顶点 出 发 的 体 对 角 线 与 3 条 楼 之 和 大 于 从 该 点 出 
发 的 三 条 面 对 线 之 和 . 

® | 十 站 十 二 十 | 人 | 十 | 十 生字 | 十 下 十 | 直上 el 十 全 十 
a|, (ATMO 1972) 

42. 以 一 个 西 四 边 形 的 各 边 向 形 外 作 正 三 角形 , 证 明 ; 连 结 
六 ABP 和 和 从 CDQ 的 顶点 形成 的 线段 PQ 与 线段 RS 垂直 (这 里 
尺 ,S 是 务 外 两 个 三 角形 的 中 心 ), 并 且 1PQ| = 二 vy31RSj1. 

43. 平面 土 给 定 一 个 点 PB 和 一 个 二 角形 AAsAh, 设 A= 
入 -445 这 4. 构造 点 列 望 , 忆 , 户 ,: 如 下 :点 Pi 是 PP 绕 点 A 
沿 逆 时 和 针 方 向 { 即 数学 意义 上 的 正方 向 ) 旋 转 120° (8 一 0,1,2， 
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…)， 证 明 : 若 Psgs = Po ;由 六 A A A, 为 正二 角形 . 《IMT 1986) 
44. 以 一 个 中 心 对 称 的 六 边 形 的 边 分 别 作 正六 边 形 . 证 明 ， 
它们 的 中 心 围 成 一 个 正六 边 形 . (和 A，Barlotti 定理 的 特殊 情形 ) 
45, 向 正方 形 ABCD 形 内 作 正 三 角形 4ABK ,BCL ,CDM 和 
DAN. 证 明 , 线 段 KL,LM,MN,NK 的 中 点 和 另外 8 条 线段 
AK,BK,BL,CL;CM,DM,DN,AN 的 中 点 是 一 个 正 12 边 形 
的 顶点 ， 


解答 

1. 将 天 过 的 等 式 展 开 人 台 并 得 (4 十 C 一 了 一 D) 一 0, 故 和 十 
C=B 十 D, 即 ABCD 是 一 个 平行 四 边 形 . 

2. 利用 常规 变形 ,得 A 十 CC 一 B: 一 了 二 2X(A 十 C 一 B 一 
D) ,此 等 式 对 平面 上 任意 一 点 苹 均 成 立 的 充 要 条 件 是 


ATC=B+D (1) 
和 

A:+C=B: +r. (2) 

由 《13 知 
(A+O? =(B+TD): A+C+2AC 

=B:+D:+2BD. (3) 
从 (3) 中 减 去 (2) 得 

2A: C=2B. D. (4) 


从 (2) 中 减 去 (4}) 得 CA 一 C= 二 (8B 一 
D): ,从 而 此 平行 四 边 形 具有 相同 长 度 
前 对 角 线 , 故 它 是 一 个 矩形 . 我 们 已 证 
明了 此 性 质 刻 画 了 和 窍 形 的 特征 , 这 一 吕 
点 在 后 面 的 若干 问题 中 (例如 下 一 个 
问题 ) 将 是 有 用 的 . 

3. 如 图 12.8 所 示 , 设 PP 是 HE 和 
DG 的 中 和 一线 的 交点 . 利用 上 题 的 缠 图 12.8 


论 ,可知 
PB:+PF=PA:+PD’,PA: + PFS=PC+PH:, 
PC + PG = PB:+ PF. 
下 太一 PC 人 为 了 DG 中 重 线 上 一 点 ， 
PH: 二 PEP 为 HE 中 重 线 上 一 点 . 
因此 ,PR 二 PF ,从 而 PP 为 IF 中 重 线 二 一 点 ， 
4. 我 们 有 4 十 … | A 二 D0, |AX|:==A: 十 XX? 一 2A,， 色 二 
Rt 一 2A,， 针 ,于 是 |AyX| 十 … 十 | ,XX|? 二 nCR: 十 q2). 
5. 设 习 为 其 圆心 ,R 为 半径 , 则 
PA =(P—A):=P:—2P +: A+A:—2R:—2A.P 
=2(R:—A.P), 
PA +PB:-+ POE=6R—2P. (A+B+0) =6R:, 
PA!+ PB!+ PO 
=12R'—8R:(A+B+TC) + P+4cA + PY: 
+4(B* PY +4(P + CY 
=12R' 二 4R![ cos:$ 十 cos’ (a 二 办 十 cos’ (a 一 加] 二 18R1. 
这 里 用 到 了 前 面 问题 的 结论 . 
6. 如 图 12.9, 有 PA? 一 27r2 一 


27i: cos$, PB: 一 272 一 2rzcos (与 —#) : 

POCO?—27icos(x—D ,PD 一 272 一 
.1 

2r?cos (至 十 $), PA 二 PB: 十 PG 十 围 129 JOP| 二 1,04| 


PD =8r . 类似 地 ,利用 上 面 的 式 子 展 =|0OB'=r 
开 后 ,合并 同类 项 ,得 
PA:+PB'+ PC +PD =24r 和 PA + PB: + PC + 


PD = 80r’. 
7, 将 公式 M= 5 N=cPP=B5,Q=DHA 代 入 


和 欲 证 的 式 子 , 经 常规 变形 后 可 得 恒等式 . 
一 400 一 


全 当 六 少 


入 【其 一 由) 项 一 全 一 (一 各) XAOSOX—(AT+B).: 


X=—A， Be(X 一 2 =-( 乞 # <) (以 AB 为 直径 的 圆 ). 


9. 2CC—AY T+2(C—BY=(B— AYSGICTA TTB 一 


4AC—1BC+2AB=00502C—A— BY =0%C- 人 人. 


10. 由 ABCD 为 矩形 ， 可 知 A 十 C=B 十 D, 且 | A 一 C|= 
1B 一 DD.. 现在 CA 一 MD (CC 一 MD=(B 一 MD 一 MMDSAC— BD 
一 {A 一 B 十 C 一 DM. 由 有 十 C=B 十 D 可 知 ,; 只 需 证 明 AC= 
BD, 而 这 由 (4 十 CO) ?= 二 (B 十 DY)? 及 (A 一 C0)? 一 (8B 一 DY 两 式 相 
减 可 得 . 

11. 设 E=(1 一 站 A 十 iB, 则 F=(] 一 站 B 二 :CC,G 二 (一 中 C 
十 太 , 晶 二 (1 一 站 D 十 tA, EFGH 为 平行 四 边 形 的 充 要 条 御 为 EE 
十 G 二 FF 十 是, 这 蕴含 

(1—)A+IB+(1 C+D 
二 (1 一 站 B 十 记 十 一 DD 二 1A 
SATC—B—DD— i 一 BC—D)=0 
全 (1 一 20(04 一 BC 一 D) 一 0 


t= 元 或 者 让 十 C= 二 B 十 DD. 


故 条 件 为 下 ,FEF,G, 分 别 为 各 边 的 中 点 或 者 4BCD 为 一 平行 
四 边 形 . 


12 (A—Q}+(B—Q)'=2M-Q + A + 
2 _ 时 
pr me 现在 4 十 一 2M， 


13， 并 规约 全 等 变形 给 二 
A+TB+C+D TA B+2C. D—2A. C—2B. DO— 
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2A :DD—2B' C20O(A+B—C—D)’ 0. 


生字 在 ABCD 为 平行 四 边 形 时 取 到 . 
14. 下 面 我 们 需要 证 明 () (2)(3),(4), 
(A—BY* (A~—B}=(C—D): (C—D), (1) 
(B—C) (一 中) 一 (4 一 站 )。(4 一 万 )， [2 ) 
[CCB+ 古 ) 一 (4 二 和] (A—0)=0, (3) 
[B+ (A+O]: (B—D}=0. (4} 


将 (1) 与 (2}) 相 加 和 相 减 ,分 别 得 (3) 与 (4) ,而 将 (3) 与 {4) 相 加 和 
相 减 分 别 得 (1} 与 (2). 第 4 节 中 我 们 将 给 出 一 个 简单 的 几何 证 
明 . 

15. 设 口 为 原点 , 则 3A: 十 3B: 十 3C 一 (A 一 B): 一 (B 一 OY? 
一 (一 A) 宇 0GA 十 B 十 C3 二 2A B 十 2B :C+2C ， A063 
(4 二 上 B 十 CO 之 0, 最 后 一 个 不 等 式 是 显然 的 . 等 号 当 上 且 侈 当 4 十 
B 二 C==Q 时 成 立 , 这 里 〇 为 重心 

16. ACG++BD:=AD BCGO(C— A TD—B) =(D— 
A tC-BYEA' (CC—D=B: (C— De(A—B). (C— 


D)=005AB 1 市 
17. 设 其 外 接 回回 心 为 原点 ,考虑 点 $= 人 时 十 ,名 


段 AB 的 中 点 到 S 的 向 量 为 -5 上 , 则 由 1C|= | D| ,可 知 该 向 量 


与 CD 垂直 , 对 另外 的 5 条 线段 BC,CD,DA,AC 和 BD 有 类 似 
的 结论 . 

18. 设 口 为 原点 , 则 2A? 十 2B? 十 2G 十 2D? 一 (B 一 AY? 一 CC 
—B):~(D—O:—(A—D):=0SGA: BIB C+C. D+D. 
4=0cB (A+C)+D.: (A+O)=0G(A+C) : (B+D)=0 
守 A+C=D0 或 B 十 D=0 或 ACJ BDSO 为 AC 或 BD 的 中 点 
或 者 AC | BD. 


19. 由 条 件 知 A, 一 -A = 


"一 a 有 A。 —B) 
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一 0. 这 表明 (A 十 B 十 品 ( 有 A 十 C 一 3B) 二 0, 它 等 价 于 
他 十 全 一 3 十 2accos8 一 26pcosy 一 25ccosa 一 站 ， C1) 
在 和 信人 ABC 中 , 田 余 纺 定 更 可 元 
Zaccosp—a tr ~ ,2abcosy=a + —e, 
2hceosa=B 二 Te a. (2) 
将 (与 (2) 中 的 三 角 隙 数 消 去 ,得 a 十 c= 二 35. 
20. 在 图 12.10 中 , 设 口 为 原 品 ,A,B,C 为 形成 正方 体 的 3 
个 单位 向 量 . A 一 B 和 及 十 己 是 相 邻 面 上 的 
两 条 不 共 面 的 对 第 线 . 向 量 P 一 @ 与 这 两 条 
对 和 角 线 都 垂直 ( 邯 PQ 为 4 一 已 与 4 十 CC 的 
公 重 线段 一 一 译 者 注 ), 则 1 PQI 是 所 求 的 最 
小 距离 . 现 设 P=(1 一 x)A 二 xB,Q=y(A 
十 人 也 一 名] A—B,P—Q, AtC,ALB, 
有 CCLA4A. 我 们 得 
【已 一 局 10 一下) 一 0 一 1 一 2 一 y 一 0， 
PQ CATC)=0>1—x—2y=0, 


解 得 z=y 一 上 从 而 P= 2 二 8， oO A+C ,p_0= A+B-C, 


_ol:=1 3 
IP Ql = 二 ,|PQl= 也 . 


21. 在 条 件 G 一 4 ,一 DC 下 ,我们 有 六 = N 一 M 一 艺人 一 


“= B— 2 一 全 十 三，| 六 下 一 (地 十 吧 十 2accosg)/4， 


中 rs 
所 以 ,| 元 | 二 v4 十 ec es 
22. 若 a ,5 ,是 模 长 不 超过 1 的 向 量 , 则 和 式 a 填 5,a 土 侣 ， 
a 士 < 中 必 有 一 个 模 长 不 超过 1, 这 是 因为 士 , 士 如 , 士 中 必 有 


两 个 向 量 的 来 角 不 超过 60 , 困 此 其 中 有 两 个 向 量 的 差 的 模 不 超 
过 1. 利用 这 种 方式 ,我 们 可 将 问题 转化 为 两 个 向 量 a,5 的 情形 , 
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约 关 问题 肚 第 请 


由 Fa 与 5 夹 角 及 4 与 -5 的 夹 角 中 有 -一 个 不 超过 90", 所 以 |a 一 | 


志 y2 或 者 |a |vy2. 及 
23. 在 图 12.11 中 , 设 〇 为 并 心 .中 为 o ， 

半径 . 记 Pi 二 p, 通 过 作 图 ,可 知 所 求 轨迹 P 

是 与 给 定 圆 同 心 药 六 . 让 我 们 来 证 明 这 一 0 


点 . 在 此 问题 中 ,我 们 不 应 恋 记 证 明了 两 个 命 
题 . 首先 是 证 明 久 在 一 个 加 上 ,其 次 是 让 
明 该 贺 上 的 每 一 点 都 是 所 求 轩 迹 上 的 点 . 
注意 到 有 @=P 十 (A--P} 十 (B 一 PP), 故 

=P+(A—P)Y+(B—P): |2P(A— P+2P(B—P) 

=Pi 二 + A+ Pi—?2A. PtHR1P—2BrPr2oA.P 
十 2P， B—47 
=2R*— p:. 
从 页 就 证 明了 QQ 在 以 O 为 圆心 v2R? 一 户 为 半径 的 陪 上 . 反 过 
米 , 还 需 证 明 这 个 圆 上 的 每 一 点 都 在 要 求 的 轨迹 上 . 为 此 设 位 
是 该 加 上 任意 一 点 , 作 一 个 以 PQ 为 直径 的 圆 , 它 交 给 定 的 网 于 
4,B, 则 PA1A4Q,PB1BQ' 但 是 ,我 们 是 否 还 有 PA | PPB ,也 
就 是 说 PAQB 是 和 否 为 长 方形 昵 ? 注意 到 
IOP|? 二 + |0Q|:= p+2R!— p=2R:, 
104|:+10B|: =R:+R:=2R’=|OP|:+ |OQ|’ 
=|0OA| 二 |0B|:. 

最 后 一 个 人 性质 刻画 了 长 方形 的 特征 , 故 PAQB 为 长 方形 . 

24. 与 平面 的 情形 类 似 , 我 们 有 QQ@ 二 P+ (A 一 P) 十 (B 一 P) 
十 (C 一 已 ) ,于 是 

QC =P+(A—P):+(B—P) t+(C— Py 
+2P， (A—P)+2P.， (B~—P)+2P. (0C—P) 
一 3 民 - —2p:. 
从 而 ,@ 在 以 OQ 为 球 心 v3R: 一 2 为 半径 的 球 上 . 接 下 去 需要 
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团 12.11 


第 隆 索 政和 


证 明 该 球 上 每 一 点 包 都 是 所 求 轨迹 上 的 扩 , 这 可 以 与 前 面 类 似 
地 加 以 处 理 . 

25. 记 3S 一 A 十 B 十 C, 则 CX 一 A)? 十 (X 一 B)* CX 一 CY 
=3X’—2(A+B+C)X+A + +C =3X—2SX+S:)— 
35°+A: 二 B+C' 一 3(X 一 S)? 十 和 十 Br 十 Cr 一 3S?. 当 X=S 
时 ,此 式 取 最 小 值 

tH+C— ET 


(BTBTC HCA _ate te 
3 3 
其 中 abc 为 人 ABC 的 三 边 长 . 
26. 左边 的 式 子 等 价 于 
入 十 也 


(4 .CC 
2 3 

全 (4 十 B 一 2C) + (3A+B+2C)=0 

党 4A。， 阳 一 44，C 一 0 后 4 (B—C0C}=0. 


三 0 


而 右边 为 

(B—A):=(C—A} COA. B=A CSA.: (B— 0 =0. 

27. {NX—A) (XR— BA—B:—(X—B) +(X— 人 0): 
二 (B00 二 (XC 二 (XA +(C—AY, 

由 第 一 个 等 号 ,展开 合并 同类 项 后 ,得 

20C—A) + X=—=20 —2A:+2A + B—2B. CEO(C—A}. x 
二 {<C 一 A)(C 二 A 一 BB), 记 B= 二 C 十 A 一 B, 得 (C 一 A) + 六 ==(C 
一 A)，B', 它 等 价 于 (C 一 A)，(X 一 B 二 0, 或 AC 。BX 一 0， 
即 4C1BX, 点 X 在 过 B ,垂直 于 AC 的 直线 上 . 利用 循环 排 
列 ,可 知 怀 在 过 4' 一 B 十 C 一 A、 垂 直 于 BC 的 直线 上 ,也 在 过 


CC 一 A 十 B 一 C, 垂 直 于 AB 的 直线 上 ,这 3 条 直线 必 相 交 , 这 是 
因为 前 面 两 个 等 式 列 含 第 3 个 等 式 . 此 外 ,我 们 可 知 它们 交 于 一 
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拓 岂 拓 雪 烛 用 


点 ,这 交点 是 AAA4 BC 的 重心 CILemeoine 点 )， 

28, 把 局 十 太 十 c 一 ab 一 Be 一 ca 一 0 着 成 是 关于 a 的 一 元 二 
次 方程 , 它 有 解 a 十 Bw 十 cw 二 0 和 a 十 Bi 十 cw 一 0. 第 一 个 方程 
刻 面 一 个 正 向 的 正三 角形 ,第 二 个 刻 曾 一 个 负 疝 正三 角形 . 事实 
上 ,一 个 正 向 三 角形 (a,5,c} 为 正三 角形 的 充 要 条 件 是 {B 一 a)w 
二 cb, 它 可 变 为 a 十 bw 十 cw 二 0 的 形式 . 改变 b,c 的 位 置 , 得 第 
二 个 解 对 应 一 个 八 向 正三 角形 , 这 里 w 是 三 次 单位 根 . 

29. 沁 该 六 边 形 的 中 心 为 上, 记 其 顶点 为 (a,8,c, 一 4, 一 6， 
一 站 .在 边 (a,b ,cc 一 aa) 人 一 ay 一 分 上 所 作 的 正三 角形 
的 第 3 个 顶点 分 别 记 为 eg. 记 (dseyyfey PPg) 的 中 点 
为 p,q'r. 则 利用 单位 很 所 二 1, 可 知 

d=b+ (a—b)e,e—et(b— oe, 
f=~—atictae p= pith—a)e. 


对 中 点 我 们 得 到 
一 Ce 的 ca 一 c)E 
P= ， 
et f_ cat(tath)e 
一 n 人 9 了 
_ FE_ 一 4 一 0 十 (二 ce 
rT 
对 边 pg 和 gr ,我 们 有 
十 一) 
9 q 7 ， < 
A 
一 《5 十 _ | 
_ 如 十 让 2 Oe as. 9 ， 
Mm 
这 就 完成 了 证 明 . 


30. 在 图 12.12 中 , 设 A,B 对 应 的 复数 国 12.12 
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第 : 拉 辣 妃 机 
为 a 各 , 则 
M=—ta, P=tae, D—$(1+e),E=S (1+e). 
从 而 我 们 有 


DE=4(3—21+ie), DC=§(3e—t—#), 


2e DE=& (3 —!t—te). 


因此 ,和信 CDE 的 三 个 内 角 分 别 为 30 ,60 ,90 ， 
31, 设 咒 ， 太 ， B, 和 A 多 B, 对 应 的 复数 分 别 为 Q， 这 9 UE? 下 ， 
be , 则 


现在 我 们 有 好 一 一生 一 p 广 , 故 pqr 为 正三 角形 


32 分 别 用 复数 0,a,ae ,48,be 表示 点 0,A,B,A',B , 则 


一 各 ,52 和 失 ， A —b，, M 一 所 4， 


SAM SS=3t ee ,SMe = 一 a 十 Se ， 


5B 


一 a 二 (30—a)e 
SB=—— 本 


,SM= 
类 似 地 ,可 证 5A 二 2 SN. 这 证 明了 欲 证 的 命题 ， 
33. 用 复数 5, he，d， de 表示 点 B,C,D,A， 中 点 为 
de bp _dtitbhe 


PP od 2 2 
一 bde —* dtpbe 
pg 一 Pr= 9 


现在 我 们 有 
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绑 决 桂 渤 的 业 滋 
~ ,dle i)_ dtpb de 
Pe 
傅 题 获 证 . 
34. 介 别 用 复数 aca 表示 点 上 ,了 ,CD 作 图 可 知 


—pr. 


入 PQT 是 等 厢 三 角形 ,日 “PTQ= 120*. 这 引导 我 们 证 明 TQe 


=—TP. 
S=at(d—we, P=hi (ta—b)e, 
Q=c+ hoe R=d+(c—d)e. 
Mi = 了 8 二 dd 一 ae,M chadt led)e, 


T 一 由 TUM Meut2et aoe 
， 一 ce 


荐 =P_ 了 = 一 4 寺 36 一 2 十 (26 一 36 十 ee 
3 时 


Te=0Q—T= 一 如 1 0 ae , Toe= -证 


35. 设 A,B,C,… 对 应 的 复数 分 别 为 a,5,c,…, 我 们 有 
e=p+ tah)e, fect+{h—o)e, 
B=dt(c—d)eh=at(d—a)e. 
一 -Pd abterd, 


2 2 2 
,一 fih_atc bctda 
2 2 2 : 
aitec 0 二 dz 
PP 9 


由 于 m 十 n 二 p 十 q; 故 MQNP 为 平行 四 边 
形 . 

36. 先 计算 人 ABC 中 的 高 上 面 的 一 段 。 ， 险 
A (如 图 12.13). 我 们 有 |AD|=bcosa，4 一 
AH| 一 J 全 一 嫩 癌 , 利用 正弦 定理 可 知 。 。 图 坟 13 
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第 2 和 沪 :有 


-= 二 由 此 得 AH 一 acetc 用 对 角 线 的 交点 作 原点 ， 旭 
图 12.14. 我 们 有 
_A+B 


1 = 一 ,= 


二 DD 
3 pd +. 


3 
S15,=3(C+D~A—B). 


今 APDOA 一 人 BOC=w, 由 于 |AH1= 
ceotay 我们 有 12.14 


OE, =i(B— Cycotw, OF; =i(D—A)cotw, 


HiH,=H,—H,=icotw(C+D—A—B). 
由 于 乘 以 1 的 变换 是 旋 半 90 ,所 以 SS | HiH;. 
37. 设 卫 ,QQ, 尺 分别 是 BD,BE 和 AC 的 中 点 . 则 
Eee 26 十 (aa 一 biE 6 十 ce 十 (一 5 
rp 


之 2 
2 一 一 C 十 (aa 一 pg 一 和 十 (一 上 
pr 
2 2 
(p—n)e— ee 


于 是 g 一 r 一 tp 一 rs: 从 而 三 角形 pqr 为 正三 角形 . 
38. 分 别 用 复数 asbrc.0 表示 及 ;B,C,D, 并 设 


_ JAC| _|BC| _ 
一 上 = 二 '， /CAD=a. 


得 a 一 c 二 se*a yc 一 5b 一 sie*5 ,因此 c=all 一 e*) 二 bp(1 十 je*), (a 
—P)c=s(eraciebe) = sabLe (lsie) ie: (1—se") |= sabe" 
(1 二 六, 政 |AB| :|CD|= a—6|* Icl=sla :|bIy2= |AC| 
， |BD; ， 2,T 


[ABI. JCD|_ 万 
1AC| » |BD| 


名 凌 问 是 的 第 聊 


12.2 几何 变换 


这 一 节 中 等 距 变 接 和 相似 蛮 接 及 它们 的 综合 使 用 被 经 带 用 
来 证 明定 理 或 解 题 ,可 用 同 重 或 复数 来 解 的 癌 题 道 常 就 是 几何 
变换 中 的 好 例子 , 事实 上 ,向量 是 一 种 平移 变换 , 它 是 特殊 的 等 
中 变换 . 乘 以 一 个 复数 是 从 如 出 发 的 旋转 与 伸缩 变换 的 组 合 ， 

等 距 变 摸 是 平面 (或 空间 ) 上 保持 距离 不 变 的 一 一 对 应 , 在 
平面 上 , 顺 向 等 距 变 接 保 持 方 向 不 恋 , 它 们 是 平移 和 旋转 . 而 反 
向 的 等 距 变 换 没 有 保 方向 的 性 质 , 它 们 是 反射 和 温 动 反射 . 最 后 
一 种 变换 在 竞赛 中 几乎 用 不 到 . 平移 变换 除 恒 等 变 换 外 没有 不 
动 点 ,而 恒 等 变换 下 每 一 个 点 部 是 不 动 点 . 旋转 变换 只 有 一 个 不 
动 点 , 在 反 回 等 上 距 变 换 中 ,反射 变换 以 反射 直线 上 所 有 点 为 不 动 
点 . 而 滑动 反射 只 要 不 是 反射 变换 , 则 它 没 有 不 动 点 . 每 一 个 顺 
问 等 跑 变 换 都 是 两 个 反射 变换 的 综合 . 每 一 个 反 向 等 此 变 换 是 
一 个 或 3 个 反射 变换 的 合成 ， 

绕 点 了 旋转 角度 加 的 变换 是 以 过 P 的 两 条 夹 角 为 #4 的 直 
线 为 对 称 轴 的 反射 变换 ， 平移 变换 是 以 两 条 平行 直线 为 对 称 轴 
的 反射 的 乘积 ,该 平移 变换 的 方向 垂直 于 平行 直线 ,距离 是 两 
平行 线 之 间距 离 的 两 倍 . 绕 4,B 的 两 个 半 转 变换 ( 即 中 心 对 


称 一 一 译 者 注 ) 的 乘积 是 平移 变换 2 A 

我 们 给 出 一 些 用 几何 变换 解 题 的 例子 . 

例 1 Napokeon 三 角形 ”以 一 个 三 角形 的 三 边 4C,BC， 
站 BB 为 底 边 向 形 外 (或 形 内 }) 必 顶 角 为 120° c 
的 三 角形 ,三 个 顶点 分 别 为 ,QQ,RR, 证 明 ， 
PR 为 正三 角形 . 

如 图 12.15 所 示 ， Plswr 5 Qizwo Rizo: 二 了 
因为 它 是 有 一 个 不 动 点 A 的 平移 变换 ,从 
而 是 恒 等 变换 ， 因此 Pjzw ?Qi20 二 尺 _1zw. 现 
在 以 PQ 为 边 作 一 个 正三 角形 ,得 另 一 个 图 12.15 
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顶点 尺 , 则 
Pi ose = bog og or= por=R’ ye, 

因 引 Ri =R 120° ;上 忆 们 是 有 相同 不 动 点 的 相同 的 旋转 变换 ， 所 
以 及 一 及 

例 2 现在 我 们 再 来 解 第 12.1 节 的 第 ¢ 
32 题 (IMO 预选 题 1977)., 如 图 12.16 ,从 也 ; 
作 2 和 售 的 伸缩 变换 ,然后 绕 口 作 60 的 旋转 
变换 , 则 M 变 到 下 ,而 S 为 不 动 点 . 因此 B 
MSB'==80", 有 日 SM; SB =1:2, 类 似 地 
ANSA = 60", SN : SA 一 1:2, 所 以 图 12.16 
人 SMB' ASNA.. 

例 3 证 我 们 再 看 另 一 个 已 用 复数 解 过 的 问题 . 以 和 ABC 
的 边 AB 和 BC 向 外 必 正 三 角形 得 顶点 了 和 ,证 明 ;AC,BD， 


BE 的 中 点 症 一 个 正三 角形 的 顶点 . E 
我 们 必须 证 明 图 12.17 中 的 AMNP 为 正 Cc 

三 角形 ,思路 是 经 过 一 系列 变换 将 N 变 到 P, 这 龙 

些 变换 的 合成 价 好 是 绕 M 旋 转 60°, 这 样 的 变换 | 


序列 是 容易 找到 的 :以 B 为 中 心 , 作 变 换 率 为 2 
的 伸 缘 变换 ; 绕 B 旋转 一 60 ; 作 关 于 计 的 对 称 
变换 ; 绕 B 旋 转 一 60" ;以 B 为 中 心 ; 作 变换 率 为 


去 的 健 缩 变换 . 它 将 N 一 D 一 A->C 一 己 > 了 .在 
此 变换 下 ,人 为 不 动 点 ,事实 上 MM 一 MM Mi 一 MM 因为 


12.17 


两 次 伟 缩 率 2 与 亏 合 成 为 一 个 等 距 一 一 
变换 ,故此 变换 列 的 合成 是 绕 M 旋 B 
转 一 60* 十 180* 一 60° 一 60°. 了 

例 4 如 图 12.18 所 示 , 梯形 P 


ABCD 中 ,AB/CD.P 为 BC 上任 


意 一 点 (与 日， C 不 重合 ) ,联结 PPD, 设 MM 为 8 的 中 点 ; 广 二 PD 


苯 虑 下 列 位 似 变换 
Ho:A*C, He:C—B. 
显然 , Ho or 将 A 变 到 B, 且 M4 为 不 动 点 .由 于 M 为 AB 的 中 
点 ,改变 换 Ho 。Hp 二 Hw 是 关于 财 的 对 称 变换 . 但 基 万 o:Y~ 
D, Hp: D>X. 走 Hys YX, 从 而 [MX 一 |AYL， 

例 $5 以 四 边 形 ABCD 的 边 AB,BC,CD,DA 为 边 轮 流向 
形 外 和 形 内 必 正 三 角形 ,得 顶点 站 ,WW, 六 ,2Z. 证 明 ;YWAXZ 是 一 
个 平行 四 按 形 . 

一 个 平行 四 岂 形 是 由 平移 变换 产 牛 的 . 因此 我 们 试图 寻找 
若干 变 换 , 使 它们 的 乘积 为 一 个 平移 变换 . 这 样 的 乘积 是 容易 找 
到 的 , AproC_er 是 一 个 平移 变换 , 它 将 Y 亚 为 多 ,Z 变 为 入 ,于 


是 YY 一 2 有 ,事实 上 
YB WZ SD TEX 
例 5 这 是 前 面 问题 的 推广 . 我 们 将 条 件 * 正 三 角形 ” 改 为 " 直 
楼 相似 的 三 角形 ” 如 图 12.19 所 示 . 结果 x 
仍然 是 -一 个 平行 如 边 形 . 


事实 上 , 设 | 一 7, 我 们 有 

A。 oh (二 oClryeC-, = 了 ,这 是 一 个 
平移 变换 

7 一 -W,Z- 二 X2 访 = 歼 

例 7 给 定 两 个 相对 项 点 入,C， 作 一 个 平行 四 边 形 , 使 得 男 
外 两 个 顶点 落 在 某 个 给 定 轩 上 . 


平行 四 边 形 是 中 心 对 称 图 形 , 其 中 心 M 是 AC 的 中 点 . 关 
于 好 的 对 称 变换 将 另外 两 个 项 点 互 换 , 从 而 它们 必 落 在 两 个 关 


图 12.19 


一 人 2 一 
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于 邮 中 心 对 称 的 圆 上 , 故 它 们 是 该 给 定 圆 与 它 的 反射 (关于 点 
MD 圆 的 交点 . 

例 8 给 定 顶 点 及 ,已 ; 作 一 个 平行 四 边 形 ABCD, 使 得 B,D 
到 给 定点 五 的 距离 分 别 为 rr 和 5s. 

将 玉 关 于 AC 的 中 点 对 反射 到 三 ,现在 可 以 通过 作 以 王 
为 圆心 ,r 为 半径 的 圆 及 以 王 为 圆心 s 为 半径 的 圆 交 于 点 B. 

例 9 给 定点 蕊 ;中 , 作 一 个 平行 四 边 形 ABC 了 ,使 得 A,B 
到 给 定点 五 的 距离 分 别 为 mr 和 5， 


在 平移 变换 AD 下 点 玉 变 为 E'. 由 于 可 作出 人 DEC ,使 其 
三 边 长 分 别 为 1CD| ,1DE' |==r, |EC|==s, 从 而 将 DC 作 平 移 


变换 已 巨 , 所 得 的 像 就 是 AB. 

例 芭 给 定 两 个 图 wpa 及 点 P, 作 一 个 辆 与 a,al 相 切 ,并 
司 得 过 两 雪上 点 的 直线 过 点 PP 

要 帮 的 加 rr 与 圆 a ,a 《圆心 分 别 为 品 ,O,) 切 于 点 六 ,B, 这 
里 PE AB, 我 们 考虑 以 A 为 中 心 的 变换 ,将 a 变 为 x, 和 以 昌 为 
中 心 的 变换 将 7 变 为 aj. 这 两 个 变换 的 合成 将 a 变 为 a1 ,并 且 其 
中 心 为 S 一 4B3 门 OO ,这 表明 A,B 由 P 和 5 确定 ,这 里 5S 是 将 
a 变 为 ai 的 相似 变换 的 中 心 . 如 果 a,m 不 相同 ; 则 有 两 个 这 样 
的 相似 中 心 $5,51 ,使 得 ea 如 果 SP 与 S1P 中 有 一 条 直线 与 a 
和 和 a 都 有 交点 , 则 可 以 得 解 .至 多 有 4 个 解 ;两 个 圆 xy 相应 于 
SP, 妃 两 个 圆 相 应 于 SR 具有 负 的 伸缩 变换 系数 ), 如 图 12.20 所 


一 43 一 


解决 所 是 的 能 小 


示 ; 该 图 给 出 了 关于 5 的 两 个 解 ,第 二 个 解 没 有 画 出 , 它 是 以 Y 
为 圆心 .与 wa 切 于 点 ,DD 的 圆 . 

例 11 给 定 一 个 辆 \、 它 的 一 条 直径 六 B 和 平面 上 一 点 了 ,过 
点 已 作 AB 的 垂 线 , 只 允许 用 直 尺 . 这 里 直 尺 仅 可 以 作 过 两 点 的 
直线 . 

该 问题 对 绝 大 多 数 点 了 的 位 置 是 容 
易 解决 的 . 如 图 12.21, 联 结 AP, BP, 分 别 
与 倍 交 于 点 C,D. 于 是 可 作出 AC 和 BD， 
它们 的 交点 为 日 .由 AC | BP,BDLAP,，44 
可 于 只 为 人 ABP 的 垂 心 , 故 PH | AB, 当 
点 卫 在 圆 内 时 ,所 作 的 直线 同上 ,只 是 这 
时 卫 变 为 垂 心 了 ,这 种 情形 与 图 12.22 的 图 12.21 
情形 没有 太太 区 别 . 现在 考虑 点 已 在 圆 上 的 情形 . 如 图 12.23， 
这 时 一 个 新 的 想法 是 在 了 外 取 一 点 Q@, 这 包 作 AB 的 垂 线 ,该 重 
线 与 给 定 贺 交 于 两 点 丸和 3. 如 果 我 们 可 以 作出 了 关于 AB 的 
对 称 点 P , 那 就 作出 了 PP 到 AB 的 重 线 . 具体 的 做 法 是 ;由 于 所 
得 的 民 ,S 关于 AB 对 称 , 联结 SP, 与 AB 交 于 点 了, 作 直 线 
RT, 交 了 辐 子 P', 则 PP’ | AB. 

PF 


RR 
P 
| C0 
， 0， 
， 地 


NP 
图 12.22 .图 12.23 
下 面 考虑 了 在 4B 土 的 情形 . 如 图 12.24, 我 们 要 作出 过 P 
的 AB 的 垂 线 ,这 是 -… 个 难得 多 的 问题 . 现在 需要 作出 AB 的 二 
条 重 线 ,第 一 条 交 AB 于 外 , 交 图 于 点 S 和 S 3; 另 一 条 交 AB 于 
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R. 连 SP,SP, 它们 分 别 与 第 二 条 垂 线 交 干 点 工 和 了 接 下 去 
最 简单 的 方法 是 利用 关于 直线 SS 的 前 
切 变换 ,该 变换 把 了 及 变 为 RT, 前 切 变 
换 保 持 面 积 不 变 , 且 将 直线 变 为 直线 . 现 
在 梯形 STRQ 和 SRTQ 有 相同 的 面 
舱 ,S T 变 为 SRQR 变 为 QT 由 于 
ASPQ 和 入 S'P'Q 有 相同 的 面积 , 且 有 
相同 的 底 SQ, 改 它们 有 相间 的 高 . 凤 PP 
与 P' 到 S'Q 的 距离 相等 , 因此 , PP | 
AB, 

例 12 给 定 各 边 长 及 联结 AB 和 CD 中 点 的 中 线 MN , 求 
必 四 边 形 点 BBC 已. 

对 ABCD 作 关 于 点 3H 的 中 心 对 
称 变 换 得 ABD'C',N 变 为 Ni1. 将 DN 


作 平 称 变换 让 A 变 为 AA, ,类 似 地 作 平 


移 CB 将 CN 变 为 BB,. 这 样 人 A 人 ANIN 
可 以 根据 已 知 边 长 作出 同样 ， 
人 入 MAA, 可 根据 已 知 边 长 作出 ， 其余 一 

的 顶点 可 以 平凡 地 予以 确定 . 如 图 图 二 25 
12,25 所 示 . 


问 匮 
1. 正三 角形 ABC 和 ABC 有 相同 的 方向 , 设 P,Q,R 分 别 
是 BC ,C4 ,4B 的 中 点 , 证 明 ; 人 和信 PQR 为 正三 角形 . 
2, 设 M,N 分 别 是 梯形 ABCD 两 底 的 中 点 , 证 明 ; MN 过 
对 角 线 交点 〇 和 两 腰 廷 长线 的 交点 S. 
3. 将 点 卫 与 A4BC 的 各 顶点 联结 起 来 . 分 别 作 直线 AP 一 
y:BP=z,CP 二 x 美 干 各 内 骨科,B,C 的 平分 线 对 称 的 直线 v， 
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za 下 证明 :at 部 过 革 个 点 总 ， 

和 设 rz 是 过 点 也 分 别 与 人 ABC 的 三 边 c,a,8 垂直 的 
一 条 直线 , 现 将 x,y,z 分 别 作 关 于 cave 的 中 点 对 称 的 直线 
vs 证 明 :;w,v,ww 部 过 某 个 点 已 . 

5. 设 上 是 一 个 锐角 内 的 一 点 , 作 一 个 二 角形 ABC, 使 B,C 
分 别 在 该 角 的 两 边 上 , 自 使 入 ABC 的 周 长 最 小 ， 

6. 两 个 图 内 切 于 点 六, 一 条 荐 线 分 别 交 两 圆 于 点 M,N ,PP， 
QQ 证明; AMAP= NAGQ. 

7, MN 是 圆 w 的 一 条 弦 , 在 其 中 的 一 段 圆 弧 内 ,两 个 圆 mw 
和 ma 分 别 内 切 圆 于 点 及 ,人 C, 切 强 MN 于 点 B,D, 证明: AB 
村 CD 的 交点 与 a! 和 ws 的 选择 无 关 ， 

8. 考虑 n 个 图 CCCe1 二 人 ;其 中 C, 与 Ct 外 切 于 点 Ti, 
i 二 1,24 呈 sn 从 Ci 上 的 任意 一 点 A 出 发 ,对 每 个 i( 1 过) 
作 下 线 和 AAT; 交 回 Ci 于 点 4 CGC 上 的 点 A 与 A 的 位 置 
关系 如 何 ” 推 广 你 的 结论 ， 

9. 给 定 一 条 直线 a 和 一 点 已 , 尽 可 能 少 地 使 用 线 ( 圆 弧 或 线 
段 ), 作 出 a 的 过 点 也 的 重 线 , 如 果 PFa, 这 个 问题 对 学 过 几何 
的 高 中 生 是 众所周知 的 . 但 车 PEa, 使 用 最 少 条 数 的 线 作 出 垂 
线 的 方法 鲜 为 人 知 ,这 一 点 读者 可 从 我 们 的 解答 看 出 来 . 

10. 设 A,B,C,D 是 共 线 的 4 个 点 ,过 及 ,B 作 一 对 平行 线 
(ab ,过 人 ,DD 作 一 对 平行 线 (c,q) ,使 得 (a,5) 门 (c,d)== PQRS 
是 一 个 止 方形 . 

11. 过 一 个 着 内 的 一 点 PP 作 一 条 直线 ,使 该 直线 与 角 的 两 
边 图 成 的 三 角形 面积 最 小 . 

12, 语 和 ABC 的 边 CA 和 和 CB 向 形 外 作 正 方形 CAMN 和 
CBPQ, 设 它们 的 中 心 分 别 为 品 ,二 ,点 五 ,下 分 别 是 MP 和 NNQ 
的 中 点 .证 明 :A 人 4ABD 和 AQOC 开 都 是 等 厦 直 和 角 三 角形 . 

13. 已 知 a ob oa 一 oa ob, 求 a,b 的 位 置 关 系 , 这 里 oa 表示 
关于 直线 a 作 反 射 变 换 ， 
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14. 如 果 a ob oc od 一 b oa od or, 求 ac 的 位 置 关 系 ， 

15. 四 边 形 ABCD 中 ,A 关于 B 的 对 称 点 为 A1，B 关于 CC 
的 对 称 点 为 B1,C 关于 DD 的 对 称 点 为 C1,D 关于 A 的 对 称 点 为 
万. 如果 A ,B,Ci, 有 DD 为 已 知 点 ,请 作出 ABCD. 并 求 ABCD 
与 入 1B1CiDi 的 面积 之 间 的 大 小 关系 . 

16. 在 下边 形 ABCD 中 ,4 关于 的 对 称 点 为 A1,B 关于 
D 的 对 称 点 为 B,C 关于 让 的 对 称 点 为 C1,D 关于 B 的 对 称 点 
为 DD ,比较 ABCD 与 A1B1CiD, 的 面积 . 

17. 沿 信 ABC 的 各 边 作 正三 角形 得 项 点 D,E,F. 如 果 也 ， 
FF,F 为 给 定点 ,请 作出 入 ABC. 

18, 以 平行 四 边 形 ABCD 的 边 AB ,DA 为 边 作 正三 角形 ， 
得 项 点 EE 和 FF, 证明; 入 ECF 为 正三 角形 . 

19. 在 仿 ABC 的 各 过 上 取 点 P,Q,R; 合 得 AP=2PB, BQ 
二 2QC,CR 二 2RA. 如 果 P,Q,R 为 已 知 点 ,请 作出 八 ABC. 

20. 已 知人 4BC 的 两 条 边 8,c, 且 中 线 AD 分 前 和 的 比 为 
1:2, 即 BAD=aACAD=2aa 为 未 知 角 . 求 作 人 ABC 

21. 三 块 两 两 三 直 的 平面 镜 被 用 作 一 辆 自行 车 的 尾部 反光 
镜 , 证 明 ; 若 一 条 光线 被 每 面 镜子 反射 一 次 , 则 它 河原 来 的 方向 
射 回 ， 

之 2 P,Q,R 为 平面 上 给 定 的 + 个 点 ， 作 一 个 四 边 形 ABCD, 
使 得 |AB|= 二 18C|=|1CDI ,县 P,Q,R 为 AB,BC,CD 的 中 点 ， 

23. P 为 正方 形 ABCD 内 一 点 ，| PD|= 二 1，| PA|=2， 
1PB|=3. 求人 AAPD 的 大 小 . 

24. P 为 一 个 边 长 为 s 的 正三 角形 ABC 内 一 点 , 它 到 顶点 
4A,B:C 的 距离 为 3,4,5. 求 * 的 值 . 


解 答 


。 (人 , aA{ 滞 
| P CC P Am CR CD pr Ao py (7) 


能 决 问题 得 生 刚 


nABL_ CD ll ,yp 11, 
2 设 | 及 | = 4, 则 二 >. 这 样 变换 O[ joS() 将 


A 与 如 互相 交换 , 故 它 等 于 M( 一 1), 类 似 地 ,SG)o0( 一 二 将 
全 与 六 竹 相 交换 ,内 此 , 它 是 变换 N( 一 1). 这 表明 MEOS,NE 
(5, 

3, 如 图 12.26,axr 二 wb ,by 二 ve cz 二 wu 二 =axrb, v= byc, 
TT 一 区 和 更 出 PEe 2 Yr TY 是 :一 个 关于 直线 的 反射 寺 


Tyerye = JPuuwn artbyccrzadrbbyccza—ala—= l=>u, vw 


过 菜 个 公共 点 外. 


图 12.27 


4. 旭 图 12.27, px 二 wg 过 一 pr us peerg— perecg= 
ArB. 类 位 地 ,vw 一 ByC,w= 二 CzA. 现在 有 wnrcuvww 一 ArBByCC- 
zAArTBByCCzA=—AryzryzA=AIA=JT. 从 而 #yviw 过 某 个 公 
共 后 @. 

5. 如 图 12.28, 将 A 关于 5 作 反 射 , 得 点 M, 将 入 关于 c 作 
友 射 ,得 六 ,直线 MN 与 角 吕 〇 的 两 边 交 于 点 N 
B,C, 则 A 和 ABC 具有 最 小 周 长 . 事实 上 , 设 > 
B,C 为 psc 上 另外 任意 两 点 , 测 | AB., | 十 
BCI+ICN|>|IMN|=|MB| 十 1BC| 十 和 
ICN|=1ABI+|1BC|I+1CAT. 

6. 在 图 12.29 中 ,以 A 为 中 心 的 位 似 变 
摘 将 圆 w 变 为 圆 w .我 们 有 N P' ANMQ= 
MN’=POQ=»> /PAQ= /MAN. 
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图 12.28 


蕴 本/ 习 


图 12.29 12.30 


7. 如 图 12.30, 世 及 为 中 心 的 位 似 变 措 将 wi 变 为 wsMN 变 
为 过 点 五 的 ow 的 切线 , 以 CC 为 中 心 的 位 似 变 挨 将 os 变 为 w， 
MN 变 为 过 点 的 的 切线 , 从 击 AB 和 CD 交 于 后 E， 

8. 我 们 考虑 # 个 位 似 变 换 ,第 i 个 以 T, 为 中 心 ,将 C; 变 为 
Cn 刚 TCA )o To (Ah2D)orero 了 ,C4,) 是 C1 到 CC 的 nn 次 反射. 结 
果 在 = 为 傅 数 时 为 恒 等 变 换 , 当 = 为 奇数 时 为 反射 变换 .从 而 ， 
当 n 为 偶数 时 生 一 内 ， 当 nn 为 订 数 时 AA,.) 

与 4 为 | 的 某 条 直径 的 两 个 端点 . s 

9, 图 12.31 给 出 了 第 三 种 情形 的 构造 . 
它 十 分 有 趣 且 鲜 为 人 知 , 在 直线 外 任 取 一 点 
Q, 以 QQ 为 圆心 作 一 个 过 卫 的 圆 ,过 该 贺 与 直 R~、、 7P 
线 的 交点 民 作 直 径 RQ 交 圆 于 点 S, 则 SP 与 
直线 a 垂直 . 我 们 需要 作 一 个 圆 和 两 条 直线 ， 
, 它 比 经 典 的 作 图 方式 少 用 一 条 直线 . 

10. 设 PQRS 为 要 作 的 正方 形 , 则 
了 PSKR 各 A 人 BQC 的 角 平 分 线 分 别 过 
以 BC ,AD 为 直径 的 圆 上 的 点 N 和 
M, 这 里 N,M 为 半圆 弧 BC 和 AD 的 
中 点 . 

i1. 如 图 12.32, ao05 是 给 定 角 ， 
过 也 作 任意 直线 MN ,MEa,NEb. 设 图 12.32 


衣 岂 风量 的 征 卫 


IMP| 过 |PN|. 现在 将 a 关于 点 PP 作 中 心 对 称 得 真 线 a , 设 a 
门 5==B,a 门 MN 一 K ,PBNMNa=A, 则 A 和 OAB 的 面积 比 入 OMN 
的 面积 少 一 块 , 这 少 掉 的 恰 是 心 BKWN 的 面积 . 

12. 如 图 12.33,4-woB-so 是 一 个 反射 变换 ,将 M 变 为 卫 ， 
其 中 心 对 称 点 D 是 PM 的 中 点 . 
关于 两 个 旋转 变换 的 合成 的 定理 
告诉 我 们 ; DAB = DBA = 
15". 这 表明 入 ADB 为 一 个 等 腰 直 
角 一 角形 , 燃 似 地 ,利用 绕 O; 和 
{2 作 90 旋转 ,我 们 可 以 证 明 
上 人 人 天 也 有 类 似 性 质 . 图 12.33 

13, 设 中 基 直 线 a ,8 的 交点 , (a 了 = 和 刚 aoB oa 二 oa 


bp ob od ob oa ob=JT, 从 而 总 二 ?5,8$ 一 之 


14. 在 等 式 ubecd 一 badc 的 两 边 各 左 乘 a8 并 右 乘 dc ,得 
(op 和 一 (ac ,着 aW5, 则 a,5,csd 都 平行 , 车 a 不 平行 于 45, 有 号 
它们 不 垂直 , 则 a,b,c,d 有 一 个 公共 点 ;车 na4b 县 c |d, 则 这 两 
组 直线 的 位 置 关系 是 任意 的 . 


1s 位 他 杰 换 的 人 成 ( 序 )oh 人 二 je (joA (和) 


位 似 变换 A (元). 我 们 可 以 利用 平面 上 任意 一 点 X 在 上 述 合成 
变换 下 的 像 来 确定 点 A. 由 如 及 其 像 了 ,可 找到 点 A. 由 于 外 是 
任意 的 ,我 们 可 取 XA, 则 Y 是 A 在 变换 Ai{ 去)o4。 (二 js 


As ( 读 )*4, (去 ] 下 的 像 


16. 四 边 形 ABCD 的 面积 为 | AC|，|BD|。sing, 这 里 $ 淤 
两 对 角 线 AC 和 BD 的 夹 角 . 由 于 四 边 形 A1BiCiD, 的 两 对 角 
线 之 问 的 夹 角 也 是 $, 而 对 角 线 长 度 为 前 者 的 3 倍 . 故 其 面积 是 
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站 BCD 面积 的 93 从. 
17. PowoGQoeoRer 是 一 个 反对 .在 此 映射 下 PP 变 为 P,PP' 
的 中 点 即 为 A. 
18. 变换 FE(60 ) 使 点 五 为 不 动 点 ,而 把 下 变 为 C. 事实 上 ， 
FAE 一 PRBC 一 120" 十 ce， 
这 里 = 是 AFE 与 AE 之 问 的 前 ， 
1 


19. P( 一 广 j*Q( 一 二 jo。R( 一 广 )=A( 一 去 ,我 们 可 以 从 


请 = 一 此 得 到 点 A, 如 果 P 是 忆 在 变换 A( 一 言 ) 下 的 像 的 
话 ， 

20. 将 和 关于 4D 对 称 反射 到 琅 , 则 ED 是 入 EBC 的 中 线 ， 
国 此 ADABE, 晶 “4ABE= 一 DAB=w 故 1AE| 一 | 了 BE 一 六 从 
而 入 4BE 可 以 由 它 的 边 来 作出 , 现在 作 AD/ BE, 将 王 关 于 
AD 反射 得 C. 

21. 这 些 镜子 正好 构成 一 个 空间 坐标 系 ,原点 口 为 这 3 个 
平面 的 唯一 公共 点 , 沿 所 有 平面 反射 的 会 成 是 关于 点 口 的 反 
射 , 它 保 证 光线 沿 来 路 返回 . 事实 上 ,关于 yz 一 ,zz 一 和 xy 一 平 
面 反 对 的 结果 为 {ryyy2)-rC 一 Ty 一 Xx 一 yz) 环 (一文 ， 
yy). 

22, BB, 蕊 分别 在 PQ 一 m 和 QER=ms 的 性 直 平 分 线 上 , 设 
它们 的 交点 为 QO， 现在 miOms 中 含有 点 Q, 我 们 必须 从 mm 
Mi? 关于 QQ 作 中 心 对 称 得 m5 +. 它 与 | 变 于 点 B, 其 余 的 作法 是 
平凡 的 ， 

23. 将 正方 形 绕 4 点 旋转 十 90", 则 BB 二 D,C—C ,DD 
D ,PP .我 们 有 AP1 AP ,1AP|=|AP'|==2, 故 入 APP' 
中 ,APP 一 45". 因为 | PP 1 一 2 ,而 以 32 十 1 一 (V332 ,我 们 
有 PP' 1 PD. 帮 APD= APP' 二 PPD=135". 
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十 决 隔 最 的 荣 入 


24. 分 别 将 点 也 沿 BC,C4 和 有 AB 作对 称 变换 得 点 4 ,B， 
C, 六 边 形 AC BA CB 的 面积 可 以 用 两 种 方式 计算 . 一 方面 , 它 


是 人 ABC 面积 的 两 倍 , 即 为 避 . 另 一 方面 ,其 面积 是 边 长 分 别 


为 3v3,4v3,5w3 的 直角 三 角形 4 有 与 六 ACE 六 BA 和 
ACE A 的 面积 之 和 ,后 面 3 个 三 角形 的 两 边 长 已 知 , 自 夹 角 都 


是 120, 我 们 可 得 *=V 25 十 12 y3. 
12.3 经 典 欧 氏 几何 


这 是 竞赛 中 最 重要 的 一 个 课题 , 在 IMO 的 6 个 试题 中 通常 
有 岗 个 出 自 初 等 几何 , 有 一 些 题 用 向 量 ,复数 或 几何 变换 处 理 显 
得 方便 些 ,但 是 通常 需要 一 些 基 本 的 欧 氏 几何 事实 和 技巧 来 解 
决 . 我 们 不 把 那些 预备 知识 列 出 来 ,而 直接 利用 它们 , 我 们 先 来 
讲 一 组 可 以 在 普通 课堂 上 讲解 的 简单 问题 ,而 本 章 的 主要 部 分 
则 由 一 些 由 较 难 问题 到 很 难 的 问题 混合 组 成 . 这 里 只 给 出 一 个 
典型 的 例子 . 

例 1 一 个 长 方 体 有 一 个 截面 是 正六 边 形 . 证 明 :该 长 方 体 
是 一 个 正方 体 . 

例 1 属于 容易 题 的 范围 ,但 它 并 不 意味 着 是 平凡 的 . 一 旦 你 
找到 了 正确 的 思路 ,问题 就 会 立即 简 
化 . 简化 的 思路 是 将 正六 边 形 每 隔 一 
条 边 延 长 , 交 出 一 个 正三 角形 . 如 图 
12.34, 这 个 正三 角形 的 顶点 K,L,M 
落 在 长 方 体 的 楼 AB,AA, 和 AD 的 
延长 线 上 .由 KL 一 LM, KAL = 
人 LAM 二 90 及 公共 边 LA, 荆 知 图 12.34 
人 六 KAL 竺 人 和 八 MAL, 故 KA 二 MA, 类似 可 证 天 A 一 LA 人 KAN 


八 LAM 一 - 译 者 注 ), 因为 Pa- ,利用 人 LPQIALKM 和 
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有 


舍 了 前 :流向 


ALPAcDALKA, 所 以 AA， -EF,AB- 4, 


这 表明 AA& 一 AB==AD, 故 该 长 方 体 是 正方 体 . 

如 有 果 盒 子 不 是 长 方 性 (那么 它 是 平行 六 面体 一- 译 者 注 )， 
那么 它 也 可 能 有 一 个 截面 是 正六 边 形 , 这 只 需 将 图 12,34 沿 对 
角 线 ACi 近 午 即 可 得 到 . 

12.3.1 容易 的 几何 问题 

1. 一 个 三 角形 的 3 条 中 线 将 该 二 角形 分 为 6 个 面积 相等 的 
部 分 . 

2. 以 AAABC 的 三 条 中 线 为 边 可 以 构成 一 个 三 角形 ,该 三 角 


形 的 面积 等 于 入 ABC 面积 的 二 


3. 两 个 三 角形 是 否 可 以 有 两 条 相等 的 边 , 和 3 个 相等 的 
角 , 但 它们 不 全 等 ? 如 果 是 ,给 出 成 立 的 条 件 . 

4. 一 个 凸 四 过 形 和 被 其 中 线 分 为 4 块 , 证 明 , 可 以 用 这 4 块 图 
形 拼 出 一 全 平行 四 边 形 . 

5. 为 什么 一 张 纸 的 折 痕 总 是 直线 ? 

6. 能 否 用 一 张 3 关 3 的 纸 包 住 一 个 单位 正方 体 的 表面 ? 

7, 以 凸 四 边 形 的 每 边 为 直径 作 圆 , 证 明 :; 这 4 个 图 轩 盖 这 个 
四 边 形 . 次 

8. 证 明 : 图 12.35 中 的 点 B， 
R,C 其 线 . Pp 

9. 设 a;b,csd 是 一 个 面积 为 
六 的 四 边 形 的 边 长 . 证明; a 


(a) A R 


_ 2AM 


AD 3 


2 图 12.35 
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解决 问题 的 生财 


10. 边 长 为 1,4,7.8 的 四 边 形 面积 的 最 大 值 为 多 少 ? 

11. 图 12.36 中 ,一 个 半圆 沿 一 个 站 
角 的 师 迪 祖 动 . 半 赔 周 上 的 点 PP 沿 哪 条 上 直 
线 运动 ? 

12. 说 明 怎 样 用 两 条 直线 将 一 个 一 角 
拒 分 割 为 对 称 的 部 分 , 何 种 三 角形 可 以 用 

-条 直线 分 割 为 对 称 的 两 个 部 分 ? 

13. 你 有 一 条 任意 长 的 绢 子 ,3 个 物 子 图 12.36 
和 一 个 铁 圈 . 用 什么 方法 可 以 挫 住 一 头 
牛 , 使 得 它 可 忆 在 一 个 半圆 形 的 草地 内 的 任何 地 方 吃 草 , 但 不 能 
越过 边界 ? 

14. 在 一 个 a) 两 边 形 ; Cb) 让 六 近 形 内 求 一 点 ,使 得 它 到 乔 
巴 点 的 蝗 离 之 和 最 小 . 对 正 五 边 形 考 虑 同样 的 问题 有 相当 难 诬 ， 
后 面 将 会 处 理 此 问题 

15. 曾 一 个 杞 多边形 及 其 内 部 一 点 ,使 得 没有 一 条 边 可 以 
从 点 0 完整 地 看 到 ， 

16. 面 一 个 凸 多 边 形 及 其 外 部 一 点 D, 使 得 没有 一 -条 边 可 以 
从 口 点 完整 地 看 到 . 

17. 是 否 存 在 一 个 多 面体 太 其 外 部 -- 点 (使 得 该 多 面体 没 
有 一 个 顶点 可 以 从 口 点 看 到 ? 

18. 任 纵 一 个 边 形 . 证明; 必 有 -一 条 对 角 线 在 其 内 部 . 

19. 问 (a)5 角 ;{b)7 和 ;(c)?8 角 星 的 各 内 角 之 和 为 儿 少 ? 

四. 在 一 个 过 长 为 a 的 正方 形 内 作 腰 长 为 5 的 等 腾 二 角形 
CDE ,使 得 ABE=15". 证明,a 一 疡 

21. (只 用 直 尺 求解 ) 给 定 两 条 平行 的 线段 , 求 出 它们 的 中 

22. 《只 用 家 尺 求解 ) 给 定 一 线段 a 及 其 中 点 . 过 点 MEa 作 
直线 g .使 得 gg//a. 

23.《〈 利 用 直 愉 求解 ?给 定 一 个 平行 四 边 形 ,过 其 中 心 作 一 
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条 平行 于 边 的 直线 . 

24. 给 定 平 苞 上 和 的 4 个 点 , 作 长 方形 ,使 其 边 分 别 过 这 4 个 
点 , 求 该 长 方形 的 中 心 的 轨迹 ， 

25. 给 定 了 两 个 点 4, 卫 ,过 吾 必 任意 才 线 ,从 上 引 该 直线 的 
乘 线 . 求 所 有 生 足 的 轨迹 . 

26. 给 定 两 个 点 A,B. 过 B 作 任 意 直线 , 作 A 关于 该 直线 
的 对 称 点 , 求 对 称 点 的 轨迹 . 

27. 给 定 -- 直 线 上 及 其 上 的 两 点 入, 也. 两 个 动 加 分 别 与 1 二 
于 点 4, 刀 ,并 且 它 们 外 切 于 点 时 求 币 的 轨迹 . 

28. 给 定 一 个 圆 C 及 其 内 部 的 两 点 A,B. 在 该 圆 内 作 一 个 
内 接 直 角 三 角形 ,使 其 直 骨 边 分 别 过 A.B. 

29. 设 迟 为 定 上 直线 .B 为 一 定点 . 作 一 个 正方 形 ABCD, 使 A 
Ea. 当 AA 忠 注 a 上 的 每 一 个 点 时 ,点 忆 在 哪 条 直线 上 运动 ? 

30, 一 个 直径 为 > 的 圆滑 一 个 直径 为 2r 的 圆周 内 部 滚动 ， 
该 动 贺 上 一 点 KK 在 哪 条 曲线 上 运动 ? 

31. 两 圆 交 于 4, 了 两 点 ,为 弧 4B 上 一 动 点 . 证明; 了 PA， 
PB 在 另 一 圆 上 截 出 的 苞 CD 的 长 为 定 值 . 

32. 两 个 定 圆 Ci ,Gs 的 圆心 分 别 为 DO ,0%. 求 线段 站 YY 的 中 
点 的 轨迹 ,这 里 XEC .YE GC,. 

33. 设 为 某 三 角形 内 一 点 , 它 到 边 4a,byc 的 距离 分 别 为 
bdool 设 a 二 bc 证明 :有 入 忆 十 十 上 Lh. 等 导 当 且 仅 当 该 
二 角 撒 为 止 三 第 形 时 同时 成 立 . 

34. 设 M 为 线段 AB 的 中 点 . 证 明 ; 对 空间 中 的 任意 一 点 
P, 均 有 

PMI<IPAI+ PB| 


35. 设 M 为 AB 的 中 点 .证明 : 对 空间 任意 点 P, 均 有 
ILPA|I—|1PB||S<2|PM|. 
36. 刻画 出 所 有 与 点 六,B 等 距 的 平面 的 集合 之 特征 . 
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37. 设 殷 是 四 面体 4BCDP 的 重心 . 证明: 对 任意 点 了 ,有 
PG < 去 IPA|+|PBI+ _PCI 十 |PDI)， 


38. 在 上 4BC 中 , 作 和 关于 了 的 对 称 点 和 , 昌 关 于 C 的 对 
点 B' ,CC 美 于 太 的 对 称 点 C'. 请 用 1ABC| 表 示 1AB'C'|( 这 
里 | 有 ABC | 表示 三 角形 的 面积 一 ~- 译 者 注 ). 
39, 用 4 条 边 a,5,c,d 围 出 的 四 边 形 何 时 面积 最 大 ? 
40. 能 否 将 25 美 分 的 硬币 穿 过 一 张 纸 上 一 个 便士 大 小 的 


筷 ? -个 便士 的 直径 是 25 美 分 硬币 直径 的 地 .一 - 译 痢 注 ). 


41. 设 asb,crdse 是 5 条 线段 ,其 中 任意 3 条 可 围 成 一 个 三 
角形 . 证 明 ; 这 样 转 成 的 三 角形 中 必 有 一 个 为 锐角 三 角形 . 

42. 假定 太阳 恰好 直射 到 头顶 上 , 问 : 庶 该 如 何在 水 平 桌面 
土 放 置 一 个 长 方 体 , 才 能 使 它 的 投影 面积 最 大 ? 

43. 对 正四 面体 解 上 面 的 问题 . 

44. 任 给 一 个 凸 nn 边 形 , 在 其 内 部 任 选 mr 个 点 ,将 此 多 边 形 
用 这 w 十 个 点 分 割 为 互 不 重重 的 三 角形 . 问 可 以 得 到 多 少 个 
二 角形 ” 试 将 它 用 吉 ,n 表示 . 

45. 将 空间 中 的 点 用 5 种 颜色 染色 (每 种 颜色 的 点 均 出 
现 ), 证明: 存在 一 个 平面 , 它 上 备至 少 有 4 种 不 同 颜色 的 点 . 

46. 有 足够 多 的 全 等 的 长 方 体 可 用 . 请 给 出 一 种 实用 的 测 
量 这 些 长 方 体 的 体 对 角 线 的 长 度 的 方法 . 

47. 一 个 二 角形 和 的 二 条 疝 的 中 点 共 线 . 问 该 三 角形 有 和 何 形 
状 ? 

48. 一 个 凸 四 边 形 被 其 对 角 线 分 割 为 4 个 言 长 相等 的 三 角 
形 , 间 该 四 边 形 有 体形 状 ? 

4 和 9. 了 为 一 个 正方 形 内 一 点 ,过 卫 分 别 作 各 边 以 及 对 角 线 
的 平行 线 ,将 该 正方 形 分 为 8 个 部 分 . 围绕 点 卫 将 各 部 分 交替 
标注 1，2，1，2，…, 证 明 ; 标 号 为 ] 和 2 的 各 个 部 分 面积 之 和 
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相等 . 

50. 5 个 圆 中 任意 4 个 圆 都 有 一 个 公共 点 . 证 明 :这 5 个 圆 
有 一 个 公共 点 . 

51, 给 是 空间 两 个 平行 的 平面 和 两 个 球 ,第 一 个 平面 与 第 
一 个 球 切 于 点 4, 第 二 个 平面 与 第 二 个 球 切 于 点 B, 且 这 两 个 球 
切 于 点 C. 证 明 ;A,B,C 共 线 . 

52. 能 耕 在 一 个 正方 体内 控 一 个 孔 , 使 得 稍 大 一 些 的 正方 
体 可 以 从 该 孔 中 通过 ? 

53. 一 个 正三 角形 内 接 于 一 个 各,M 为 BC 上 任意 一 点 .证 
明 ; |MA| 一 1MBI 十 |MC|. 

54. 如果 一 个 四 边 形 ABCD 有 内 切 圆 ,其 半径 为 > 证明; 
[ABI+ 1CD | 4dr. 

55. 给 定 平面 上 的 3 个 点 ; 作 一 个 四 边 形 , 使 这 3 个 点 为 其 
相 邻 的 边 的 中 点 , 且 这 3 条 相 邻 的 边 长 度 相 等 ， 

56. 设 a,B,Y 为 基 个 三 角形 的 内 角 , 且 cos3a 十 cos38 十 
cos37 一 1. 证明:a8,7y 中 有 一 个 角 为 120”， 

57. 一 个 棱 欠 的 底面 是 一 个 n 边 形 ,nn 为 奇数 , 能 否 给 每 条 
棱 标 上 一 个 箭头 ,使 所 得 的 向 重 之 和 等 于 0? 

58. 证 明 : 正 方形 是 所 有 外 切 于 半径 为 > 的 贺 的 四 边 形 中 局 
长 最 小 的 图 形 . 

59. 扩 口 为 正二 角形 ABC 内 一 点 , 它 到 边 BC,CA,AB 的 
射影 点 分 别 为 M,N,P. 证 明 ; |AP| 十 |BM| 十 |CN| 的 值 与 0 
点 的 位 置 无 关 ， 

60. 圆心 为 口 和 OF 的 两 个 圆 外 离 , 过 口 作 另 一 个 加 的 切线 
分 别 与 圆 口 交 于 点 4A ,日 .过 局 作 圆 口 的 切线 交 圆 O' 于 点 A 和 
B.AA,A' 在 OOD' 的 同 侧 . 已 知 |44'|=a,|1B8B'|=b, 求 O00. 

61. 设 ABCD 是 一 个 面积 为 的 凸 四 边 形 ,M 为 平面 上 一 
点 ,使 得 |AA4| 2 十 |BAMT 一 |CMI 十 |1DM 一 2F, 求 上,B,C， 
D, AM 之 间 的 英 系 . 
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解决 问题 的 策 硕 


62. 在 纸 上 男 了 一 个 梯形 ABCDCABAACD ,并 自作 出 了 联结 
AD,BC 中 点 的 中 线 FF 线段 (天 AB, 这 里 一 ACNM BD,KE 
AB. 现 刘 除 EF 和 (下 外 ,其 余 线 段 均 被 擦 去 , 请 重新 作用 梯形 ， 

63， 一 个 让 第 下 角形 被 其 斜 边 上 的 高 分 为 两 个 一 角形 
D, 和 和 旋 . 证 明 ;D,D,,D; 的 内 团 阅 半径 之 和 等 于 DD 的 斜 边 上 
的 南 ， 

64. 在 一 个 边 长 为 asbse 的 二 角形 内 作 三 个 内 接 正 方形 , 廊 
长 分 别 为 rz* 旦 各 有 商 个 顶点 分 别 在 边 BC,CA,AB 土 ,证 
明 ; 由 x= 二 yy 二 x 可 得 a 二 b= 

65， 一 个 下 角形 中 户 , 二 12,, 二 20. 证明.?.5<< 有 < 之 30. 

66. 一 个 条 林 中 任意 其 棍 树 的 同 距 小 于 这 两 宰 树 的 高 度 之 
差 , 现 已 知 每 棵 树 的 高 度 都 小 于 100 米 . 证 明 ; 可 以 用 200 米 长 
的 栅栏 将 该 森林 围 住 . 

67. 四 面体 的 内 切 球 和 和 外接 球 的 半径 分 别 为 + 和 RR, 证 明 或 
百 定 :RR 字 37, 

68. 一 个 四 面体 的 对 楼 长 彼此 相等 . 证 明 : 该 四 面体 的 内 心 
与 外 心 重合 . 

9. 点 中 为 一 个 同 四 边 形 内 的 点 ,与 其 顶点 联结 . 求 由 
六 ABO,A 入 BCO,;A 和 CDO, 入 DAO 的 重心 S, 至 5 围 成 的 四 边 


形 的 面积 . 
70. 使 用 无 刻度 的 量 角 器 作出 过 一 个 定点 4 且 与 定 直线 ; 
垂直 的 直线 ， 


71. 如 图 12.37, 它 是 一 个 由 4 条 线段 围 成 的 区 域 , 最 长 边 a 
固定 , 当 最 短 的 边 4 旋转 一 周 时 ,上 在 两 个 c 
极端 情况 之 间 挛 化 . 如 何 确 定 5 的 两 个 极 
值 ? 证 明 :a+ est 二 ce, 即 最 长 边 与 最 着 边 1 
之 和 不 大 于 另 两 边 之 和 ， 

72. 一 个 空间 四 按 形 与 一 个 圆锥 相 切 ， 闭 12.37 
证 明 :4 个 切 点 共 面 ， 
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解 答 


1. 同 底 等 高 的 两 个 -角形 面积 相等 ， 我 们 有 图 12.38 中 所 
示 的 一 些 等 面积 一 角形 . 现存 4a 十 4a 十 b,a 十 6 
二 a+-adtc 都 是 大 三 角形 面积 的 一 半 , 所 以 


de bla 


2. 设 |ABC| 一 F, 作 重心 S$ 关于 AB 中 点 pe 


PP 的 对 称 点 9'， 风 | AS | Sm | ss’| = 
图 12.38 


Sm |AS'|=2|PS| 一 分 m，|AS'S| 一 计 F( 因 为 |ASP| 一 


1F). 将 ASS' 作 关于 A 的 变换 率 为 了 的 伸缩 变换 ,其 面积 变 


天 为 原来 的 地 ,所 得 的 三角 形 ATQ 的 边 长 为 mmm,m ,面积 为 
ATQ|= 字 ,1ABC| = 了 |ABCI. 

3. 存在 这 样 的 两 个 三 角形 , 例如 边 长 为 1, 也 ,了 和 学 , 裤 ， 

全 的 两 个 -角形 ,它们 有 两 条 边 相 等 , 且 它 们 相似 ,从 而 三 个 角 


相等 . 一 般 地 ,两 个 二 角形 a ,ug,ag 利 ag a sa 具有 前 面 的 
性 质 . 为 能 组 成 三 角形 , 需 满足 三 角形 不 等 式 . 当 g>1 时 ,要 求 


天 一 1 V5+l 一 
3 人 tk 

CE 一 

满足 = 角形 不 等 式 yA 

一 角形 不 等 下 

4. 图 12.39 给 出 了 证 明 . [Te 


除去 g= 二 1 这 一 点 ,因为 9 二 1 时 二 条 
5. 将 纸 折 起 来 , 设 A,B 是 摧 边 图 12.39 


这 对 应 相等 . 对 其 余 的 9, 最 长 边 都 


对 拆 后 重合 的 点 , 则 在 未 折 前 ,对 折 痕 上 任意 -点 X, 均 有 |4AX 
一 |BX1i, 即 X 在 AB 的 牌 直 平 分 线 上 . 
6, 可 以 ,如 图 12.40 所 示 . 1 
7. 从 点 B.D 分 别 引 AC 的 垂 线 , 四 边 
形 被 分 为 4 个 直 前 二 角形 1,2,3,4. 人 AB, 
BC,CD,DA 为 直径 的 贺 分 别 是 一 角形 1， 
2,3,4 的 外 接 圆 ， Pee ne 
8. BRS= AAPS= 一 SQC 一 w 由 于 
SQRT 人 SRC 一 180", 我 们 有 SRC = 
180" 一 a, 故 一 BRS 十 一 SRC 一 180". 从 而 B,R,C 共 线 . 
9. (a) 若 作 ABC 的 底 为 上 ,高 为 片 岂 是 另 一 条 边 , 则 As 
如 图 12.41 和 12.42, 可 知 
< 


ABC 二 到， [ACDI SE ,A=1ABCD | 


/Ne 


12.41 图 12.42 


等 号 当 且 仅 当 ABCD 且 CD DA 时 成 立 . 这 时 四 边 形 内 接 
于 一 个 加, 该 贺 的 直径 为 AC. 即 


转 12.40 


A= eic sD = /B=9g0%3a:T6 =e + =|ACl, 
(b》 我 们 将 这 种 情形 c c 
化 归 到 前 一 种 . 如 图 12.43， b 。 
将 四 边 形 沿 对 角 线 BD 分 ? 3 ， 
割 ,并 将 人 BCD 翻转 ,得 到 > a / 
图 12. 44 所 示 的 四 边 形 及 A 
ABC D. 它们 有 相同 的 面 并 12. 和 3 图 12.44 
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第 料 索 - 无 何 


各 .利用 前 醒 的 结论 , 知 
Acact bd 
TE— 2 四 


符号 在 新 的 四 边 形 满足 4ABLBC 且 DC LAD 时 成 立 , 即 +8 
一 8 有 一 90 ,或 让 十 中 一 六 十 d 二 AC' |’ 时 肥 到 ,另外 ABCD 
为 图 内 接 四 边 形 . 


(© |ABC|<< 名 ,18CD|< 验 ,1CDAI 所 针 ,1DAB|< 妾 
下 


2 . 所 2 一 1 (外 + 从 :十 公证 空 )}>>14ABCD|， 
等 号 当量 公 当 一 A= 一 B=AC= AD, 即 ABCD 为 长 方形 时 取 
到 |. 
10. 我 们 可 设 1 与 8 相 邻 ,否则 ,我 们 沿 对 角 线 前 分 四 边 形 ， 
将 其 中 一 个 三 角形 翻转 (如 前 面 一 题 所 作 }. 现在 ,四 边 形 的 面积 
1X8 txX7 


安 一 十 -3 一 18. 由 于 1 十 辣 一 至 十 72 一 65 ,我 们 可 以 用 两 个 
Je 角形 拼 出 一 P 
个 面积 为 18 的 四 动 形 . 各 


11. 如 疼 12.45 ,四 边 形 ABCD 为 加 内 
接 四 边 形 , 晶 AABP==a 为 定 角 , 故 “ADP 
为 定 角 , 卫 在 一 定 直 线 OP 上 运动 . 这 是 60 
年 代 在 匈牙利 电视 上 出 现 的 一 个 2 分 钟 问 
题 ,由 Renyi，Turan 和 各 lexits 监制 . 12.4s 
12. 设 AB 是 入 ABC 的 最 长 边 ,D 是 从 


C 到 AB 的 射影 .联结 D 与 AC 和 BC 的 中 点 AN 
P,Q NIAPI=|PC|I=|DPI,|BQI=|IQC| PF 
二 |QD|. 故人 入 ADP 和 入 DBQ 是 等 腰 三 角 YN 


形 ,DPCQ 是 一 个 对 称 的 三 角 站 ,其 对 称 直 D 
线 是 CD 的 中 告 线 , 如 图 12.46 所 示 . 疾 12.46 


解决 问题 的 荣 入 


13. 如 图 12.47 所 示 ， 设 牛 忆 被 挫 在 一 条 长 为 2r 的 绳子 的 
中 点 ,该 绳子 的 一 头 是 在 圆心 处 的 多 R 
子 上 . 另 一 头 在 环 R 上 . 线 MC 防 目 咎 2? £ 
跨 出 半圆 草 地 , 线 CR 防止 牛 跨 出 直 \ 
径 , 精确 的 解答 是 不 存在 的 ,内 为 牛 是 
强壮 的 动物 , 故 绳 DE 会 变 烛 . 这 里 给 MO 
出 了 一 个 几乎 正确 的 解答 , 它 已 是 很 图 12.47 
强 的 结果 

14. (ta) 如果 罗 边 形 ABCD 是 吓 的 ,问题 容易 解决 ， 图 
12.48 表 明 根 据 二 角形 不 等 式 , 当 PP 是 对 和 角 线 交点 已 时 最 小 . 


图 12.49 


坝 在 看 图 12.49, 这 里 司 为 八 ABC 内 一 点 , 显然 |AP| 十 
[PP AD 两 次 利用 一 第 形 不 等 式 本 知 | 了 PICPID> 
1 十 上 了 区 延长 CD 交 BP 于 E, 髓 用 二 角形 不 等 式 - - - 译 
者 注 ). 上述 两 个 不 等 式 相 加 ; 可 知 | PA| 十 |PB| 十 | PC| 十 
PD 二 |1DA| 十 |DBI 十 1DC|, 因此 PP 在 D 点 时 最 小 . 

如 果品 在 六 ABC 的 边 BC 上 ,我 们 有 PA 十 PD>>DA,PB 
十 PC>DB 二 DC, 两 式 相 加 ,得 

iPA|+|PBI+FIPC|T+|PD|> | DA}+|DB|+|DC|, 
因此 DD 是 P 的 最 佳 位 置 . 

但 是 如 果 4,B,C, 了 共 线 ,情况 又 如 何 呢 ? 这 导出 一 个 相 
当 有 起 的 问题 , 它 可 以 对 性 意 针 个 点 公理 :n 个 朋友 住 在 一 条 街 
上 7 和 提 - 一 个 并 会 的 地 点 了 ,使 得 每 人 人 到 开会 地 
点 的 距离 之 和 最 小 

-432 —- 


第 12 章 九 何 


当 w 一 2 时 ,每 个 点 和 Lx ,x 部 得 到 最 小 距离 x; 一 x 现 
在 设 nn 二 3; 对 x 和 rz ;区 间 [Lr ,xsj 内 每 -- 点 到 它们 的 距离 和 
相同 ,对 这 些 点 ,.r* 最 舒 送 的 点 是 x 本 身 . 让 ra 为 最 佳 会 址 . 

一 般 地 ,对 x 为 偶数 ,区 间 [xx， D 
T7441] 内 每 一 点 都 是 最 佳 点 ,对 1 为 / 
柯 数 ,点 .pn 为 最 佳 . 

Cb) 如 图 12.50 所 未 ,解答 是 平 
凡 的 . 二 次 利用 三 角形 不 等 式 可 知 P FE 
必 在 中 心 0 点 处 . A 

15. 图 12.51 给 出 了 -一 个 例子 . 


16. 图 12.52 给 出 了 一 个 例子 . 

17.《 解 葵 源 自 竞 赛 选手 Brailow) 取 两 个 同样 大 小 的 平行 
的 正方 撕 盘 子 , 在 它们 之 问 放 一 个 同样 尺寸 但 旋转 了 45° 的 正方 
形 杠 , 框 会 从 对 称 中 心 〇 挡住 盘子 的 所 有 顶点 , 在 与 框 所 在 平 
面 垂 让 的 4 个 和 角 上 各 放 一 根 * 铝 笔 ”. 4 根 铅笔 的 端点 可 用 盘子 
挡住 ,而 框 的 顶点 可 用 铅笔 挡住 . 

18. 考虑 任意 多 边 形 , 设 六 ,B,C 为 其 3 个 相 邻 项 点 .从 B 
作 慎 满 入 ABC 内 部 的 所 有 射线 ,如 果 有 一 -条 射线 经 过 多 边 形 的 
一 个 顶点 号 , 则 BD 为 其 内 的 一 条 对 前 线 ,否则 没有 一 条 射线 能 
触及 别 的 顶点, 则 4C 是 其 内 的 ~- 条 对 骨 线 . 

19. (a) 5 和 角 星 的 冲 内 骨 之 和 为 180?， 

(by ? 角 星 有 两 种 类 型 ,其 内 角 和 分 别 为 ， S$7,2 = 540°, $7,» 
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竹 决 阅 是 的 策 黑 


二 1]80 .因为 你 可 以 跳 过 一 个 或 二 个 顶点 . 

(ce) 只 有 一 种 8 角 星 ,此 时 你 需要 跳 过 两 个 硕 点 ,其 余 的 为 
退化 的 . 非 退 化 的 8 人 负 星 各 内 角 之 和 Sy.s 二 3860. 

求 多 第 星 内 角 和 的 最 好 方法 是 将 一 支 钠 笔 党 其 边界 移动 ， 
在 每 个 角 的 顶点 处 绕 该 顶点 转动 ,旋转 按 同 一 方向 进行 ,这 样 可 
得 其 内 和 角 和 各. 

20. 证 法 一 :如 图 12.53, 设 人 AED 二 人 BEC=e, 则 

Be<75 o>60 HA60' 二 b<<a, 蔬 盾 , 

ba>e>73 e600>60"=>6 >a, 族 盾 . 


Bb p=a. 
8 Cc 
机 器 
， » 
图 12.53 图 12.54 


证 法 二 :如 图 12.54, 作 入 BCF 呈 入 ABE( 沿 BC 边 向 内 进 
行 ). 网 易 知 |1CE| 二 a. 

证 法 三 ; 沿 AB 边 向 形 外 作 正 三 角形 ABE , 则 和信 AEF 和 
人 BEF 为 等 腰 三 角形 , 即 | EE' | 二 a. 另外 AE 是 DAE 的 平 
分 线 , 因 此 |DE| 二 1EFE |=a, 故 和信 DCE 为 正三 角形 . 

证 法 四 : 沿 DC 边 向 形 内 作 正 三 舶 0 
形 DCE ,余下 的 部 分 是 显然 的 . 

证 法 五 :提示 :将 正方 形 绕 其 中 心 旗 
转 90"， 

21. (ay AB/CD 有 |ABI 关 1CDi， 
图 12,55 给 出 了 作 有 AB 与 CD 中 点 的 方 4 M a 
法 . 它 基 于 我 们 前 面 已 证 的 一 个 关于 榜 图 12.55 
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WR 


形 的 定理 , 

(Cb) 148B| 二 |CD|. 这 是 下 面 的 第 23 题 ， 

22, 给 定 的 线段 记 为 AB. 中 点 为 N, 加 线段 AM,BM ,NM. 
任 取 CEAAT 夯 BC 交 AMN 于 5S, 作 AS 交 BM 于 D. 现在 CD 
和 MN 交 于 点 P. 作 前 切 变 核 使 NBCP 变 为 NBPD, 得 QE NC 
站 PB. 于 是 ,MA ADBACDPD， 

23. 如 图 12,56 所 示 ,给 定 的 平 
行 四 边 形 设 为 ABCD, 可 作出 其 中 
心 MM 二 ACI1BD., 现 开 可 以 用 下 面 
的 方式 作出 AB 的 中 点 N. 在 BC 
上 取 点 了, 作 了 PA 交 DC 于 E, 可 用 4 ~ 
21 题 的 方法 从 点 S=BE 门 AC 作 图 12.56 
由 N=PSNMAB, 

24. 如 图 12.57, 作 一 条 过 和 刀 的 十 线 a, 过 CC 作 直 线 c ya, 分 
别 过 B,D 作 直 线 5 ja, 必 和 直线 dj 4a. 设 4 
,下 分 别 是 AC 和 BD 的 中 点 . 行 邮 为 长 
方形 的 中 心 ;, 则 EMF 一 90", 从 而 当 直 线 
a 绕 A 旋转 时 ,EE,F 为 不 动 点 ,MM 在 以 EF 
为 直径 的 区 上 运动 . 这 里 我 们 假定 了 A,C 
位 于 和 矩形 的 对 边 上 ,但 A,B 或 A,;D 同样 
可 在 对 边 上 ,故此 轨迹 由 三 个 圆 的 并 组 成 ， 
它们 均 容 易 构 造 . 

25. 以 AB 为 直径 的 加 , 

26. 以 站 为 中 心 , 作 以 4AB 为 直径 的 回 的 伸缩 变换 ,变换 率 
为 2, 所 得 的 贺 即 为 所 求 、 

27. 以 AB 为 直径 的 同 . 

28. 以 AB 为 直径 作 贺 Ci, 它 与 C 交 于 点 DD, 直 线 DA.DB 
与 圆 C 的 男 一 个 交点 为 玉 ,FF, 则 入 DEF 即 为 所 求 . 这 里 依 C 与 
Ci 的 交点 个 数 分 别 有 0,1,2,cc 个 解 . 
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状 决 问题 的 生财 


29. 轨迹 由 直线 a 绕 B 旋转 90" 得 到 ， 

30. 动 融 上 的 一 点 的 轨迹 是 图 12.58 中 大 图 的 一 条 直径 . 

31. AAPB=8 和 ACB= /ADB=a 
为 固定 值 , 故 CAD==a 十 9 也 是 定 盘 . 从 而 
弦 长 CD 为 定 值 . 

32. 取 定 疼 EC, 当 Y 了 在 CC。 上 运动 时 ， 
了 的 中 点 的 轨迹 是 一 个 以 Os 的 中 点 为 
圆心 ,过 为 半径 的 圆 . 如 果 让 六 在 C， 上 运 图 12.58 
动 ,XY 的 中 点 组 成 的 集合 是 所 有 以 信 避 的 中 点 为 圆心 ,以 中 


以 3 为 半径 的 圆 上 的 点 为 圆心 ,而 以 及 为 半径 的 所 有 图 的 并 集 . 


mr 


它 是 以 O 为 中 心 , 内 栓 为 宇 二 至 ,外 径 为 二 二 衬 的 图 环 的 面积 


33. 由 ah, 一 bh 三 ch, 可 知 4 挝 b> 有志 hi 太 h, 首 先 将 等 
式 ch 二 gi 十 bi 十 ct 二 ah, 中 的 a ,b,c 都 换 成 c ,然后 都 摘 成 4， 
可 得 


h. < i,t Sh,. 
距离 和 的 最 小 值 当 PP 为 最 大 角 的 顶点 时 取 到 ,最 大 值 当 PP 
为 最 小 角 的 顶点 时 起 到 . 特别 地 ,对 一 个 正三 角形 ,i 十 十 i 二 
与 P 的 位 置 无 关 ， 
34. 作 卫 关 : 下 MM 的 对 称 点 P', 得 平行 四 边 形 PAP'B. 由 三 
角形 不 等 式 ,可 敌 
PMI<! PAL EB! 


35. 作 忆 关于 M 的 对 称 点 P'. 八 AP'P 的 三 边 长 为 | PA|， 
IPBI 和 21PMIi. 由 于 每 条 边 都 大 于 男 两 边 之 差 , 我 们 有 
{|PA!I—|PB|!<2|PMI. 
等 号 当 作 PAB 退化 时 取 到 . 
36. 平行 于 AB 的 平 曾 和 过 AB 中 点 的 平面 到 有 A，B 两 点 
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等 距 , 
37. 由 于 GG 为 EF 的 中 点 ,这 蜂王 和 下 分 别 是 AD 和 BC 
的 中 点 . 三 次 运用 第 34 题 的 结论 ,可 知 


PGI<5CPEI+IPFD ,IPE|<3(IPAI+IPD)), 
PFI<3( PBI+|PCI). 
从 而 
PG|<3(PAI+IPBI+|PCI+|PDI). 
38. 如 图 12.59, 可 知 |A'B'C’|=7|ABC|. 


围 12.59 图 12.60 
39, 设 |1FECr)| 一 | 上 ABCDI ,如 图 12.60, 得 


Flx)= sinz + Esiny 


在 辖 助 条 件 性 十 六 一 2apeoszr 一 习 十 王 一 2cdcosy 下 成 立 , 对 工 
求 导数 ,得 


F’ (z) 一 学 cosz 十 等 cosy ， yy (1) . 
抽象 地 对 办 助 条 件 求 导 , 得 2apsinr= zcdsiny，y，, 即 y 一 


abslnr 
cd siny: 代入 (1) 中 ,可 知 


(= 外。 sinrcosyT cosrsiny _ ap . sin(r 二 y) 
sinYy 2 ny 


F(x)=0=>sin(r—y)=0>7r+ y= r+ yA (0, r+ 
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解决 阅 是 六 针 雄 


VPR zc<0. 由 此 可 知 图 内 接 四 边 形 面积 最 大 . 

和 在 纸 上 控 出 一 个 直径 为 4 的 筷 ( 一 便士 太 小 ), 并 沿 其 
互相 捷 十 的 直径 折 两 次 , 设 两 直径 的 端点 分 别 为 A4,B 和 CC,D 
现在 可 以 拉 纸 以 使 A,C,B 共 线 ,得 到 一 条 长 为 dv2 的 炙 . 一 个 


便士 的 直径 d 一 羡 ,这样 ,可 以 将 一 枚 直径 为 242>1.06 的 硬币 


通过 这 个 孔 . 而 25 美 分 硬币 的 直径 为 1, 因 此 可 轻易 将 其 推 过 
这 个 了 乱 . 
和 1 对 一 个 一边 长 sa 之 se 的 一 和 角形 ,我 们 有 
oa=90 e308 = 二 Te a> 00 a 十 ei ， 
a< 00 a 二 ci. 

不 妨 设 

dpid >e. C1) 
必 设 (ub,e) 与 (c,d,e)} 都 不 是 锐角 三 角形 ,这 将 导致 予 盾 . 这 两 
个 非 锐角 的 一 角形 表明 


人 二 (2) 
de. (3) 

上 (2),t3) 可 得 
a 二 dte. (4) 

由 (1),{4) 可 知 
a 二 de (5) 


(3) 与 (5) 表 明 a? 庄 d 十 Ee 十 di 十 e: ,于 是 

a (d+e) + (de a (dte) ,adte,. 

但 已 知 4,d,e 可 作成 一 个 二 角形 ,最 

所 的 关系 式 与 三 角形 不 等 式 a<<d 十 。 4 A 
玫 盾 . 

42, 如 图 12.61, 阴 影 部 分 的 面积 

等 于 人 4BC 的 投影 面积 两 倍 . 因此 ， 

应 该 使 和 4BC 在 桌面 土 的 投影 面积 
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最 大 ; 当 和 从 ABC 处 于 水 平 位 置 时 正 是 这 种 情形 . 

43. 图 12.62 中 , 证 方形 ABCD 必须 放置 在 水 平和 位 置 , 它 与 
四 面体 的 一 组 对 槟 平行 . 

44. 设 x 是 形成 的 三 角形 的 个 数 . 我 们 
可 以 用 两 种 方法 来 计算 这 些 三 角形 的 内 角 
和 S, 一 方面 ,S$ 一 180*x. 男 一 方面 $= 360° 
1 十 180 (一 2 其 中 第 一 项 是 以 内 部 天 个 
点 为 顶点 的 和 角 之 和 ,第 二 项 为 凸 半 边 形 的 
内 角 和 . 利用 两 式 右 边 相 等 ,可 得 zx 一 2m 十 图 12.62 
1 一 了 

45. 用 apcyadye 表示 5 种 颜色 ,并 用 上 A, 了 ,C, 有 ,三 分 别 责 
示 与 这 五 种 颜色 对 应 的 点 . 先 证 两 个 引 理 . . 

引 理 1: 车 问题 中 的 条 件 满 足 , 且 存在 3 个 不 同 颜色 的 点 共 
线 , 列 存在 一 个 调 4 种 颜色 的 点 的 平面 ， 

证 明 , 设 直线 wv 上 有 a,5,c 色 的 点 ， 由 于 存在 一 个 染 。 d 色 的 
点 品 , 故 所 有 过 vw 和 DD 的 平面 包含 4 种 颜色 的 点 ，- 

引 理 2; 若 问 题 中 的 条 件 满足 ,有 生存 在 一 个 出 现 3 种 订 色 的 
点 的 平面 和 一 亲 出 现 另 外 丙种 颜 让 的 点 的 直线 , 且 该 直 钱 与 平 
面相 交 , 则 存在 一 个 出 现 4 种 颜色 点 的 平面 . 

证 明 , 设 平面 S 上 有 颜色 为 apc 的 点 ,直线 上 寿 颜色 为 
de 的 点 , 记 PEDfi1S. 行 中 的 颜色 为 atoc 的 一 种 . 则 vw 上 有 3 
种 颜色 的 点 ,利用 引 理 1 可 知 命 题 成 立 . 车 也 染 d 或 e 色 , 则 5 
为 所 求 . 

定理 的 证 明 : 若 4,B,C,D,FE 中 有 4 个 点 共 面 , 则 命题 已 成 
立 , 否 则 ABCD 蚌 一 个 四 面条; 其 中 有 一 个 面 ; 例如 S 一 
(BCD) ,将 另外 两 个 点 A, 分 开 ， 故 .AE 与 平面 5 相交 , 这 样 由 
引 理 2 可 知 绪论 成 立 . 

者 不 然 , 则 五 包含 在 该 困 面 林 中 , 且 4A 尖 匹 . 故 AE 与 S 相 
将 ,由 引 理 2, 定理 为 真 . 
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解决 问题 的 荣 峙 


此 命题 非常 简单 , 故 有 许多 证 明 , 计 我 们 上 髓 看 一 个 延明 ， 

证 法 二 : 设 ABC=S1,CDE==Ss,S 站 5 二 mCEm. 若 AB 
或 DE 与 m 相交 , 则 定理 由 引 理 2 可 证 , 否则 4BDE 是 有 4 种 
颜色 点 的 平面 (这 时 ABADE/ mw 一 一 译 着 注 ). 

46. 利用 图 12.63, 易 测 出 线段 
六 B 的 长 . 

47. 三 角形 二 条 遍 的 中 点 五 |， 
H; ,万 , 位 村 以 该 一 角形 二 边 中 点 
为 项 点 的 二 角形 的 边 上 ,任意 两 个 
万 , 不 重合 . 唯一 的 可 能 是 日 ; 落 在 
中 点 站 角形 的 一 条 边 上 . 鲍 如 万 ， 
肛 : 为 端点 ,而 瑟 , 在 五 与 万 :之 间 , 这 只 有 在 原 一 角形 为 直角 
二 前 形 时 成 立 . 

48, 先 证 明 〇 是 对 角 线 的 中 点 . 设 |OC| 宇 14 ,10D| 宇 
[有 1 将 入 4AB0 以 上 O 为 中 心 作 对 称 变 换 得 平行 四 边 形 
ABMN. 现在 AABO 与 AOMN 的 周 长 相 同 ,都 为 p 十 4 十 a. 但 
是 和 CDO 与 人 ABO 周 长 相 同 , 故 也 为 p 十 g 十 a. 另 一 方面 ， 
和 六 CDO 的 半 长 为 户 十 g 十 r 十 十 c 因此 a 一 了 十 y 十 ec. 这 表明 六 
一? 一 0 一 ea, 因此 人 〇 平分 ABCD 的 各 对 角 线 . 比较 六 4ABO 与 
入 ADO 的 周 长 , 得 a=&. 故 ABCD 有 相同 的 邻 边 长 . 即 ABCD 
为 琅 形 ， 

49. 部 一 个 图 , 设 正方 形 边 长 为 1, 用 x.,y,x 表示 边 上 被 截 
下 的 线段 长 . 现在 计算 标号 为 ! 的 各 部 分 面积 之 和 , 它 为 .请 
找 出 一 个 利用 分 害处 理 的 创造 性 证 明 . 

50. 设 A 是 图 1,2,4,5 的 公共 点 ,B 是 圆 1,3,4,3 的 公共 
点 :是 畔 2,3,4,5 的 公共 点 . 则 A,B,C 不 全 不 同 ,因为 这 3 个 
点 都 在 贺 4,5 上 , 南 任 意 两 个 贺 至 多 有 商 个 公共 点 . 所 以 ,这 一 
个 点 中 有 两 个 重合 . 设 A=B, 则 妨 在 所 有 5 个 加 上 . 
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图 12.63 


个 碎 尝 | . 


$51. 由 于 过 4;,8,. 可 作 一 个 平面 . 我 们 可 将 空间 中 的 问题 
化 归 至 4,B,C 所 在 的 平面 上 的 问题 , 得 到 一 个 关于 两 条 平行 线 
adh 和 两 个 项 CI si 《满足 alf la =AbNNc = B,a 门 c 一 心 ? 的 间 
题 . 这 是 一 个 常规 问题 ,证 明 留 给 读 老 . 


52. 如 图 12.64， 单 位 正方 体 中 QA 二 QD= TB=TC= 池 . 


ABCD 是 一 个 正方 形 , 边 长 |AB| = 人 。 9 c 
=]1.06066... 另 一 种 解法 更 明显 , 净 此 下 
方 体 垂直 于 体 对 角 线 作 投 影 , 得 到 一 个 正 7 


六 边 形 , 该 六 边 形 的 最 大 内 切 正方 形 边 长 “ 
为 /5 一 /2 一 1.035…, 将 其 稍微 收缩 , 边 长 “ 
仍 大 于 1. 图 12.64 

53. 证 法 一 ;我 们 来 关注 |MA|=x,|MB|=y, |MC| 二 z, 它 
们 是 入 AMB 和 入 BMC 的 边 长 ,其 中 人 AMB= 0 ,BMC= 


120°, 记 1AB| 二 a, 由 于 cos60* 二 考 ,c08120" 一 一 广 ， 利用 余弦 定 


理 , 可 知 一 x 十 yy 一 xy, 且 a 二 十 用 十 yz. 

两 式 相 减 ， 因 式 分 解 后 得 (x 十 z) (x 一 y 一 z) = 二 0, 因此 x= 
yz. ， 

证 法 二 ;由 于 MA ,MB,MC 部 是 图 的 坊 , 由 正 莹 生 理 可 知 > 
一 2Rsin(60 十 ay 一 2Rsine，x 一 2RSsin(60 一 oa， 这 上 蔚 含 一 ? 
一 入 . 

证 法 三 :四 边 形 ABCM 的 面积 可 以 用 两 种 方式 表示 . 记 
AM 和 BC 的 奕 角 为 多 ,出 21ABMC| 一 “zsing. 另 一 方面 ,这 个 
面积 为 21ABM| 十 21ACM| ,由 于 ABM=#, AAACAM 一 180 一 
Trin = ysingTarsinC180 一 加 ,这 表明 x 二 yy 十 x. 

证 法 四 :结论 |AM| 二 | BM| 十 ' CM | 可 由 Ptolemy 定理 
IBC| :|AM| 一 1AC|， |BM| 十 |AB|*， |CM| 结 合 |AB|= 
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解决 问题 的 本 贱 


180| 二 1CA | 得到. 

证 法 五 :在 线段 MA 于 截 取 线 段 了 MT ,使 DM=MMB. 我 们 证 
明 : DA|= 二 |MC|. 由 于 AMB=60", 信 DBM 与 人 ABC 一 样 也 
性 正 王 角形 .将 和信 BMC 绕 B 族 转 60 ,使 C 变 到 A., 则 MM 变 到 扣 
D. 线段 MC 变 为 了 4 , 故 DA 二 MC, 进而 |MA|==|MB| 十 
AM 这 个 简短 的 攻 何 证 明 展 示 了 一 种 推广 的 方法 . 设 M 为 平 
而 上 任意 一 点 ,类 似 可 作出 一 点 卫 , 它 可 能 不 在 AM 上 , 但 线段 


MA.AMB,AMC 仍 为 仿 ADM 的 边 . 这 样 我 Cc 
们 得 到 了 由 罗马 尼 汪 数学 家 Pompeiu 
《1873 -…1954) 提 市 的 定理 ,; 乎 面 上 络 定 正 


三 角形 ABC 和 一 点 邮 , 则 可 以 构造 一 个 Se 
站 


以 MA,MB,IMC 为 边 的 三 角形 . 当 M 在 
ABC 的 外 接 加 上 时 该 三 角形 是 退化 
的 . 如 图 12.65. 

$4. 由 于 S 二 pr, 日 25 坊 ad 十 有 e,;2S 氨 ab 十 cd, 邑 有 45 过 
Cabtecd) ttadtbe)= atoOttd) =p ,因此 4pr 所 ,dr 
p= iABI+1CD|. 

55. 若 尺 ,L,M 是 四 边 形 ABCD 的 三 条 边 AB 二 BC=CD 
的 中 点 , 则 B,C 分 别 在 兵 L 和 和 LM 的 垂直 平分 线 上 . 将 其 中 的 
一 条 垂 线 作 关于 工 的 对 称 变换 可 得 点 请 和 CC.， 

56. 从 下 面 的 等 式 变形 来 证 明 徐 证 之 结论 

cos3a 十 sos36 十 cos37y 一 1. (1) 
为 证 np,y 中 有 一 个 为 120*, 必 需 而 且 只 需 证 明 1 一 cos3a, 1 一 
cos38, 1 一 cos37y 中 有 一 个 为 零 , 妈 
《1 一 cos3a 儿 1 一 cos39)(1 一 cos37 四 这 0. (2) 
我 们 力求 把 (1) 变 成 (2). 由 于 y 一 180* 一 (ae 十 及, 故 cos3y 一 
一 cos(3a 十 3 让 二 一 cos3acos38 十 sin3asin3p8. 这 样 人 1) 蛮 为 
cos3a 十 cos38 一 ros3acos38+ sin3asin38—1=0 
字 sln3asin3p8 一 (1 一 cos3o)0 一 cos39)， 


图 12.65 
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两 边 平方 ,得 sin 3asin 38 二 (1 一 cos3a) (1 一 cos3D? ,或 
(1 一 cos:3a)(1 一 cos:3 且 一 (1 一 cos3a) (1— cos3f)’， 
(1 一 sosz3o7 (1 一 cosz3 钱 一 (一 cos3a 关 (1 一 cos3 有 站 一 0， 
(1 一 cos3o) (1 一 cos39) (cos3et cos3f) = 0. 
由 刀 ) 有 cos3a 十 cos38 一 1 一 cos37. 从 而 (2) 式 成 立 . 
57, 不 能 . 将 每 个 向 量 向 棱锥 的 高 SO 投影 . 底面 向 量 的 投 


影 为 在, 而 每 条 侧 棱 的 投影 为 土 DS ,将 它们 求 和 ,至 少 得 到 一 个 


向 量 士 O05, 从 而 总 和 不 为 0. 

58. 箱 用 其 内 切 鲍 半径 可 知 该 四 边 形 面 积 为 r， pp; 这 里 p 
为 其 半 周 长 ,因此 我 们 也 可 以 通过 证 最 小 面积 来 处 理 , 设 包 是 
外 切 于 半径 为 的 贺 C 的 正方 形 ,C 是 QQ 的 外 接 圈 . s 为 Q 的 一 
边 切 下 CC 所 得 部 分 的 面积 ,; 则 |QQ|= 二 1C | 一 4s{ 如 图 12.66), 如 
果 ABCD 不 是 正方 形 , 如 图 12.67, 则 至 少 有 一 个 顶点 ,在 我 们 
的 图 中 为 也, 落 在 C 的 内 部 .ABCD 的 每 条 边 切 出 C 部 分 的 面 
积 都 为 ;, 因 为 至 少 有 两 条 线 切 出 的 部 分 有 重合 (在 点 DD) 处 ,从 
而 1C | 一 4s 小 于 |ABCD|, 即 1ABCD| 守 |Q|, 


图 12.06 图 12.67 
59. 分 别 从 六 ,B,C 引 AB,BC,CA 的 垂 线 , 围 出 入 A'B'C'， 
这 里 1OM |,1ON’| ,1OP'| 分 别 是 口 到 边 B'C' CA ,4 的 距 
离 . 由 于 |AP|=10M |,|BM|==1ON’ |,1CN| 二 |OP'| ,我们 
有 |AP| 十 |BM| 十 |CN|==|OM 1 十 |ON | 十 IOP |. 此 式 右 侧 
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解决 问题 的 黄巾 


是 已 到 正 - 彰 形 4 三 边 的 距离 之 和 , 它 是 常数 , 事实 上 , 设 
4 是 人 ABC 的 边 长 . 则 此 和 为 人 人 AB'C 的 高 , 即 光 。 


若 AA'B'B 为 梯形 ,0X7 为 其 中 线 . 则 i(X7 | 二 9 二 


61. ANME + BM 2AM » BM, BM + CM = 2BM + CM, 
CME 二 DAF 2CM ， DM, DMF 二 AMP 汪 2DM ， AM. 将 这 些 不 
等 式 相 芳 骨 除 以 2, 得 AME 十 BNP 二 CM 二 DME 宇 AM ， BM 十 
BM CCM-OM . DM DM » AM= ( AM CMD CBM + DM) 
-AC BD:z2F. 此 不 等 式 中 第 个 等 号 在 AM 二 BM 一 CM 二 
PATH 下 到 ， 第 二 个 等 号 当 AM | BM, BM | ECM, CM | 
DM DM | AM 时 成 立 ， 此 时 ABCD 星 一 个 正方 形 ，M 为 其 
中 心 . 

62. 我 们 利用 下 面 的 性 质 ,O,EF 的 中 点 M 和 和 AB 的 中 后 
N 某 线 . EN 和 FN 为 入 ABD 和 ABCD 的 中 位 线 , 从 而 它们 与 
梯形 的 对 角 线 分 别 平行 . 

63. 作 疡 的 斜 边 了 上 的 高 疡 ， 分 斜 边 成 两 条 长 分 别 为 p, 9 的 
线段 ， ze 一 ee 设 3 个 二 角 王 角形 的 内 谍 立 半径 分 别 为 +r, 六， 
六 易 证 + 一 9, 请 证 明 它 . 内 此 nn 一 ha 
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和 -2 一 ,从 而 rir, 十 rr 一 站 


人 4 证 明 4 一 > 省，y 一 5 知己 入 "这 里 A 是 角形 
的 而 积 . 从 而 x 二 y=z 获 含 a-Hh, 二 6 十 hi 一 c 十 有 , 若 a 关 5, 则 
2 24_2A(4b) 
bp 1 ct 
因此 7 一 90",c>avc> 记 类 似 地 我 们 得 24 二 br, 这 雪 明 a 二 90” 
矛盾 ! 


4b=h, —h, = >2A=ab. 


mF | 
fs. | alias 和， 一 和 ,可知 
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作 和 妆 :; 浊 “和 


i 1 1 
人 和 20”30: 
>> 产 , 故 太 >>7.5. 


66. 设 这 些 树 的 高 度 为 al 之 az 之 罗 之 gr 并 且 它 们 的 位 置 
是 Al ,A bi 则 AiAsSal 一 a A a 一 
而 折线 AAA, 的 长 度 委 ai 一 aa 十 as 一 3 十 …… 十 er 一 一 如 二 
100 米 .所 以 可 以 用 200 米 的 顶 栏 图 住 这 块 箔 林 . 

67. 在 四 面体 的 每 个 面 上 取 一 点 ,过 这 些 点 的 外 接 球 半径 
ni 满足 ri 守 x. 如 果 所 到 的 点 古 各 面 的 二 心 ' 则 以 它们 为 顶点 的 


>>3r. 见 第 7 章 例 22 的 第 二 个 证 明 。 - 

68. 由 条 件 可 知 四 而 体 的 各 人 而 全 等 ， 从 而 各 而 的 外 所 国 相 
等 ,进而 冲 而 到 其 外 接 球 球 心 的 距离 相同 , 所 以 内 心 与 外 心 重 
合 . ' | ， 

69. 设 EFGH 为 ABCD 各 边 中 点 围 成 的 四 边 殿 , 风 1EFGH 1 
= 地 [ABCD: , |S, SS:S,| 一 入 IEFGH| = 和 [ABCD|. 


12.3.2 较 难 的 几何 问题 

1. 为 日 住 一 个 点 光源 至 少 需 要 几 个 球 ? . 

2. 能 否 在 平面 上 开 测 一 条 尝 颖 ,使 其 为 连通 的 ? 使 得 (a) 禄 

长 为 1 的 正方 体 ;( 旬 棱 长 为 1 的 正四 面体 的 框架 能 赛 过 这 条 罕 
颖 . 这 里 继 的 而 积 和 框架 的 宽度 可 以 忽略 不 计 . 
3 在 一 个 等 边 的 凸 六 边 形 AlA,As3AAsAs 中 ,十 o 十 es 
一 0 十 4 十 as. 证 明 :m 二 my ,62 一 Qs ,93 二 as( 这 里 为 顶点 点 处 
的 内 角 ). 

4. 一 条 曲线 C 将 平行 四 边 形 分 为 两 面积 相等 的 部 分 . 证 


角 决 问题 的 菜 业 


明 :C 土 存在 两 点 具 , 卫 ,使 得 平行 四 边 形 的 中 心口 在 直线 AB 
上 . 

5. 对 怎样 的 正 整数 ,可 以 将 长 度 为 1,2,…,n( 依 此 次 序 ) 
的 线段 组 成 一 条 平面 闭 折 线 , 使 得 相 邻 两 线段 互相 垂直 ? 

6, 对 起 样 的 正 整数 ,可 以 将 长 度 为 1,2,…,n( 依 此 次 序 ) 
的 线段 组 成 一 条 空间 闭 折 线 ,使 得 相 邻 的 任意 3 条 线段 两 两 牌 
直 ? 

7. 给 定 平面 了 无 一 点 共 线 的 N 个 点 ,我 们 用 彼此 不 相交 的 
线段 将 这 些 点 两 两 相 联 ,家 至 元 法 联结 为 目 . 求 线段 总 数 的 下 界 
利于 和 界 ， 

8. 一 个 四 边 形 被 其 对 角 线 分 割 成 的 4 个 二 角形 的 面积 都 
是 整数 .证 明 : 这 4 个 整数 之 积 是 一 个 完全 平方 数 . 

9. 证 明 : 定 义 在 有 限 集 万 上 的 等 距 变 换 广 均 满 足 fH) 一 
所 . 特别 地 , 百 二 144 4) 的 重心 5 为 耻 的 不 动 点 . 

10. 在 一 个 频 五 边 形 内 求 一 点 PP, 使 它 到 各 顶点 之 和 距离 最 
路. 

1. 在 圆心 为 口 的 圆 革 到 个 点 4 4 AAA, 使 它们 的 
重心 为 O 对 哪 一 点 PP，>，j| P4, | 取 最 小 值 ? 

12. 公 AB 是 一 个 梯形 的 -一 条 底 边 . 证 明 :, 如 果 14C| 十 
1BC| 二 1AD| 十 |BD], 那么 该 梯形 是 一 个 等 腰 梯 形 (j BC| = 
[AD|). 

13. 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 S 具 有 性质, 车 六 A,B 有 荐 5S 中 的 
任意 两 点 , 则 AB 的 中 垂 线 是 S 的 一 条 对 称 轴 , 证 明 ;S 中 所 有 
点 共 图 , 如 果 S 是 无 限 集 , 土 述 结论 是 否 仍 然 成 立 ? 

14. S 是 一 个 平面 有 限 点 集 , 其 有 人 性质, 对 S 中 的 任意 两 点 
上 4, 了 ,存在 一 个 等 距 变 换 f, 使 得 六 4) 一 下 ,日 f(S) 二 S., 证 明 : 
S$ 中 的 所 有 点 共 贺 . 这 个 结论 对 S 是 无 限 集 是 否 成 立 ” 

15. 证 明 : 各 边 相等 县 各 内 和 角 都 相等 的 空间 五 边 形 是 平面 
疼 形 ， 
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16, 设 ABCD 基 一 个 有 内 切 图 的 四 边 形 . 证明; 入 ABC 和 
ACDA 的 内 切 圆 相 切 . 
17, 设 一 个 同 六 边 形 的 对 边 相 互 平行 证 月，| ACE| 宇 


|ABCDEF|. 等 号 何 时 成 立 ? 


18, 在 一 个 边 长 为 37 的 院子 内 放置 了 150 个 单位 正方 体 . 
证 明 ; 还 有 空位 放 人 一 个 半径 为 1 的 圆柱 {无 需 挪 动 尾 何 一 个 正 
方 体 一 一 译 者 注 ). 

19. 哪 一 点 PP 到 入 ABC 的 顶点 的 距离 之 和 最 小 ? 

20. 用 最 短 的 街道 系统 联结 一 个 正方 形 的 4 个 顶点 . 

21, 给 定 一 个 半径 为 1 的 圆 及 平 硬 上 笈 个 点 让 mw 
证 明 : 圆 上 存在 一 点 AM, 使 得 |AdA | 十 … 十 1MA, | 守 n. 

22. 一 个 各 边 长 相等 的 封闭 折线 的 每 个 顶点 都 是 整 点 证 
明 :该 闭 折线 共有 偶数 条 边 ， | 

23. 给 定 一 个 加 上 的 3 个 点 ;在 该 贺 上 求 第 4 羽 , 使 得 以 此 
4 点 为 机 点 扑 四边形 让 内 多 轩 

24. 一 个 底 边 边 长 为 a,8 的 长 方 体 箱子 放 在 一 个 宽度 为 < 
的 走廊 上 . 求 该 箱子 能 报 人 一 户 宽 度 为 d 的 门 的 条 件 . 

25, 分 别 记 信 ABC 的 内 切 阿 与 外 接 回 半径 为 r 和 尺 ,其 半 
周 长 为 ,证 明 ; 当 且 仅 当 作 ABC 为 直角 三 角形 时 ,2R 十 r==s. 

26. 滤 明 ;如 果 一 个 凸 五 边 形 有 4 条 边 平 行 于 其 相对 的 对 
角 线 ,那么 第 5 条 边 也 与 其 相对 的 对 角 线 平行 . 

27. 以 为 贺 心 的 圆 的 一 条 避 CD 与 其 = -直径 4B: 厂 直 , 弦 
AE 平分 半径 OC. 证 明 ; 弦 DE 平分 巧 BC. 

28. 正方 体 ABCDA, BCID, 的 边 长 为 2. 求 两 个 加 上 各 取 
一 点 所 得 线段 长 度 的 最 小 值 ,其 中 一 个 贺 是 底 ABCOD 的 中 
圆 , 另 一 个 圆 过 顶点 4,C, 甩 - 

29. 室 间 是 否 存在 一 个 无 限 点 集 ,使 得 每 个 平面 上 都 有 
该 集合 中 的 至 少 一 个 但 至 多 有 限 多 个 点 ? 
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30. 空间 能 否 表示 为 两 两 不 交 的 韭 退 化 的 圆 的 并 集 ? 

31. 空 疝 能 否 表 示 为 两 两 异 嘛 的 下 线 的 并 集 ? 

32. 车 空间 下边 形 每 条 边 都 与 同 … 个 球 相 切 . 证 明 切 点 必 
上 其 面 . 

33. 将 3 个 直径 为 所 ， 高 为 4 的 圆柱 体 放 入 一 个 边 长 为 a 的 


空 ， 让 方 体 中 ,使 它们 在 正方 体内 不 能 移动 

4. 给 年 平面 上 的 3 个 整 点 由 ,BC 证 明 ; 涛 A 仿 ABC 为 锐 
骨 - 区 湖 、 风 在 其 内 部 或 这 办 上 至 人 有 个 身上 

给 定 平面 上 才干 个 相交 的 圆 ,它们 的 并 集 的 面积 为 
( 即 它们 缆 盖 的 总 面积 为 1 译 者 注 ), 证 明 ; 从 中 可 以 取出 一 


些 彼此 不 交 的 圆 ,使 它们 的 而 积 和 不 小 于 二， 


36.， … 些 底 半 径 为 1 的 圆柱 放 在 边 长 为 100 的 正方 形 院 子 
内 ,每 个 圆柱 都 正 放 . 该 正方 形 内 每 一 条 长 度 为 10 的 线段 上 都 
有 一 个 圆柱 . 证 明 :圆柱 至 少 有 400 个 . 

37. 证 明 : 在 由 面体 中 ,区 多 有 一 个 顶点 ,以 它 为 顶点 的 3 
个 面 角 中 任意 两 个 之 和 太 于 180", 

38. 一 个 凸 儿 面体 的 顶点 都 是 整 点 , 且 其 面 和 楼 上 都 没有 
其 它 整 点 , 证 明 : 该 多 面体 至 多 有 8 个 顶点 . 

39, 一 个 萝 内 接 7 边 形 的 3 个 内 角 都 是 120"”. 证 明 ; 它 必 有 
两 条 相等 的 边 . 

下 面 的 5 个 问题 都 是 走出 森林 的 策略 一 类 的 问题 ， 

48. 一 位 数学 家 在 森林 中 迷路 了 ,他 知道 这 片 森 林 的 面积 
$, 但 不 知道 它 的 形状 , 只 知道 它 没有 筷 . 证 明 : 他 可 以 走 不 超过 
2wxS 英 里 的 路 走出 这 片 森林 

41， 一 位 数学 家 在 一 片 形状 为 凸 图 形 ,面积 为 S 的 森林 内 
迷路 了 . 证明: 他 可 以 走 不 超过 /2xrS 英 里 的 路 走出 这 片 森 林 . 

42. (前 一 个 问题 的 继续 ). 与 -一 个 知道 出 路 的 人 联系 后 ,他 
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至 多 只 符 走 \/ 之 距离 的 路 


43. 一 位 数学 家 在 -- 个 形状 为 半 平 面 的 森林 内 述 路 了 ,他 
只 知道 离 森 林 的 近 愉 恰好 1 类 里 ,证 明 ,: 他 至 多 走 6.4 英里 路 可 
以 走出 森林 . 莹 试 多 种 走 法 ,与 近似 最 佳 值 6.4 相 比 较 ， 

44. -一 位 数学 家 在 一 个 宽 为 1 映 里 的 带 形 (长 度 无 限 一 一 
译 者 注 ) 森 林内 迷路 了 , 找 出 某 些 好 的 行走 策略 ,并 比较 所 走路 
程 与 2,3 黄 归 的 大 小 ， 

45. 平面 上 的 一 个 变换 将 风 变 为 圆 , 它 是 否 将 直线 变 为 直 
线 ? 

46. 给 定 4 条 边 , 求 作 一 个 圆 内 接 四 边 形 ， 

47. 圆 口 为 和 ABC 的 内 切 圆 ,与 名 边 切 于 点 4 ,B,C .总 
段 AQO.BO, CO 分别 交 加 于 点 及 ; ,Bs ,Cs., 证 明 : A1As，, BiB;， 
CCs 共 点 . 

48. 两 个 锐角 a, 满足 snza 十 sin28 一 sinfa 十 由. 证 明 :o 十 


p=- 
49. 正三 角形 ABC, CDE, EHK( 醒 点 按 逆 时 针 方 向 排列 ) 


有 公共 顶点 C 和 ,被 放置 在 平面 上 ,使 得 AD 二 DK. 证 明 : 
A 入 BHD 也 是 正三 角形 . 

50. 证 明 : 如 果 一 个 空间 四 边 形 的 两 组 对 边 对 应 相等 ,那么 
联结 两 对 角 线 中 点 的 直线 与 两 对 角 线 都 垂直 . 反 过 来 ,如 果 联 结 
两 对 角 线 中 点 的 直线 与 两 对 角 线 都 垩 直 , 那 么 该 四 边 形 的 两 组 
对 边 相 等 . ( 仍 为 USGO 1977 试题 ,现在 我 们 要 寻找 一 个 简短 的 
几何 证 明 )》 

51, 在 AABC 中 ,ay;8,y 的 角 平 分 线 交 外 接 贺 于 Ai, Bi， 
口 . 证 虹 .|AAl | 十 | BB 十 |CO | 记 |AB| 十 |BC| 十 | CA|. 
(CALINMI 1982) 

52, 一 个 西 六 边 形 的 内 角 都 相等 . 证 明 ; 其 对 边 的 差 相 等 . 
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53. 过 入 ABC 外 接 回 上 一 个 动 点 也, 作 直 线 AB,AC 网 垂 
线 PM 和 PN. 当 上 在 何 位 置 时 , /MN| 最 大 ”最 大 值 为 多 少 ? 

54， 一 个 税 角 二 角形 的 外 接 圆 半 径 为 +,p 为 其 周 长 . 证 明 ， 
p>4r. 

55. 设 ALA2…A, 是 平面 上 的 一 个 下 多 边 形 ,P 为 平 而 上任 
意 一 点 . 证 明 ; 我 们 可 扔 线段 PA (1 二 1,2,…,n) 围 成 一 个 边 
形 . 

56. 证 明 ; 考 存在 一 个 以 ea ya, 为 边 欧 多边 形 ,那么 
存在 一 个 以 它 科 为 边 的 圆 内 接 多 边 形 . 

57. 证 明 , 平 分 四 面体 相 邻 商 面 形成 的 二 曾 角 前 6 个 平面 
共 点 . 

58. 证 明 :一 个 四 面体 竟 六 条 棱 的 中 垂 而 共 点 ， 

$59. 如 采 一 个 空间 多 边 形 的 内 第 种 边 都 相等 , 则 称 它 为 空 
间 正 多 边 形 , 在 问题 12 中 ,我们 已 证 明 空 间 正 五 边 形 不 存在 . 
问 :对 怎样 的 ”存在 ~- 个 不 在 同一 平面 上 的 空间 正 n 边 形 ? 

50. 是 否 存 刘 一 个 截面 全 为 三 角形 的 多 面体? 

61. 证 明 :任意 一 个 多 面 栖 的 棱 长 之 和 大 于 34 ,这 里 4 是 该 
多 面体 上 距 高 最 远 芍 两 个 点 上 A, 召 的 距离 

62. 《a) 一 个 凸 四 边 形 ABCD 的 每 条 对 角 线 均 将 其 分 为 两 
个 面积 相 等 的 部 分 . 证 明 .ABCD 是 平行 四 边 形 ; 

(b) 上 证 六 边 形 ABCDEF 的 对 角 线 AD ,BE,CF 都 将 该 六 
边 形 分 为 等 积 的 两 个 部 分 . 证 明 : 这 三 条 对 角 线 痊 点. 

63. 一 个 四 面体 ABCD 的 外 接 球 球 心 为 O. 求 O 丰 该 世面 
体内 部 的 一 个 简单 条 件 ， 

64. 求 平 面 上 -- 个 边 不 自 交 的 # 边 形 中 内 角 是 锐角 的 最 大 
个 数 ， 
65. 空间 中 三 个 贺 第 此 相 切 , 且 三 个 切 点 两 两 不 同 . 证 明 ， 
这 些 阅 在 同一 球面 上 或 者 共 面 . 

66. 证 明 : 如 果 一 个 西 多 面体 的 每 个 顶点 均 与 其 他 正点 有 
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边 相 联 . 那么 该 多 面体 为 四 面体 , (HIMO 1948) 

67. 证 明 ; 一 个 凸 多 面体 不 能 恰 有 7 条 棱 . 

68. 三 个 圆 两 两 相交 . 证 明 : 尾 意 两 个 圆 的 公共 艾 所 在 直线 
共 点 ( 原 题 有 误 一 一 校注 )， 

69. 证 明 : 对 任意 一 个 四 面体 ,存在 两 个 平面 ,使 得 该 四 面 
体 在 这 两 个 平面 上 的 投影 部 分 面积 之 比 不 小 于 2. (AUO 
1978) 

70. 给 定 4 个 不 共 面 的 点 . 以 这 4 个 点 为 其 顶点 的 平行 六 面 
体 有 和 多少 个 ?CAUO) 

71. 设 忆 为 人 ABC 内 任意 一 点 ,P 到 顶点 ,B,C 的 距 高 
分 别 为 x ,yz; 到 边 BC,CA,AB 的 距离 分 别 为 # ,vw 人 ABC 
的 三 边 长 分 别 记 为 a;5,c; 其 面积 为 S$,R 和 r 为 其 外 接 圆 与 内 
切 圆 的 半径 . 证 明 下 面 的 不 等 式 : 

(a artébyT crs, 

(Ch) rt ye 2 二 vw); 

Ce) rut yyvt zw vt ww). 

72, 考虑 下 面 的 定理 和 和 条件: 

(U) :国内 接 四 边 形 二 ac 十 7 一 8 一 180”， 

《D :, 美 外 斯 四边形 全 aa 十 5 一 和 二 过 

(和 ) ;要 边 形 的 面积 A 二 viabed. 

证 明 :U): ID 之 (AUD ,tA 二 >(D (D(A)=> (DD), 

73. 在 三 角形 中 ,a 十 六 一 8 十 处 一 c 十 二 ,这 里 的 记号 依 通 常 
方式 定义 , 问 ; 该 三 角形 是 何 种 形状 5 

74. 两 直线 ea 汉 交 于 点 口 , 一 Ca 人 一 w 一 只 昨 线 从 点 AEa 
出 发 交替 地 从 a 跳 玫 吕 筷 六 再 跳 回 a. 每 次 跳动 的 长 度 为 定 值 1 
(每 次 跳动 的 线段 不 同 }. 问 : 它 能 和 否 跳 回 各 点 ? 

75. 一 个 球状 行星 的 直径 为 a. 能 否 在 其 上 放置 8 个 啼 望 
台 ,使 得 到 该 行星 表面 距离 为 d 的 星体 ,都 至 少 有 两 个 用 望 台 观 
察 到 ? 
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76. 一 个 是 六 边 形 的 对 边 AB 和 DE,BC 和 EF,CD 机 FF 六 
分 别 平 行 , 证 明 ;|ACE|==|BDF|. 

77. 一 个 圆 内 接 是 六 边 形 有 连 统 条 边 的 长 都 为 a, 男 外 
茶 边 的 长 都 为 5 求 其 外 接 圆 的 半 科 ， 

78. MT 是 一 个 小 的 Anchurian 品 , 其 领海 回 外 延 介 一 英里 ， 
挽 上 ,一 个 强 妨 探照灯 在 和 土 河 道 时 儿 方 向 缓慢 旋转 ,以 照 亮 
其 领海 内 的 水 万 .在 互 点 { 距 M 一 英 主 ) 处 有 一 条 Skinian 船 ， 
司 任 务 是 到 达 M 而 不 被 发 现 . 船 的 最 大 时 速 为 .在 距 M 一 英 
里 处 ,探照灯 光束 的 移动 速度 为 ;. 

(a) 若 &== 广 8. 证 明 : 船 无 法 完成 任务 (原文 有 误 一 - 译 
背 广 ); 

(b) 其 一 六 2 | 1, 证 明 : 船 可 以 完成 酝 委 ; 

Co 求 最 大 的 大 ,使 得 船 可 以 完成 任务 (原文 有 误 --…… 译 者 
证)， 

79. 四 面体 ABCD 内 接 于 以 已 为 球 心 ,R 为 半径 的 球 . 直线 
AO,BO.CO,DO 分 别 交 对 面 于 上 ,BC ,D 证明， 

‘AAITIBBI+ICC! DD|>R. 

80. Pick 证 明了 关于 整 点 多 边 形 P 的 面积 f(P) 的 一 个 简 

单 计算 公式 ， 
A=/(P)=i 十 乡 一 1( 原 文 有 误 。- 详 者 注 ) 

其 中 i,5 分 别 为 P 的 内 部 和 边界 上 的 整 点 个 数 . 我 们 将 这 个 结 
论 留 给 读者 去 证 明 ,但 我 们 给 出 证 明 该 定理 的 步骤 ; 

(a) 证 明 该 公式 对 边 长 为 p,9 的 整 点 长 方形 成 立 ; 

tb) 证 骨 该 公式 对 一 边 为 水 平方 向 , 另 一 边 为 垂直 方向 的 
整 点 直角 一 角形 成 立 ， 

(cj Pick 的 公式 对 征 何 整 点 凶 边 形 已 给 出 了 -一 个 数 姜 三 )， 
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证 明 : 函 数 具有 可 加 性 . 即 者 已 ,已 有-- 条 公共 边 ,出 有 
FCP, UP ) 一 六 Pi) 十 六 Po 

《d) 证 明 公 式 所 已 对 所 有 整 点 三 佣 形 了 成立; 

《ce) 最 后 证 明 上 AP 对 任何 简单 整 点 和 多边形 P 成 立 . 

81. 四 面体 4, 4:A:A, 中 及; 所 对 面 的 面积 为 S,. 在 该 四 面 
体内 求 -~ 点 卫 , 使 得 它 到 面 S1,…,S, 的 距离 分 别 为 了 Jr， 


且 避 之 取 最 小 值 


82. 对 八 4BHC 内 的 哪 -~- 点 卫 , 它 到 三 角形 各 边 的 距离 的 平 
方 和 最 小 ? 

83. 一 个 半径 为 7 的 圆 是 一 个 二 第 形 的 内 切 阅 ,平行 于 各 边 
的 圆 的 切线 将 原 三 角形 切 出 3 个 小 三 角形 ,这 3 个 小 三 角形 的 
内 著 贺 半径 为 ,ry sr 证明, 十 rs 十 73 王 rr : 

84, 一 个 半径 为 + 的 球 是 一 个 四 面体 的 内 切 球 ,这 个 球 的 平 
行 于 四 面体 各 面 的 切面 将 原 四 面体 急 出 4 个 小 四 面体 ,这 4 个 
小 四 面 傣 的 内 切 球 半 径 为 rz: 记 . 证 明 :ri 十 ry 十 y 十 一 
ar., 

85. 证 明 : 若 一 个 三 角形 的 每 一 条 多 平分 线 长 大 于 1, 则 其 

i 

面积 六 于 万， 

86. 证 明 : 可 以 从 边 长 为 1 的 正方 体内 切 出 3 个 楼 长 为 1 的 
正四 面体 . 

87. 两 个 以 Oi ,2 为 圆心 的 加 局 和 和 Cs 交 于 点 及 和 B. 射 
线 DiB 交 Cs 于 点 了 ,射线 (2 至 交 C 于 上 .过 B 平 行 于 EF 的 
直线 分 别 与 C1 和 Cs 交 于 另 一 点 而 和 和 N. 证 明 ; MN 二 AE 十 
AF. 

88, 六 1 ,Bi ,CC 分 别 是 入 ABC 的 边 BC ,CA 和 AB 上 的 点 ， 
使 得 AA BB ,CO 共 点 . 设 几 是 4 到 BC 的 射影 , 证 明 ， 
MA, 平分 人 BMC. 
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媚 决 问题 的 第 赂 


89. 点 M 到 一 个 正方 形 的 两 个 相 邻 顶点 的 距离 之 和 为 a. 
间 :M 到 另外 两 个 顶点 的 距离 之 和 最 大 为 多 少 ? 

90. 一 个 凸 x 边 形 可 以 用 不 相交 的 对 角 线 分 割 为 三 角形 ， 
日 每 个 项 点 都 是 奇数 个 二 角形 的 顶点 .证明 :3[n. 

91. 给 定 一 -个 正 2n 边 形 . 证 明 : 可 以 给 它 所 有 的 边 和 对 和 
线 标 上 一 个 得 头 ,使 所 得 向 量 之 和 为 霍 . 

92. 在 正方 形 ABCD 的 边 BC 和 CD 上 分 别 取 点 M,N, 使 
ZAMAN 一 45", 请 用 二 尺 作 出 MN 的 垂 线 . 

93. 以 一 个 圆 外 切 四 边 形 Q@ 的 边 向 形 外 作 长 方形 ,每 个 长 
方形 的 另 一 条 边 长 等 于 驴 上 的 对 边 . 证明: 这 4 个 长 方形 的 中 
心肝 成 … 个 长 方形 . 

94. 过 直径 为 AD 的 半 蔽 弧 上 的 两 点 B,C 分 别 引 AD 的 息 
线 BE 和 CF. 直线 AB 和 DC 交 于 点 P,EC 和 BF 交 于 点 QQ. 证 
明 ; PQLAD. 

95. 给 定 一 个 木 球 ,请 用 直 尺 和 圆规 放出 与 它 的 半径 等 长 
的 线段 . 

96. 给 定 一 个 木 球 上 的 3 个 点 ,请 在 木 球 上 作 一 个 过 这 3 个 
点 的 略 ， 

97. 在 一 个 木 球 上 给 定 两 个 点 ,它们 不 是 同一 条 直径 的 两 
个 端点 , 请 作 一 个 过 这 两 点 的 大 图 . 

98, 在 一 个 3X4 的 长 方形 内 有 4 个 点 . 证明; 其 中 必 有 两 点 


之 间 的 距离 不 大 于 会 


99. 设 ABCDEF 是 一 个 凸 六 边 形 ,满足 AB/ DE, BC/ 
FF 和 CD A AF. 记 和 俯 FAB, 八 BCD 和 八 DEF 的 外 接 圆 半径 为 
Ra ;Re 和 民 E. 设 P 为 该 六 边 形 的 周 长 . 证 明 ， 
Ra TRe+Re>5. (IM() 1996 ) 
100. 证 明 ; 如 果 一 个 圆 内 接 四 边 形 的 对 角 线 之 一 是 其 外 接 
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香 钵 下 入 


圆 的 直径 ,那么 该 四 边 形 的 对 边 在 另 一 条 对 角 线 上 的 投影 相等 . 

101. 设 P 是 四 面体 ABCD 内 一 点 . 至 少 有 和 多少 条 楼 ,点 
对 该 楼 的 视角 为 钝 角 ? 

102. 两 个 凸 多 边 形 的 顶点 数 相同 , 且 为 偶数 , 已 知 它 们 各 
边 的 中 点 重合 ,证 明 ; 这 两 个 多 边 形 面积 相等 . 

103. 两 个 边 长 分 别 为 ea 的 正方 形 厅 重要 地 放 在 一 个 边 长 
为 1 的 正方 形 肉 .证明 :ea 二 ps 和 1.(HMO 1974; 最 初 由 Erd6s 提 
出 》 


解 答 


1. 设 点 光源 为 口 ,以 总 为 中 心 作 一 个 正四 面体 ABCD. 考 
虑 < 个 有 公共 项 点 口 的 无 限 圆 锥 ,每 一 个 分 别 严格 包含 四 面 笨 
DBCP,OACD,D4BC,OABD. 这 些 贺 锥 有 部 分 重 伙 ,因此 每 条 
从 口 出 发 的 光线 落 在 某 个 贺 锥 内 . 现在 我 们 作 每 个 园 锥 的 内 切 
妹 , 使 这 些 球 两 两 不 安 , 这 是 容易 做 到 的 ,只 需 每 两 个 球 的 半径 
都 有 较 大 的 悬殊 即 可 . 易 知 从 口 出 发 的 每 条 光线 被 某 个 球 挡 
住 ,4 个 半径 相等 的 球 达 不 到 目的 , 可 证 明 需 要 6 个 半径 相等 的 
球 才能 完全 挡住 点 光源 . 请 找 出 一 种 用 半径 相等 的 球 挡住 点 光 
源 的 分 布 . 

2. 可 以 ,两 种 情形 都 行 . 对 (8) 用 五 型 的 缝 即 可 , 对 (bb) 用 工 
型 的 锋 即 可 . 请 描述 如 何 做 到 |. 

3. 将 和 4 AAAA4:AA 和 和 人 AAA 沿 它们 的 底 边 反 
射 , 可 将 六 边 形 分 割 为 3 个 蓉 形 ,由 此 可 知 其 对 角 相 等 . 论证 的 
细节 留 给 读者 去 完成 . 

4. 如 果 OEC, 命 是 显然 成 立 . 现 设 OF#C, 将 C 关 于 〇 反射 
得 曲线 C . 如果 CNC 二 名 ,那么 线 忆 不 能 分 平行 四 边 形成 面 
积 相等 的 两 个 部 分 . 因此 CMC 关 襄 . 设 和 A 是 CNC 中 的 一 点 ,B 
为 4 关于 口 的 对 称 点 . 由 于 台 是 C 关 于 口 反射 所 得 的 像 , 故 
BEC, 因 此 AB 过 点 总 ， 
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所 决 闯 是 的 入 巾 


5. 答案 :nn 必 为 8 的 售 数 . 这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 ,这 由 
下 面 的 两 个 和 式 可 以 看 出 ， 
(一 3 一 5 十 7 十 (9 一 11 一 13 十 15) 十 … 一 0， 
(2 一 4 一 6 十 8 十 C10 一 12 一 14 十 16) 十 二 0. 
6. 答案 :nn 必 为 12 的 倍数 这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 ,这 由 
下 面 的 3 个 和 式 可 以 看 出 : 
C1 一 4--7 十 10) 十 (3 一 11~…(34 一 8) 一 (3& 一 5) 十 3 一 
2) 一 0， 
(2 一 5 一 8 十 11) 十 汪汪 (3 委 一 10 一 (3 陂 一 7 一 ( 耻 一 4 十 引 一 
i) =0， 
(3 一 6 一 9 十 12) 二 十 (3 一 9 一 (3 一 6) 一 (3 一 3) 十 3&) 二 


7. 设 这 NN 个 点 的 凸 包 是 -一 个 7 边 形 ,3 所 rr 守 N, 将 有 NN 一 r 
个 点 在 其 内 部 . 先 求 将 此 图 形 作 二 角形 分 化 后 ,所 得 的 三 角形 的 
个 数 ,各 三 角形 的 内 衣 和 为 :180" (7 一?) 十 360*CN 一 x). 第 一 项 
是 + 边 形 的 内 角 和 和 ,第 二 再 是 内 部 各 点 的 贡献 . 从 而 三 角形 的 个 
数 汶 7 一 2 十 2(N 一 让 一 2N 一 r 一 2, 这 些 二 胡 形 的 边 数 为 3(2N 
一 r 一 2) 二 3(2N 一 2 一 3r, 这 些 边 中 , 凸 包 的 r 条 边 被 计算 一 
次 ,其 余 的 3(2N 一 2) 一 4r 条 边 每 条 边 算 了 两 次 . 因此 线段 的 总 
数 5 二 7 十 3N 一 3 一 27; 由 于 3SrsN, 故 2N 一 3<rS3N 一 6 

8. 如 图 12.68 ,4 到 4 为 各 二 角形 的 C 


， 总 
而 AAA AI 一 (AAA 有 PMA 8 


9. 设 5 为 HH 的 重心 ,S 一 f(S), 则 


我 们 有 轩 12.68 


S= 二 (和 十-… 二 A) ， S' 一 凸 (A 十 … 二 A’)， 
但 是 {Al,…,A} 是 昌 的 一 个 排列 . 因此 S 一 S 
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利夫 斑 = 开 何 


10. 我 们 猜测 PP 一 QQ 为 该 五 边 形 的 中 心 . 我 们 要 证 明 在 图 12.69 
中 有 2 | P4, | 守 > | 04, | ,等 号 当 
且 仅 当 了 PP 二 OQ 成立. 在 正 五 边 形 中 , 作 
关于 点 了 口 旋转 72 的 变 撞 ,由 点 PP 依次 As 
得 到 5 个 点 Pi,-…,P;, 如 图 12.70. 这 
样 在 图 12,71, 中 ,有 PA, 变 为 AP,， 
故 >) | PA |== > | AP; |. 现在 将 图 12.69 


线段 A1P, 视 为 向 量 AiP;, 则 口 为 P, 的 重心 ,也 就 是 说 
AD 一 二 AP,. 


利用 三 角形 不 等 式 ,可 知 51A01= 3 | 04. |= 


DAP, | D1AP | |PA | 从 而 3 |P1A, | 之 
》) | 04, 上 .等 号 当 且 仅 当 P = O 成 立 . 
11. 这 里 有 一 个 只 需 一 行 的 解 . 设 口 为 球 心 , 即 》 A = O, 则 
2 1 P4. | 一 2 APlIA| 

之 > (A PA 

=n—P ,和 一半 
12. 因为 ABj//CD, 所 以 C 与 D 为 关于 AB 中 垂 线 的 对 称 
一 457 一 


解决 问题 的 生财 


点 . 这 一 点 是 源 于 已 ,只 是 以 4,B 为 焦点 的 椭 贺 上 的 点 ,并 用 到 
1ACt 二 1BC1 三 1AD| 十 |BD|= 二 34 为 囊 数 ， 

13. 考虑 包含 $ 中 所 有 点 的 最 小 圆 , 它 是 以 S 中 的 两 点 为 
沁 径 的 随 端 点 ,和 且 过 S$S 中 3 个 点 的 所 有 贺 中 最 大 的 圆 . 每 -- 个 以 
s 中 的 两 点 的 中 垂 线 为 对 称 轴 的 反射 变换 , 均 保 持 该 图 不 变 , 故 
这 条 中 牌 线 过 最 小 圆 的 图 心 扎 因此 5 中 的 点 到 点 0 等 距 . 对 
无 眼 集 命题 不 成 立 , 一 个 反例 是 整个 平面 (这 时 最 小 图 不 存 
在 -一 译 者 注 )， 

14. 与 前 -- 题 的 解法 相同 ， 

15. 在 : 31] 中 van der Waerden 发 形 了 -- 个 详细 目 富 有 教 
益 和 的 说 明 , 谈 到 他 是 如 何 发 现 这 个 由 一 位 化 学 家 提出 的 问题 的 
解答 的 , 这 是 有 关 发 明 心 理学 的 一 个 例子 . 这 里 我 们 给 出 由 
{:, Boll (Freiburg i Br. ?和 和 五 . S M,Coxeter {Toronto) 所 纵 
出 的 一 个 简短 的 解答 ; 

贡 过 长 a 和 内 角 a 给 定 , 则 这 5 个 点 中 每 两 点 之 间 的 距离 
沟 被 确定 ,因此 在 等 距 变 搞 下 该 图 形 被 确定 , 故 存在 一 个 正 向 或 
反 向 的 等 距 蛮 换 S, 使 得 ABCDE 的 顶点 轮换 一 次 . 当然 变换 5 
是 一 个 恒 等 变 换 . 从 而 S$ 基 一 个 正 向 等 中 变换 ,五 个 顶点 的 重 
心 是 一 个 不 动 点 , 故 S 蚌 一 个 旋转 袜 换 . 这 表明 ABCDE 在 一 个 
与 旋转 轴 垂 直 的 平面 上 { 接 出 一 个 更 初等 的 解法 )， 

其 中 的 很 多 细节 被 认为 是 专家 们 熟知 的 结果 而 没有 提 及 ， 
这 里 仪 举 一 例 , 每 个 几何 学 者 都 知道 有 不 动 点 的 正 向 等 距 变 换 
是 绕 该 不 动 点 的 轴 的 旋转 变换 . 

16. 提示 :对 任意 四 边 形 ABCD, 考 虑 六 4BC 和 上 CDA 的 
内 切 圆 , 设 它们 分 别 切 AC 于 点 TT 和 你 , 证 明 


TT = 记 |(1ABI+ICDD~ dBCI+1ADD|. 


17, 如 图 12.72, 所 证 的 不 等 式 基 显然 的 ,等 号 当 |GHI| = 
0, 即 对 边 长 度 相 等 时 取 到 |. 
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图 12.72 图 12.73 


18. 设 己 为 圆柱 的 底面 中 心 , 则 CC 必须 与 栅栏 的 距离 至 少 
是 1, 从 而 CC 不 能 落 在 线 栅 栏 面积 为 37° 一 35° 一 144 的 带 形 区 域 
内 . 现任 取 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 ,C 必须 到 其 底面 正方 形 的 每 
一 点 的 距离 不 小 于 1, 即 C 不 能 落 在 图 12.73 中 的 区 域内 , 它 包 


含 5 个 单位 正方 形 和 4 个 半径 为 1 的 二 并 ,其 面积 为 x 十 5. 因此 


所 有 150 个 箱子 和 栅栏 限制 点 C 不 能 进入 的 区 域 的 面积 和 A = 
150(r 十 5) 十 144 王 150x 十 894, 而 正方 形 院子 的 面积 所 = 37: 一 


1369, 下 一 4 一 475 一 150r 一 150( 3 6 一 zj 之 0, 院子 中 不 是 每 一 


个 点 都 不 能 让 C 占据 . 

19. 情形 一 :max{(a:8,7)<120?, 解 答 需要 用 到 12.4.1 节 中 
的 问题 34 的 结论 :高 为 卢 的 正三 角形 内 每 一 点 到 三 边 的 上 距 离 之 
和 都 为 及. 

现 设 工 为 人 ABC 内 一 点 ,使 得 人 ATB= /BTC= ACTA 
一 120". 我 们 证 明 工 到 顶点 各, 中，C 距离 之 和 最 小 . 过 A,B， 
CC 分别 作 AT，BT, CT 的 垂 线 , 所 图 出 的 三 角形 为 正三 角形 
ABC 对 任意 一 点 卫 , 有 |AP| 十 | BP| 十 |CP| 空 1ATI| 十 
IBT| 二 CTI=h, 

情形 二 :maxta,B8,7) 之 120°, 设 7 之 120". 这 种 情况 下 ,点 CC 
到 A,B,C 的 距离 之 和 最 小 , 即 对 任意 P 关 C,|AP| 十 BP| 十 
ICP| 宅 1AC| 十 1BC1. 我们 利用 下 面 的 引 理 ;在 等 朋 三 角形 
ABC 中 , 设 @ 一 由 60 ,其 腰 上 的 育 为 h, 风 尾 意 点 忆 到 三 
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边 的 距离 之 和 当 己 全 4 B 时 ,大 于 hh; 当 PEA1B, 时 ,等 于 有 h. 
可 以 利用 |A1B1 | 过 |A1Cl 1 来 证 此 引 理 , 

过 A,B,C 分别 作 CA ,CB 和 7 的 角 平 分 绕 的 垂 线 , 我 们 得 
到 一 个 满足 引 理 条 件 的 人 AA, BC ,后 面 的 证 明 就 简单 了 . 

20. 没有 附加 点 时 ,最 小 值 为 3, 如 图 12.74 所 示 . 有 一 个 附 
加 点 时 ,最 小 秆 为 2 v2a2.828, 如 图 12.75 所 示 , 其 余 的 点 忆 到 
各 项 点 的 距离 之 和 大 于 2y2 可 用 三 角形 不 等 式 证 出 . 有 两 个 附 
加 点 时 ,最 小 值 为 1+Y3=2.732, 如 图 12.76 所 示 , 只 需 简 单 地 
将 到 和 4BE 和 A 入 DEC 顶点 距离 和 的 最 小 值 相 加 即 可 . 

上 | nh 上 0D 总 D 


Xx p50 
| CC 8 CC 8 和 


12.74 图 12.75 12.76 


21. 考虑 M 关于 圆心 〇 0 的 对 称 点 M ,由 三 角形 不 等 式 知 
MA, | 十 |MA;| 宇 2, 从 而 


> MA + IMA | 六 27. 


放 上 述 和 式 中 至 少 有 一 个 不 小 于 n, 内 此 ,在 单位 图 上 往 何 直径 
的 两 个 端点 中 ,至 少 有 一 个 点 具有 题 中 的 性 质 . 
22. 用 TEs 分 别 表示 第 t 条 边 的 两 个 端点 的 坐标 差 , 则 
7, ,yi 都 是 整 数 , 且 式 十 次 一 尺 , 这 里 尺 是 独立 于 i 的 常数 ,并 且 
1 十 Tz 十 … 十 一 YI 十 和 十 二 和. 
利用 这 些 等 式 , 我 们 希望 证 出 1 为 偶数 . 为 此 考虑 
1 二 ymod 4. (1) 
如 果 (1)? 的 结果 为 0, 则 xz, ,y, 都 是 偶数 ,以 其 中 的 一 个 顶点 为 变 


换 中 心 作 变 换 率 为 的 伸缩 变换 ,得 到 一 个 边 数 相同 的 等 边 束 
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生 殴 塞 : 九 何 


点 多 边 形 . 内 此 这 种 情形 可 化 归 到 下 面 的 二 种 情形 之 一 : 

《aj 对 所 有 的 iri,y; 都 是 奇数 :bx yy 为 一 奇 一 侦 . 

在 (a} 中 ,利用 奇数 个 奇数 之 和 为 奇数 ,可 知 nn 必 为 偶数 . 剩 下 
的 情形 (bb) 中 ,对 每 个 ix 为 奇数 ,yy 为 偶数 ,或 者 反 过 来 ,于 是 由 

Xi 十 一 十 x, 二 人 0 过 数 对 (Cx, ,yi) 中 ,使 工 , 为 奇数 的 ;有 偶数 个 ; 

十 下 十 ,二 0 字数 对 (ri,%;) 中 ,使 y; 为 育 数 的 上 有 得 数 个 . 
所 以 ,nn 为 偶数 . 

23, 需要 在 和 ABC 的 外 接 圆 上 找 一 点 也 (这 里 4,B,C 为 圆 
上 给 定 的 3 个 点 一 一 诺 者 注 ) ,使 得 | AB| 十 | PC 一 | BC 十 
1aD1, 妈 |AD|i 一 1DPC|==14&B| 一 1BCI1. 这 转化 为 一 个 熟知 的 
问题 ;已 知 一 个 三 角形 的 一 边 , 该 边 所 对 的 内 和 角 和 另外 两 边 之 
差 , 求 作 该 三 角形 . 不 妨 设 14B1>]BC, 在 4D 上 取 线 段 AM 


一 4B 一 BC, 则 AMCD 为 等 腰 三 角形 , 故 /CMD 一 广 /ABC= 


县 ,进而 AMC= 180" 一 羡 . 从 AC,AM 和 AAMC 出 发 可 作出 


入 AMC,D 为 AM 与 AAABC 外 接 圆 的 交点 ( 若 AB=BC, 则 DD 
为 AC 的 中 重 线 与 AABC 外 接 圆 的 交点 一 一 译 者 注 )， 

24. 设 a 所 5, 则 a 所 cc ,否则 该 箱子 
在 走廊 上 放 不 下 , 同时 a 所 d, 否则 箱 
子 不 可 能 搬入 门 中 . 但 这 些 必要 条 件 
并 不 是 充分 的 . 如 图 12.77 ,我 们 搬 动 
箱子 ,使 边 CD, BC 分 别 与 门 的 接触 
点 为 上 ,RR, 上 点 B 向 RR 方向 移动 . 如 
果 点 4 在 与 走廊 的 对 面 墙 接触 前 也 
点 还 没有 移 到 尺 点 ,那么 箱子 将 被 卡 
住 . 如 宁 4 与 走廊 的 对 面 增 接触 时 ,也 
正好 移 到 民 点 ,那么 刚好 可 以 将 箱子 
搬入 门 内 . 图 12.78 表示 了 这 种 临界 


状态 . 此 图 中 ,长 方形 ABCD 与 平行 四 边 形 ARLE 面积 相等 , 邯 
ab 一 cd. 归 ap<cd 时 ,箱子 可 以 轻易 地 搬 人 门 内 . 从 而 箱子 可 搬 
人 门 具 的 充 要 条 件 是 

Qaeda ahd. 

25. 利用 熟知 的 公式 4AR 二 abec, A 二 gsr， A: 二 sg{s 一 a)(s 一 
bs 一 让. 将 它们 代 人 关系 式 2R 十 r= 二 s, 经 几 次 变形 后 ,得 

(一 和 十 六 十 中} 一 产 十 ca 十 后 一) 二 0. 
最 后 的 关系 式 当 且 仅 当 一 角形 为 直角 三 角形 时 成 立 . 

26. 由 AB/ EC, BC/AD,CD/BE, DE/ AC=|ABE|= 
iABC|, | BCA|= 1BCD|, |BCD| = |CDE|, ICDE|= 1ADE| 
=>|ABE|=|ADE|=>AFE/ BD. 

27. 我 们 证 明 更 一 般 的 命题 , 若 弦 AF 交 半 径 0OC 于 NM 而 
弦 DE 交 蓄 BC 于 NN, 则 向 一 EB 

由 于 AC 和 A 户 关 于 AB 对 称 , 故 它 们 的 弧 长 相等 ,因此 
AEC==AAED, 且 AEC 二 AABC. 而 由 A 八 OCB 为 等 腰 三 角 
形 ,可 知 一 ABC= DCB. 下 AED= /OCB, 期 /AMEN = 
MCN ,这 表明 MAN EEC 四 点 共 间 .从 而 MNC= /AMEC 


CM CA 
一 -DBC, 即 AMNCcAODBC， 所以， CO eB- 


28. 两 个 贺 中 较 小 的 风 在 以 O 〇 为 球 心 ,Y2 为 半径 的 球 上 ,而 
较 大 的 贺 存 以 O 〇 为 球 心 ,Y3 为 半径 的 球 上 . 因此 ,最 小 距离 po 
V3 一 Y2. 设 P,Q 为 AC 与 ABCD 的 内 切 圆 的 交点 , 则 OP (OQ) 
位 于 较 大 的 圆 所 在 平面 上 , 交 该 圆 于 R(S). 因此 ,p= |1PR|= 
1QS1 一 v3 一 v2. 

29. 存在 . 曲线 忆 二 {t,t)} ,1ER 满足 条 件 , 任意 一 个 平 
面 方程 具有 形式 Azx 十 By 十 Cz 十 局 0, 这 里 六 ,B,C 不 全 为 零 . 
人 点 满足 方程 A 十 BE 十 CE 十 DD 二 0, 该 方程 至 少 有 一 个 实 根 ， 
至 多 有 5 个 实 根 ,从 页 忆 与 该 平面 的 交集 为 非 空 有 腿 集 (此 题 
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解 符 有 误 ,， 原文 中 原 取 忆 ={(1, ,三 )}, 请 读者 找 出 其 中 的 错 
误 - 一 - 主 者 注 ). 

30, 先 证 明 一 个 球 S$S 上 任意 去 掉 两 点 P,Q 后 ,可 作出 满足 
训 求 的 分 划 . 为 此 设 S 在 点 卫 ;@ 两 点 处 的 两 个 切面 交 于 与 S 没 
有 交点 的 直线 g, 或 它们 平行 , 过 gg 的 所 有 其 他 平面 或 所 有 与 
P,Q 外 两 平行 切面 平行 的 平面 与 球 S 交 出 一 个 图 ,或 者 根本 没 
有 交点 . 这 些 图 两 两 不 交 , 且 它们 的 并 为 人 SVIP,Q}. 现在 设 忆 是 
过 口 的 一 个 半径 为 1 的 赔 , 则 所 有 的 球 S, :二 1Pla(tP,0)=r}， 
0<r<< 2 ,除了 属于 C 的 两 个 点 外 ,可 作出 满足 要 求 的 分 划 . 这 种 
方式 给 出 了 以 口 为 球 心 ,半径 为 2 的 开 球 外 加 满足 4d(O,X) 一 2 
的 一 点 六 形 息 的 集合 导 的 分 划 峙 ， = WW,S-UC. 如 果 我 们 将 
好 每 次 平移 工 个 单位 ,那么 所 有 平移 所 得 结果 不 变 , 面 所 有 平 
移 的 并 覆盖 直线 OX 上 每 一 个 点 . 设 工 是 这 些 平 移 的 并 ( 它 可 
以 划分 为 不 变 的 圆 的 并 ) ,并 设 匡 是 所 有 与 OX 垂直 的 平面 , 则 
HA 了 是 一 个 去 掉 了 一 个 闭 圆 盘 或 去 掉 一 点 药 平 面 , 它 可 以 分 划 
为 以 该 加 盘 的 圆心 (或 那个 去 掉 的 点 ) 为 圆心 的 两 两 不 交 的 同心 
圆 的 并 . 

31. 可 以 , 有 这 样 的 一 个 例子 : 任 取 一 条 直线 4, 过 B,CEa 
作 两 条 直线 8,c, 使 51a,c |] a,5Xe, 考虑 所 有 与 4 平行 的 平面 ， 
任 皮 其 中 一 个 ,直线 bc 与 它 交 于 两 点 , 作 过 这 两 点 的 直线 . 对 
该 平行 平面 族 中 每 一 个 平面 作出 这 样 的 直线 ,我 们 得 到 一 块 由 
两 两 异 面 的 直线 形成 的 墙 , 它 把 空间 分 为 两 个 部 分 . 现在 考察 绕 
轴 a 的 所 有 旋转 变换 , 那 块 墙 的 像 就 给 出 了 将 空间 分 划 为 两 两 
异 面 的 直线 的 方法 ， 

另 一 个 非 初 等 的 构造 由 所 有 有 相同 焦点 的 单 叶 双 曲面 组 
成 . 见 [14j]. 

32. 设 只 ，S，T，U 为 四 边 形 的 四 边 与 球 的 切 点 ,分 别 在 


A, B,C, D 上 赋 以 一 个 质量 为 二 , 二, 二， 池 的 物体 则 由 
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(二)=6( 二 )==c( 二 )=d( 子 ) 二 1 可知 A,B 的 重心 为 RR,C， 


a b c 
的 重心 为 工 , 从 而 六 ,B,C,D 的 重心 在 RT 上 .我们 还 有 另 一 
种 方 式 来 确定 它们 的 重心 ;A 了 的 重心 为 ,B,C 的 重心 为 5. 
战 ,B,C,D 的 重心 在 SU 上 . 从 而 线段 RT 与 SU 必 相 交 , 交 
点 为 A,B,C,D 的 重心 . 所 以 RR,S,T,U 共 面 . 
33. 提示 ;容易 做 到 ! 只 需 使 音 圆 柱 体 的 轴 彼 此 垂直 . 


34. 利用 Pick 定理 知 , 若 ;一 0 一 0, 则 /(ABC) = 亏 , 这 样 对 


ABC 运用 Heron 公 武 知 ss 一 a) 一人) (一 0) = 二 . 对 最 后 


一 式 化 简 可 得 有 一 边 的 平方 至 少 等 于 男 两 边 的 平方 和 , 从 而 ,对 
锐角 三 着 形 而 言 ,其 内 部 或 边界 上 至 少 有 一 个 整 点 . 

35. 取 其 中 半径 最 大 的 阅 , 并 考虑 一 个 新 的 .半径 为 该 国 3 
倍 的 同心 图 ,去 掉 这 个 同心 圆 内 部 所 有 的 圆 , 剩 下 的 圆 都 不 与 第 
一 个 圆 相交 , 在 剩 下 的 圆 中 肥 半 径 量 大 的 圆 , 并 重复 前 面 的 过 
程 . 直至 所 有 作出 的 同心 圆 面积 之 和 大 于 1. 这 样 ,原来 那些 半 


径 小 3 倍 的 (最 大 ) 贺 的 总 面积 大 于 让 ,上 且 两 两 不 交 . 


36. 将 院子 分 为 50 条 宽 为 2 的 带 形 , 如 100 
图 12.79, 它 表示 了 一 条 带 有 水 平 对 称 轴 m 站 二 一 一 一 
生长 为 100 的 带子 S. 关 侣 柱 的 中 心 在 5S 外， 图 12.79 
则 该 贺 与 mw 没有 公共 点 , 每 一 个 圆柱 至 多 与 
m 中 的 8 段 没 有 公共 点 ,其 中 每 一 段 的 长 度 至 多 为 10, 这 是 因 
为 每 一 条 长 度 为 10 的 线段 不 能 与 任何 圆柱 没有 公共 点 , 而 每 一 
个 圆柱 下 面 ,线段 的 长 度 至 为 2, 社 意 到 8X10 十 ?X2<-100， 
因此 至 少 有 8 个 莘 柱 的 中 心 在 SS 内部. 这 对 50 条 带 形 中 的 每 一 
条 都 成 立 . 因此 院 中 至 少 有 8X 50 其 400 个 辆 柱 . 

37, 如 果 顶 点 4, 卫 都 具有 题 中 的 性 质 , 则 -CAB 十 DAB 
180 且 一 CBA 十 一 DBA>>180" 然而 ACAB 与 和 .DAB 的 6 
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个 内 和 角 的 总 和 为 180" 十 180 ,了 矛盾 . 

38. 假设 该 多 面体 的 顶点 数 大 于 8 个 . 考虑 其 中 的 9 个 顶 
点 ,它们 中 至 少 有 5 个 顶点 的 第 1 个 坐标 有 相同 的 奇偶 性 ,这 5 
个 顶点 中 至 少 又 有 3 个 项 点 的 第 2 坐标 有 相同 的 奇偶 性 ,这 3 
个 顶点 中 叉 必 有 2 个 顶点 的 第 3 坐标 有 相同 的 奇偶 性 . 这 样 的 
话 , 联 结 这 两 个 点 的 线段 的 中 点 为 整 点 . 利用 多 面体 的 凹 性 ,这 
个 中 点 在 其 内 部 或 边界 上 , 示 盾 . 

39. 三 个 120" 的 内 和 角 中 必 有 两 个 相 邻 ,否则 这 三 个 内 解 所 
对 圆 强 的 并 为 整个 圆周 (不 可 能 构成 7 边 形 一 一 译 者 注 ). 因此 
有 两 个 相 邻 内 角 ABC 一 BCD 一 120'. 这 表明 iAcC|=1BD|， 
且 入 ABCQABCD, 于 是 1A8|==|CD|. 

40. 他 应 该 光一 个 面积 为 S$ 的 倒 走 、 直 S$ 二 x, 我们 得 到 


,</ 避 为 其 半径 .这 条 路 径 的 长 为 2xr 一 2 /3 一 2Vz5 


41. 他 应 该 沿 一 个 周 长 为 v2rS 的 半圆 走 , 则 此 半圆 不 能 放 
人 任何 一 个 面积 为 S 的 凸 图 形 , 假如 能 放 入 隔 图 形 内 , 由 于 森 
林 是 晤 图形, 如 果 两 个 点 在 其 内 部 ,那么 联结 这 两 点 的 线段 整个 
地 落 在 该 森林 内 部 . 从 而 这 个 半圆 盘整 个 地 落 在 $S 内 ,但 是 该 


半 加 盘 的 半径 R 一 虐 v 于 5 一 / 焉 ,其 面积 为 二 xR: 二 S. 这 表明 


一 个 面积 为 $ 的 出 图 形 内 部 有 一 个 面积 为 S$ 的 凸 图 形 , 了 矛盾 . 
因此 ,半圆 要 么 与 森林 的 边缘 相 切 ,要么 完全 离开 边缘 ， 
42, 知道 出 路 的 人 会 告诉 他 走出 森林 的 最 短 的 路 R. 因此 半 


径 为 R 的 加 完全 洲 在 森林 中 . 由 S>xR? ,可 知 R<c/ 号 


43. 设 该 数学 家 在 点 口 处 ,以 口 为 圆心 ,1 英里 为 半径 画 
圆 , 则 夭 林 的 边界 与 该 圆 相 切 , 我 们 需要 寻找 从 口 出 发 县 与 贺 
的 性 何 一 条 切线 有 公共 点 的 最 短 曲 线 . 很 多 处 理 此 题 的 人 想到 
了 下 面 的 方法 . 
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方法 一 : 沿 下 线 方向 从 吃 操 走 一 英里 到 达 4 点 ， 然 后 哲 图 
12.80 2 你 至 多 需要 走 1 十 2r 关 7.28 英里 可 达 和 森林 的 


四 四 订 


图 12. 种 图 12.81+ 围 12.82 
方法 二 :是 否 大 的 需要 沿 阅 周 走 呢 ? > 12.81 显示 不 必要 ， 
路 行 OABC 与 阅 的 每 一 条 切线 有 公共 点 ,这 给 出 了 一 种 走出 森 


宁 的 方法 , 它 只 需 走 亚 十 2s<6.71 英里 

方法 三 :图 12.81 中 ,我 们 在 路 的 一 端 作 一 些 节省 . 让 我 们 
在 六 点 处 作 这 和 样 的 节省 . 图 12.82 中 ,有 路径 ABCD 也 与 加 的 每 
条 切线 湖人 公共 点 . 因此 只 需 走 2 二 y2 +-rss6.556 英 里 , 即 可 走出 
森林 ， 

方法 四 :下 一 步 需要 用 到 一 些 三 角 和 和 
微 积 分 运算 . 图 12.83 中 的 路 径 DABCD 
导 有 长度 pce 1OA1 + [AB 十 BC 十 


CDL. 其 中 |04|= 一 ,AB|I=taneC “ 
=2x—2a 2g, CD 一 ang sg 依 颈 度 计 
等. 故 

pa 同一 2r 十 (二 十 tana 一 2c] 十 (tang 一 28) 
或 与 为 (ae, 用 一 条 十 Fe) 十 BE( 朋 .为 求 pla, 及 的 最 小 值 ,党 分 


别 求 Fe 和 &(8 的 最 小 值 . 由 于 
Fa )=<2sine— DO 十 sina) 


Cos 位 


图 12.83 
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gE (P=tan:B—1=(tang— DD) (tangt-1), 
由 于 ,8 痢 为 锐角 ,站 (a) 二 0,g' (89) 二 0 有 唯一 解 


五 oA 
a eB 4 


在 这 些 点 上 ,六 (og),g (用 由 负数 变 为 正 数 ,因此 存 这 些 触 度 值 
上 上 慑 最 小 值 . 最 小 路 径 的 长 度 为 


[过 , 亚 )} 一 1TV3 十 msc6.397. 
可 以 证 明 没 有 更 短 的 路 走 进 桂林 了 . 

44.(〈a) 可 以 没 一 个 直径 为 1 的 圆周 走 x 英里 走出 这 片 森 
林 . 

(by》 可 以 走 一 条 长 度 为 /2 的 线段 ,旋转 90" 再 走 长 度 为 Y2 
的 线段 走出 森林 . 需 走 2 v2 二 2.82 英里 ， 


2 。 2 
(¢) 沿 下 线 走 长 为 万 的 线段 ,旋转 120 绸 走 长 为 后 的 线 


段 , 则 我 们 一 定 走出 了 森林 ,所 走路 程 至 多 关 2.31 英里 . 

(d) 最 后 一 种 方法 只 比 理 想 值 2.278 稍 大 一 些 , 但 很 难 找 
到 . 它 由 曲线 ABCDC'D'E 组 成 ,其 中 BC 和 DD'C' 是 圆 张 ,AB 
与 BC 相 切 ,ED 与 D'C' 相 切 ,而 DC 和 DC’ 与 两 段 贺 绪 都 相 切 
( 即 DD 为 BC 和 D'C' 所 在 贺 的 内 公 切 线 的 交点 一 一 译 者 注 ), 这 
是 不 能 被 宽 为 1 的 带 形 覆盖 的 最 短 曲 线 . 

45. 平面 上 的 将 贺 变 为 圆 的 变换 是 平面 到 平面 的 双 射 . 设 f 
是 一 个 平面 上 的 任意 这 样 的 变换 ,X 为 平面 上 的 任意 一 点 , 记 
A(X) 二 X .我 们 需要 证 明 下 面 两 个 事实 ， 

(a) 设 A',B',C' 三 点 共 线 , 则 它们 的 原 像 A,B,C 共 线 ; 

(b)》 设 站 ,B,C 共 线 , 则 A',B ,C 也 共 线 . 
(a) 的 证 明 是 平凡 的 . 设 A,B,C 不 共 线 , 则 它们 在 一 个 圆 上 (其 
外 接 园 上 一 一 译 者 注 ), 因 此 它们 的 像 点 也 在 一 个 国 上 ,不 共 线 . 
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者 盾 ! 

现 齐 设 4,B,C 都 在 直线 g 上 . 考虑 以 AB 和 AC 为 直径 的 
圆 -， 和; ,它们 的 像 ci ,cj 也 都 是 圆 ,其 切 点 为 A'. A'B' 不 是 ec1 
的 切线 . 又 A' Ecs, 故 4B 不 是 cy 的 切线 . 因此 4A 呈 与 c3 有 另 
一 个 这 点 ,由 (a) 知 该 交点 的 原 像 在 ce 上 , 即 在 直线 4 上 , 它 
必 为 C, 央 此 伺 在 A'B' 上 . 

46. 设 四 边 形 ABCD 已 经 作出 . 考虑 以 A 为 中 心 ,旋转 角 


为 a, 系数 为 的 旋转 相似 变换 . 它 将 B 变 到 吕 . 设 C 为 C 的 像 ， 
则 LCDC =p+6 二 180", | DC'| 一 如 . 我 们 在 一 直线 上 到 点 C， 
D,C" ,使 得 |CD|~ 人 ,|DC| 一 c. 点 A 的 轨迹 是 以 DD 为 负心 , 
为 半径 的 贺 . 另外 还 有 | 全 全 | 一 区 .于 是 ,4 在 位 于 到 点 (与 ( 
的 距离 的 比 为 全 的 Apollonius 男 上 . 为 得 到 该 圈 存 CC 上 的 直 


答 的 两 端点 P 和 久 ,我们 作 线 自 C'C 的 内 分 与 外 分 比 为 全 的 分 


点 ,以 PQ 为 直径 的 圆 是 4 的 第 二 条 轨迹 , 作 以 A,C 为 图 心 ,a， 
5 为 半径 的 圆 ,就 完成 了 这 一 作 图 . 

47. 育 线 六 总， 五; B; 和 Cs 为 六 AIB 和 的 内 骨 平 分 线 . 

48. 由 等 式 sinze 十 sin28= sin(e 十 及 变形 ,得 sina (sina 一 
cos8) 二 sinB(cosa 一 sin8). 如 果 sina>> cosg, 则 cose>> sin8, 故 
sinatcosia> cos28 十 simp, 即 1 汪 1. 了 矛盾 ! 同 理 sineg <<cosg， 
cosa< si 好 也 是 不 可 能 的 . 因此 sina 一 cosg,a 十 6 一 7， 

49. 绕 忆 旋转 60" 的 变换 将 八 CAD 变 为 ACBE, 绕 如 旋转 
60" 的 变换 将 和 八 HBE 变 为 和 人 HDK. 


50. 设 ABCD 为 空间 四 边 形 ,其 对 边 相 等 , 则 人 入 ABC 吧 
CD4, AAAaABDPSACDB. 设 P,Q 分 别 为 AC 和 BD 的 中 点 ， 
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则 IPDI 二 |PB| 寺 PQLBD,|PA1=|PC| 坟 PQ1AC, 反 过 来 ， 
电 PQ1 BD,PQ LAC, 可 知 关 于 PQ 的 对 称 变换 将 各 变 为 C,B 
变 为 D. 从 而 对 边 长 相等 ， 


51. 我 们 有 |AA， [> 到 人 14AB1 十 1ACh ,事实 上 ,由 Ptolemy 


定理 可 知 
[AA1|* 1BCI=14B|，1C4 1 二 |AC，1BA4，， 
因为 ~B4A 一 CA44, 一 今 , 故 14BI 一 1ACI 一 已 且 
_» lABItt IACI! 
214A 1 一 2 BeG| 


2 
| BC 


这 里 用 到 2t= 二 1AB| 十 |AC| 记 |BCI， 类 似 可 证 BB | 这 
二 (BA| 十 1BCD ,CC 之 训 (CA1+1CB1). 将 三 个 不 等 式 


相 加 得 [AA1| 十 18B1 ;十 ICC >1AB| 二 BC 二 ICAI， 

52. 由 于 每 个 内 角 都 是 120 , 故 
图 12.84 中 的 入 PQR 为 正三 角形 . 这 
表明 对 边 的 差 相等 ， 

53. 由 于 在 M,N 处 的 角 为 直 
角 ,因此 点 M,N 在 以 AP 为 直径 的 
加 了 Z 上 .而 MEA4B,NEAC, 故 
AAAN 保持 不 变 , 当 P 变化 时 ,Z 
变化 ,但 人 MAN 不 变 . 故 |MN1 取 最 大 值 要 求 |AP1 最 大 ,这 天 
明 六 ,P 为 一 条 直径 的 端点 ， 对 这 个 点 P,M,N 与 B,C 重合 . 
1MN | 的 最 大 和 值 等 于 八 ABC 的 第 三 条 边 ,BC| 的 长 . 

54. 初学 者 的 解答 : 存 A,B 处 作 AB 的 垂 线 ,它们 分 别 与 贺 
交 出 另 一 个 点 己 和 C*. 考虑 人 ABC ,由 于 1AC'1=2r,1AB1 十 
[BC >>14C | = 条 , 故 AABC 的 周 长 大 于 4+, 现在 我 们 必须 证 
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CABI+t|ACI})>1ABI+ |ACI|. 


图 12,8# 


算 决 甩 术 的 第 二 
明 |4Cj+1BCI>14aC | 二 1BC |. 这 依赖 于 下 面 的 定理 :在 内 


接 于 给 定 国 的 底 边 相同 的 三 角形 中 , 商 最 长 的 三 角形 周 长 最 大 . 
因为 十 8 一 180 一 ”, 而 由 正 蔷 定理 e 一 2rsina, 首 知 


atpb =2r(sinet sing) =—drsin co 。 ca 一 总 
2 2 
= 了 、、 ja 一 届 
4rcas FOS 5 ， 


世 是 关于 |a 一 8B| 的 单调 递减 函数 , 差 越 小 ,和 4 十 5 越 大 . 利用 这 
个 结论 容易 证 出 于 述 定理 . 
利用 Jordan 不 等 式 0<-r<< 且 ->sinr> 纪 , 它 描 述 的 是 正 站 


明 数 的 图 像 在 端点 为 (0,0) 和 【到 ,1) 的 弦 的 上 方 . 依 此 可 得 到 
一 个 只 有 一 行 的 证 明 ， 
atptc=2r(sinet singt siny) >4dr 一 4 


55. 先 作 PP /WALAs (Pi EA,A1), 然 后 作 PP,// AsAs(PP， 
E A1As) ,依次 下 去 .证明 P,…P, 有 具有 所 需 的 性 质 . 

56. 帮 一 个 半径 充分 大 的 圈 , 使 得 最 长 边 为 它 的 一 条 纺 , 然 
后 按照 任意 次 序 放 置 其 余 的 弦 ( 合 每 条 边 都 是 弱 ) ,得 到 一 条 由 
芯 组 成 的 开 链 . 现在 开始 减 小 该 圆 的 半径 ,如 果 国 的 直径 变 为 使 
开 链 闭合 的 最 大 阅 的 直径 , 则 再 将 该 贺 变 大 , 但 这 时 阅 的 圆心 应 
在 剩 下 的 弦 中 最 大 藤 的 另 一 侧 . 再 次 将 闻 的 大 小 适当 减 小 ,好 可 
得 到 一 个 符合 要 求 的 闭合 的 链 . 

57, 四 面体 顶点 处 的 三 面 角 的 三 个 角 平 分 面 交 于 一 直线 ， 
该 直线 是 与 三 面 角 的 三 个 面 虐 离 相等 的 点 的 轨迹 . 任 取 另 外 二 
个 角 平分 面 之 一 , 设 它 与 该 直线 交 于 点 0 〇 , 则 点 O 是 到 四 面体 各 
面 都 相等 的 点 . 它 是 内 切 球 的 球 心 . 男 外 两 个 角 平 分 面 到 夹 它 的 
两 个 面 的 距离 相等 , 故 它们 都 过 点 0 

58. 利用 各 顶点 处 三 面 角 的 角 平 分 线 ( 上 题 中 三 个 和 平分 
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面 的 交 线 一 -- 译 者 注 ) 上 尾 意 操 到 其 各 面 吕 离 格 等 这 一 事 冬 . 

59. 当 ? 一 3 时 ,所 有 正三 角形 只 能 是 平面 二 角形 . 当 n= 二 4 
时 ,将 一 个 楼 形 沿 其 较 短 的 对 角 线 翻 折 , 直 至 所 有 和 角 w<90 ,可 
得 一 个 空间 正四 边 形 . 当 ?2>4 是 于 为 蛋 数 时 ,从 一 个 平面 正二 
边 形 出 发 ,每 隔 一 个 顶点 向 上 移动 一 个 相等 的 距离 . 作出 各 内 前 
a 都 是 90 的 空间 正 n 边 形 是 非常 容易 的 . 从 一 排 全 等 的 正方 形 
出 发 ,然后 将 每 两 个 相 邻 的 折 成 一 个 直角 ,得 到 一 个 “阶梯 形 ”. 
当 nn 为 不 小 于 7 的 奇数 时 ,都 存在 空间 正 nn 边 形 ,要 做 出 一 个 所 
有 内 和 角 zx 一 90 的 空间 正 多 边 形 ,可 用 图 12.85 中 的 方法 ,从 平面 
图 形 出 发 来 构造 .将 有 3 个 直角 的 五 边 形 翻 折 ,使 顶点 5,6 处 的 
角 也 变 为 直角 ,其 余 的 正方 形 同 上 处 理 , 依 次 上 、 下 奢 折 90 ,如 
图 12,86 所 示 ， 


-OY 


图 12.85 图 132.86 


60. 作 一 平行 手 楼 e, 且 与 所 有 了 以 e 的 一 个 端点 为 端点 的 楼 
都 相交 的 平面 ,由 于 对 e 的 每 一 个 端点 .都 至 少 有 另外 两 条 档 以 
它 为 山 点 ,所 以 ,该 平面 截 密 面体 所 得 平面 图 形 鞋 少 有 4 个 项 

61, 分 别 过 4,B 作 A8B 的 王 面 ,过 多 击 体 的 其 他 顶点 作 AB 
的 垂 面 . 考 虑 这 些 平 面 中 的 相 邻 平面 ,至 少 有 3 条 棱 夹 在 这 两 个 
平面 之 间 , 每 条 楼 的 长 讼 不 小 于 它们 在 AB 上 的 投影 ,另外 诗 少 
有 一 条 与 AB 不 平行 的 楼 , 因此 ,所 有 这 些 棱 的 棱 长 之 和 大 于 
3d, 

简 言 之 ,该 多 面体 的 框架 在 AB 上 的 投影 至 少 窗 羔 线 段 AB 
三 次 ， 

62. 容易 证 明 . 
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63. 将 球面 三 角形 ABC 作 关于 O 的 对 称 图 形 A'B'C', 则 DD 
在 ABC 外 部 . 

64. 设 上 是 -个 边 形 的 内 角 中 锐角 的 个 数 . 我 们 有 商 种 方 
式 来 计算 其 内 角 和 .一 方面 , 它 小 于 放 ，90 十 (mn 一 上 ，360”, 明 
一 方面 , 它 等 于 (n 一 2) 。180°. 所 以 &* 90° 十 (nn 一) ，360">>(n 
一 2) ，180", 即 路 <2w 十 4. 于 是 <|[ 特 | 十 1. 图 12.87 给 出 了 


当 me3r,3r 上 1,3r| 2 时 ,锐角 个 数 等 于 | 守 |+1 的 有 1 边 形 的 
例子 . 


A 二 3r 下 一 和 十 于 一 3r 十 了 
闭 12.87 


15. 设 球 面 { 或 平面 } sl 过 第 ] 个 和 第 2 个 圆 , 而 球面 59 过 
第 2 和 第 3 个 图 . 如 果 与 ss 不同, 则 它们 的 交 线 是 第 2 个 图 . 
另外 ,第 1 个 阅 和 第 3 个 出 的 公共 点 也 存 s; 和 s; 的 交 线 土 , 亏 
在 第 2 个 图 上 ,这 导致 二 个 圆 有 一 个 公共 点 , 矛盾 1 

66. 侣 一 个 才 面 体 的 每 个 项 点 都 与 其 余 每 个 顶点 有 棱 相 
联 , 则 该 多 面体 的 每 个 面 都 是 三 角形 . 考虑 有 公共 棱 AB 的 两 个 
面 ABC 和 和 ABD. 如 果 该 多 面体 不 是 一 个 四 面体 , 则 该 多 面体 有 
一 个 不 同 于 A,B,C,D 的 顶点 EE, 由 于 C,D 位 于 面 ABE 的 异 
侧 , 故 入 ABE 不 是 该 老 面 体 的 面 . 若 我 们 沿 AB,BE 和 EA 将 多 
面体 切 开 , 得 到 次 个 部 分 ,C,D 分 属于 不 同 的 部 分 (对 非 凸 的 儿 
面体 此 绪论 不 成 立 ). 因此 ,2 与 忆 之 加 不 能 有 楼 相 联 , 否则 此 
楼 会 被 切 开 . 但 是 , 凸 多 面体 的 楼 不 能 经 过 其 内 部 的 点 , (这 里 凸 
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性 是 十 分 重要 的 . Akos Csasar 移 造 了 一 个 有 ?个 顶点 的 非 凸 的 
多 面体 ,每 两 个 顶点 之 间 有 棱 相 联 ). 
67. 若 多 面体 名 有 三 角形 面 , 共 有 了 个 三 角形 , 则 边 的 条 数 


为 , 边 数 为 3 的 倍数 . 另 一 方面 , 若 有 -一个 面 ,其 边 数 大 于 3， 


那么 该 多 面体 的 边 数 至 少 为 8， 

58. 作 以 给 定 圆 为 赤道 的 球 , 则 公共 弦 是 球 的 交 圆 在 ( 圆 所 
在 的 ) 平 面 上 的 投影 . 我 们 需要 证 明 球 在 平面 上 有 公共 点 . 考虑 
其 中 两 个 球面 的 交 贺 ,此 交加 在 平面 上 的 屠 条 直径 的 一 个 映 点 
在 第 三 个 球 的 外 面 , 男 一 个 端点 在 第 三 个 球 的 里 面 . 因此 这 个 图 
与 第 3 个 球 相交 ,所 以 3 个 球 在 平面 上 有 公共 点 . 

69. 考虑 与 四 面体 的 两 条 对 裕 平 行 的 平面 工 . 我 们 证 明 在 与 
I 下 直 的 平面 中 有 商 个 满足 条 忻 的 平面 . 四 面体 在 (与 工 敢 真 
的 ) 这 样 的 平面 上 的 投影 是 高 为 常数 的 梯形 或 三 角形 , 它 等 于 这 
两 条 对 棱 之 间 的 距离 . 梯形 的 中 和 位 线 是 四 面体 另外 4 条 楼 的 中 
点 所 组 成 的 平行 四 边 形 的 投影 . 因此 我 们 必须 证 明 对 任意 平行 
四 边 形 ,可 以 在 该 平行 四 边 形 所 在 的 同一 平面 上 找到 两 条 直线 ， 
该 平行 四 边 形 在 它 科 上 的 投影 长 度 之 比 之 v2, 设 a,5 为 平行 四 
边 形 两 条 邻 边 的 长 度 ,a<b. 并 设 4 为 其 最 长 的 对 角 线 . 平行 四 
按 形 在 和 环 直 于 户 的 直线 上 的 投影 的 长 度 寺 a, 而 在 平行 于 d 的 直 
线 上 的 投影 长 度 为 d. 于 是 ,这 a 十 太守 2a:. 


70. 答案 :29. 在 8 个 顶点 中 ,我 们 有 ( 。} 一 70 种 方法 选取 其 


中 的 4 个 点 .这 些 选 法 中 ,有 12 个 4 点 组 是 共 面 的 ,余下 58 个 4 
点 组 不 共 面 ,它们 来 自 29 个 互补 的 两 点 对 ,每 个 由 互补 的 两 点 
对 形成 的 4 点 组 确定 同一 个 盒子 (平行 六 面体 ), 因 此 可 得 到 29 
个 盒子 . 试 着 寻找 一 个 更 几何 化 的 解答 (参考 第 5 章 问 题 12). 
71. (a) 对 和 ABC 内 任意 一 点 卫 , 联 结 CP. 分 别 过 AB 作 
CP 的 重 线 AAA 和 和 BBi( 如 图 12.88), 则 2C|APC| 十 |PBC|}= 
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证 决 问题 的 此 本 


(CjAA :+1BB | za 十 pi 而 |4A4 | 十 | 了 5 |<LAB|=e, 
是 

rz at 十 六 | 癌 理 ， 

dribut eunb yaut eer. 1) 
上 述 3 个 不 等 式 相 加 ,就 有 

ai bytee2(au tbutem) = 15. 

(b) 首先 我 们 证 明 讶 以 将 人 1) 中 
的 sz 对 换 , 不 等 式 仍然 成 立 . 专 实 上 ， 
作 卫 关于 负 y 的 平分 线 的 对 称 点 王 ， 
则 |CP|==1CP ==z, 而 PP 到 BC 和 AC 的 耻 离 为 y 和 zx. 对 PP 
用 不 等 式 (1) ,可 得 

cravt ba 如 ,ar 人 be 二 cv yawt cu, (2) 

在 (2) 中 解 册 xx,y,z 并 机 加 ,得 


十 和 Y 十 之 > (+t) (十 汪 jE ? (s+2)w 
a | 


12.48 


之 2 2 2 
?Cu 二 vw 十 te). 
这 就 是 普 名 的 Erd5s-Mordel] 不 等 式 , 它 由 Erdis 于 1935 年 在 
4 美国 数学 月 刊 》 上 提出 ,而 Mordell 在 1937 年 给 出 解答 . 等 导 
在 三 角形 为 正三 角形 时 肥 到 . 
(c) 由 不 等 式 (1) 可 知 ze 十 Se, 类 伏地 ,yu>2 二 
Cerro>Qem 十 ee 邮 , := 式 相 加 ,得 
Xu 二 oz 六 (全 二 和 ju (< 1 二 十 [全 十 :< 
一 人 六 a c pi (4 a en 
2 uv 二 te tew ). 
72. 假设 四 边 形 ABCD 中 a 十 c= 二 # 十 dd, 且 面积 A 二 vabcd， 
我 们 欲 订 8+3 一 天 用 两 种 方式 表示 对 角 线 AC 的 平方 将 
a th 2abcosp—e ta — 2 rosd. (1) 
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i 


由 ue 一 上 十 本， Hab)’ 二 {r 一 4, 或 


Qi 十 六 一 2ab 二 十 qd 一 2cd. (2) 
将 (1) 减 去 (2) ,再 两 过 除 以 2, 得 
ab(ll—cos) cdl—cosd). 《3) 
利用 ABCDP 的 面积 为 veaca ,可 知 
sin8+ csin8 一 v abcd. 


上 式 两 边 磁 以 2, 骨 平方 ,得 
dabcd =aP (1—cos 及 十 全 用人 一 cos 人 
+ 2abecadsindsnes. 

利用 (3) ,得 

dabecd 一 66(1 十 cos9)ed(1 一 cos6) 

ted(llcosd ab(tl— cos 2abcdsingsingd. 
两 边 除 以 abcd ,展开 后 合并 同类 项 ,得 
cos《 有 二 人 一 一 1 有 二 人 一 区 . 
这 是 Putnam 大 学 数学 竞赛 问题 . 男 外 两 个 问题 留 给 读者 . 


73. 不 铺设 a<p<<c, 由 oh 一 矶 ,一 ch. 一 24, 可 知 a 十 < 一 


b+ 和 一 c 十 竺 = 引入 沙 数 f(z) 二 x 十 壮 , 则 fa)=f(0) = 


A 二 .而 (XX) 一 是 关于 xz 的 一 元 二 次 方程 ,对 f(a) 二 了 (6) 
二 fc) 二 k&， 由 于 一 元 二 次 方程 至 多 有 两 个 不 同 的 根 , 可知 a， 
b,c 中 必 有 两 个 相同 . 设 a 一 5, 但 a 关 c,; 则 由 方程 x? 一 kx 十 2A 
一 0, 可 得 ac 一 24, 从 而 4 一 5 一生 一 h., 这 是 不 可 能 的 . 所 以 ,a 
=p=r, 

74. 设 昨 旺 第 二 次 跳 到 点 CE a. 将 BC 沿 OB 反射 得 BC， 
再 将 其 沿 OC 反射 ,依次 下 去 . 则 点 A, B,C ,D',E ，… 落 在 同 
一 个 贺 上 ,并 且 相 邻 两 点 为 该 圆 的 一 条 长 为 1 的 纺 , 这 个 点 列 最 
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终 闭 合 ,只 有 当 a 为 x 的 有 理 数 倍 时 可 以 向 到 , 从 而 结论 是 对 
5 一 pl 为 正 整 数 ,才能 回 到 A 点 . 


75. 是 的 ! 为 此 我 们 必须 ( 它 同时 也 是 充分 的 ) 将 8 个 瞳 望 
台 放 在 内 接 于 该 行星 的 正方 体 的 顶点 上 . 事实 上 ,图 12.89 中 到 
上 4 的 距离 为 4 的 点 均 可 在 A 外 观察 到 ,这 些 点 外 在 以 离 点 态 距 
离 为 a 的 正 上 方 的 点 2 为 圆心 .以 AM 为 半径 的 阅 所 确定 的 球 
冠 内 . 记 AOM 一 $ 对 名 我 们 有 


_I04|_1 
cosp— | OF| 3 


图 12.89 图 12.%0 
另 一 方面 , 球 心 0 〇 对 球 内 接 正方 体 相 邻 顶 点 的 张 角 #, 也 满 
足 cosh 一 二 , 设 < 为 楼 长 为 4 的 正方 体 的 体 对 和 角 线 , 则 dV3 


a. 如 图 12.90, 由 余 蔷 定理 知 
14B =10AF+10B|:—2104|， |OBilcosg, 


=>costp: 一 二 


因此 ,该 行星 被 8 个 以 正方 体 的 顶点 为 中 心 

昌 张 角 为 $$ 的 球 冠 所 覆 羡 ,每 个 到 行星 表面 三 

上 离 为 4 的 星体 都 被 至 少 丙 个 上 脐 望 台 观 察 

到 F 
76. 分 唱 过 有 A,C,E 作 BC,DE 和 FA 的 

平行 线 , 如 图 12,91, 可 得 
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1ACE 一 De 一目 |PQR | 


_ ABCDEP 十 JPQR | 

如 果 对 和 BDF 作 类 似 处 理 , 代 替 信 PQR ,我 们 得 到 另 一 个 
三 角形 STU. 但 是 入 PQRS 和 STILLK 因 为 它们 的 过 都 是 六 过 形 
的 相对 两 边 之 差 , 例如 | P@R = 14B 一 DEi，QRI 一 
AF—CD|,|PR|=|EF—BC|). 

77. 设 和 M 为 图 心 ,|AC| =6,|BC|=a,1AM|=r,14AB|= 


ic. 由 于 ACB 为 圆周 的 二, 故人 ACB= 《LAMB 一 120", 进 而 ,c= 
a taby = 二 3 或 写 为 
y= a 十 apb 
We 
78. (a) 在 光束 了 刚 扫 射 完 BM 线 后 , 船 从 BB 点 全 速 出 发 , 当 
探照灯 完成 1 又 地 局 的 旋转 到 达 位 置 CM 时 ,光束 AR 


移动 了 2 十 至 一 汪 英 里 , 船 行驶 的 距离 为 此 距离 的 7 
喜 ! 约 0.98 英里 ,不 到 1 英里. 船 会 在 图 12.92 所 示 


两 圆 相交 部 分 的 某 个 位 置 . 而 在 探照灯 完成 1 地 周 


的 旋转 过 程 中 ,整个 相交 部 分 的 位 置 全 部 被 照 到 过 ,的 此 某 个 时 
候 , 船 被 探照灯 发 现 . 


Cb) 设 4 一方, 考 瑟 图 12.93 中 以 1 为 贺 


心 ,去 为 半径 的 图 . 船 在 该 小 圆 内 可 以 租 开 村 


照 灯 ,因此 ,只 需 在 光束 完成 一 周旋 转 之 前 , 船 
走 完 距离 | BA | ,就 可 以 完成 任务 , 这 时 要 求 : 图 12.93 
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一 

(c) 船 如 图 12.94 从 B 于 到 心 ,i 我 8 

们 求 出 二 的 临界 值 ,使 得 船 从 也 开 到 C， 
而 光束 恰好 完成 了 一 周 外 加 弧 BD 的 旋 他 
转 ,此 时 有 ,5C 


伟 一 8 一 ,或 27 十 ae 一 上 tanaya 用 弧 


记 表示 . 
和 可 得 a 二 1.412 066 530, 图 12.94 


而 -J 天 =7, 689 ?05 781{ 原 交 有 谋 一 一 泽 者 注 }. 于 是 ， 


OS 
才 上 7.689 705 781 时 , 船 可 以 完成 任务 ， 
79. 底 相 问 的 三 楼 锥 的 体积 与 其 高 成 正比 . 利用 此 结论 及 
IABCD, = 二 |0ABC| 二 10BCD| 十 |OCDA| 十 |0DAB|, 可 得 


1O4A | 0B 06 ,oD| 
[AA + 1BB;| ICT DD [一 1 
IAA|—R, |BB|—R, ICOI-R, IPD,|—R_ 
AA. + BB + [ey + ppT -1 
1 1 1 l 3 
AA TBET TTC TBD1™R- 
利用 平均 值 不 等 式 ,得 
(44 | 十 |BB {+ICC, | IDD, |) 
] 1 1 1 、 
(AAT TBB TT TO {T5517)2 


-14A | 十 18B |+|CC | +IDD, > 
80. 由 于 已 缩 出 星 够 的 提示 ,这 里 不 再 给 出 解 管 . 
81. 题 给 的 条 件 是 什么 ?” 它 是 人 >， Sir， 二 3V. 将 要 求 最 小 
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多 软 委 庆 :各 
值 的 代数 式 乘 以 常数 3V ,得 
DIETSx,= Ds+ 闷 SSt( 二 十 他) 

> 2 十 227SiS 一 (3 十 Si 十 9 十 S.)2， 
等 导 当 且 仪 当 Xl 二 Xz 二 xX; 二 4 二 7 时 成 立 ; 这 里 r 为 内 切 球 的 
半径 , 因此 ,内 切 球 球 心 是 使 3) 兰 最 小 的 点 . 三 角形 情形 中 类 
亿 的 最 小 值 问 题 在 华盛顿 举办 的 198] 年 IMO 土 作为 试题 被 采 
用 ,事实 证 明 此 问题 过 于 简单 . 

82. 设 PP 到 边 BC ,CA,AB 的 距离 分 别 为 x,y,z, 我 们 要 求 
十 十 的 最 小 值 , 同上 一 题 可 知 ,条 忻 为 ax 十 By 十 cz 二 24 
一 2 ABC1. 现在 使 三 十 yy 十 习 取 最 小 值 的 点 同时 便 六 十 和 十 
好 一 200azr 十 53y 十 cz)? 取 最 小 和 值 , 其 中 小 为 任意 常数 . 后 一 个 式 子 
可 变形 为 

Cra 二 (yAb) T(z—Ac 一 让 (a 十 好 十 ec》. 
此 和 和 式 在 二 Aa;y 二 四 ,xz 二 Xr 时 取 最 小 值 . 对 取 最 小 值 的 点 ,有 
riyiz 二 a:b:c. 由 arttbyt+cz= 二 2A, 得 


1 一 24 
a 十 六 十 导 " 
因此 ,x 十 十 并 当 
2Aa _ 20 _ ZAc 
ar BT’ aitp te’ arTtt te 
时 了 肥 最 小 答 , 且 让 十 YY 十 屏 的 最 小 值 为 
dA 
十 六 十 ez 
取 最 小 值 的 点 上 《Lemoine 点 ) 是 三 角形 的 “类 似 中 线 ” 的 交 
点 . 即 各 中 线 关 于 角 平 分 线 的 对 称 直 线 的 交点 .请 读者 证 明 这 
一 点 ， 
83. 设 志 ，p;i ,ps 为 三 个 小 三 角形 的 周 长 , 而 大 三 角形 的 周 
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了 一 一 


蔬 决 间 焙 把 某 卫 


长 为 p, 则 pi 十 pr 十 ps 二 ,这 是 因为 从 -- 点 向 图 引 的 两 条 切线 
的 长 相等. 现在 天 一 全 ,于 是 mrs + 一 r( 原 文 有 误 一 一 泽 者 
注 ). 

84. 设 F.,h;,r 分 别 为 体积 为 V 的 四 面体 的 各 个 面 的 面积 、 
各 面 上 的 高 和 内 切 球 半径 , 则 


Y =F +HF, 二 十 一 吝 记 入 


= Fh =Ph=3FPhs. (1) 
奉 1 为 各 小 球 的 半径 , 则 由 相似 性 ,可 知 
hor _ rn hr _ 2 lr 
五 ， -oy Fh rh 2 (2) 
由 2) 得 
1 ,1 1 1 dr OO 
h: hh; hs A, 2 (3) 
男 一 方面 ,由 (1) 得 产 一 社 ,i 一 1,…,4. 各 式 相 加 ,得 
Ti TF 
庆 十 二 十 大 十 元 3 一 二 (4) 
比较 (3} 与 (4) 的 右边 ,得 


证 二 rs 十 二 27, 

85, 设 a 为 和 ABC 的 最 大 和 角 , 则 a 宇 60", 角 a 的 平分 线 4 
>>1. 在 经 过 点 了 的 直线 中 ,我 们 选取 一 条 ,使 它 从 角 x 处 在 
上 ABC 上 埠 下 的 面积 最 小 . 这 是 一 及 
个 等 基 三 角形 ,其 面积 大 于 广 这 可 
从 图 12.95 看 出 ， 

86. 从 上 正方体 中 到 彼此 异 面 的 
三 条 楼, 每 -条 棒 作 为 一 个 正四 面 
体 的 校 , 它 在 四 面体 中 所 对 楼 的 中 图 12.95 
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全 饶 韶 洲 - 甸 


点 与 正方 体 的 中 心 重合 . 然后 证 明 这 样 决定 的 三 个 正四 面体 没 
有 公共 内 点 . 

87. 注意 到 六 OBEc 人 CBEF. 因此 ,FF,O1 ,0 在 同一 个 
圆 C 上 .由 于 /OA 二 人 OEB= OBO;+ /OBE=180", 
故 点 各 也 在 圆 C 上 (作出 图 来 ). <FEB 二 人 BEA( 因 为 它们 在 
圆 C 上 所 对 的 弧 O,F 一 OA) ,PFAMN 表明 MBE= 人 FEB. 
因此 ,MBE 一 一 BE4, 亦 即 梯形 C 
MEBA 是 等 腰 的 , 故 AE==MB, 类 
做 地 ,可 证 ABFN 为 等 腰 梯 形 , 其 
中 AF 下 = BN. 最 后 两 个 等 式 相 如 ， 
就 有 AE 十 AF==MB 十 BN 一 MN. 

88. 设 品 , PK 为 A,B,C 到 4 GC 9 
直线 BiCi 的 射影 ,如 图 12.96, 屠 团 12.96 
委 


BP_ BC AD_AB! .BP_ BC AD BA 


AD CACER BOYCK CA BC AC 
最 后 一 个 等 式 用 到 了 Ceva 定理 . 而 完结 一 一 让, 故 APMBon 


AKMC, 所 以 /APMB= /KMC. 

89. 设 MA 十 MB=a, 这 里 六 ,B 为 正方 形 ABCD 的 相 邻 巴 
点 ;并 且 MM 和 CD 落 在 AB 的 异 俩 . 在 四 边 形 AMBC 中 用 
Ptolemy 定理 得 ; MC ， 48Bs 近 MA ，BC 十 MB ，AC, 圾 MC 志 
MA 十 Y2MB, 类 但 地 ,MD<<MB 十 y2MA. 这 样 ,两 式 相 如 得 MC 
十 MD<<COMA 十 MBY CY2 十 1) 一 (2 十 1)a. 等 号 当 M 在 ABCD 
的 外 接 园 上 时 到 到 |. 

90. 依 如 下 方式 将 三 角形 恰当 邮 用 黑色 和 白色 染色 :将 合 
平 要 求 的 对 角 线 逐条 作出 ,第 一 条 作出 后 ,将 其 一 边 染 黑色 , 另 
一 边 染 白色 (这 一 步 是 译 者 补充 的 ), 然 后 每 次 作 一 条 对 角 线 ,证 
这 条 对 角 线 一 边 的 颜色 保持 不 变 , 而 另 一 边 每 个 区 域内 的 颜色 
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所 决 启 题 他 本 区 


改变 ( 黑 变 F, 白 变 黑 ), 直 至 每 个 区 域 都 是 一 和 角形, 这样 每 两 个 
相 邻 一 角形 的 颜色 本 同 5( 译 者 补 ). 出 于 每 个 项 点 都 是 奇数 个 二 
角形 的 项 点 ,从 而 密 边 形 的 边 所 在 的 诸 三 角形 的 颜色 都 相同 ,不 
妨 设 为 黑色 . 所 有 上 色 一 角形 的 边 数 冯 为 3 的 
倍数 (每 个 条 色 三 角形 有 3 条 边 , 而 任意 两 个 白 
色 “角形 不 相 卷 , 故 双 为 3 的 们 数 一 - 译 者 
注 ) ,出 了 每 一 条 扬 芭 三 角 撒 的 边 同 时 是 一 个 黑 
色 下 角形 的 边 , 故 黑色 二 角形 的 边 数 % 一 7 十 放 
现 让 37 ft 有 旦 3 z 故 3a 见 图 12.97)》， 

91. 过 正 2 边 形 中 心 的 对 节 线 称 为 主 对 角 线 ,其 余 的 对 角 
线 两 两 关于 沪 多 边 形 的 中 心 对 称 ,如 果 将 它们 标 上 相反 的 方向 ， 


则 这 些 村 角 线 形成 的 向 量 之 和 为 品 . 现存 只 需 将 边 和 上 对 前 线 
标 : | 入 头 . 

苦 "二 2k +1, 将 各 边 依 次 按 同 -… 环 形 方向 标 土 箭头 ,使 各 
边 形 成 的 向 量 之 和 为 ;对 主 对 角 线 这 样 安排 箭头 ,使 得 头 指向 
1.3，…28 一 1]. 这些 主 对 攻 线 形成 的 向 量 给 在 绕 中 心 旋 转 


后 ,保持 不 变 , 从 而 它们 的 和 经 直 旋 转 后 保持 不 变 , 这 表明 


图 12.97 


带 和 入 


主 对 角 线形 成 的 向 量 之 和 为 局 . 
车 w= 中 ,考虑 由 两 条 相 分 主 对 角 线 及 联结 它们 的 边 形成 
的 圈 ,对 每 一 个 这 样 的 再 可 以 适当 标 上 箭头 ,使 每 个 圈 上 的 向 量 


之 和 为 和 (每 个 圈 由 两 条 边 和 两 条 主 对 角 线 组 成 一 译 者 注 )， 
这 样 它 的 2n 条 边 中 每 涌 一 条 边 怡 有 一 条 边 ( 共 剩 下 条 边 ) 尚 
未 标 上 箭头 ,将 它们 标 上 箭头 使 形成 一 个 环 ( 即 按 道 时 针 方 向 标 


箭头 一 一 译 者 注 ) ,这 ”条 边 形成 的 向 量 之 和 在 旋转 至 后 保持 不 


变 , 从 而 它们 的 向 量 和 为 澡 . 
一 4d82 一 


第 22 章 过 . 柯 


92. 联 村 角 线 BD, 设 民 =AN 站 BD, 工 =BD 站 AM, 如 图 
12.98 所 未. 由 于 LAN 二 NDL 一 45*, 邦 四 边 形 ADNL 内 按 
于 某 个 圆 ,进而 AILN 一 90 即 NML | AL. 类 位 地 ABMK 内 接 
F 某 个 同 ( 因 为 人 RBM= 人 LAK), 因 此 MK | AN. 于 是 MK 


和 NL 为 六 AMN 的 高 ,它们 交 于 重心 五 ,从 而 AR 为 第 3 条 
高 , 它 牌 直 于 MN. 


12.98 


93. 如 图 12.99 
OAD = AOAPTA/APAQT /RAD, 
=/ANCB+ABCD+ LZ DCOO, 
= OCO=AOAN SAO CO, 
> 0 ={h0, 
类 位 地 ,OD 二 上. 故 上 中 ODO;O, 是 一 个 平行 四 边 形 且 对 角 
相等 :AD = 一 DO 现在 
OATACOEH2LAAN B— /BOO, ~ /DO,O, 
=ACODT/AAOB, 
DA=ACOO,, 
~ BOO= /DN, 


一 483 一 


COD= 一 40 8B， 
这 表明 O03O; 王 90"， 在 这 个 图 中 ,我 们 甚至 得 到 了 一 个 正方 
形 , 央 为 心 C 是 一 条 对 称 轴 . 
94. 由 条 件 知人 ABD= 一 ACD= 
90°, 我 们 从 P,Q 分 别 作 BE 和 CF 的 
重 线 KL 和 MN (图 12.100); 风 MIN 
=KL,ABPKOABAEIADAB, 因 
此 BDA = AKBP, 即 有 和信 BPK 
ADBE. 由 入 BPK 2 ADBE, MAPC 
co ADPB (LBAC = LACDB}), 和 
ACPlLenAACE ,可 得 
KP BP PC PL KP_ PL KP_BE 


BE PD AC CF™YBE CFYPL CF: 
最 后 一 个 等 式 表 明和 信 BQEc2AFQC, 于 是 
KP_BE_MQ_KP._ MQ KP+PL_MQTQN 
GN 


PL CF QN PL QN PL 
>PL=QN=PQ | AD. 

这 里 用 到 了 KL==MN= KP 二 Pl 一 MQT+QN. 

95. 在 球面 上 任 取 一 点 4, 以 4 为 圆心 在 木 球 上 作 一 个 任 
意 半 径 的 圆 , 在 该 圆 上 任 地 3 个 点 M, N,, 我 们 在 这 三 点 所 在 
的 平面 上 作 AMTNP SANMNP, 然 后 找 出 AAATNOP 的 外 心 
OD , 则 MO 为 外 接 贺 撮 半径 . 以 MC 为 一 直角 边 ,以 A'M' (使 
其 等 于 AMD) 为 斜 边 作 一 个 直角 三 角形 MCA 过 训 作 MM'A' 
的 垂 线 交 直 线 AO 于 点 BB , 则 AB 等 于 木 球 的 直径 AB. 

96. 在 一 个 平面 上 ,我 们 作 AA3BC SAABC 然后 作出 其 
外 接 圆 ,利用 前 一 问题 的 方法 可 求 出 本 球 的 半径 民 , 作 一 个 半径 
为 民 的 男 , 作 一 条 等 于 外 接 圆 直径 的 菠 开工 … 则 天 到 弧 拓 人工 
中 点 P' 的 距离 等 于 以 术 球 上 一 -点 为 图 心 并 经 过 和 妨 ,B8,C 三 点 的 
圆 的 半径 . 现在 分 别 以 上 ,B 为 圆心 ,以 拓 了 为 半径 在 本 球 上 作 
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| 


两 个 图 ,这 两 个 加 的 交点 就 是 木 球 上 经 过 ,BC 三 点 的 圆 的 贺 
心 ， 

97, 分 别 以 A,B 为 圆心 在 木 球 上 作 两 个 半径 相等 的 圆 , 交 
于 点 KK, 上 .分别 以 KK, 工 为 圆心 在 木 球 上 作 两 个 半径 相等 的 贺 
(与 前 面 两 个 贺 半 径 也 相等 一 - 译 者 注 ), 训 于 点 M, N. 则 A， 
B,M,N 具有 相同 的 大 圆 . 于 用 二 题 方法 作出 木 球 上 经 过 A,B， 
AM 三 点 的 圆 .， 

98, 提示 ;容易 证 明 四 点 中 的 最 小 距离 在 下 面 的 情况 下 取 
最 大 值 . 当 四 个 点 是 一 个 边 长 为 久 的 姜 形 的 顶点 时 ,这 个 蓉 形 的 
项 点 有 两 个 是 长 方形 的 相对 顶点 ,而 男 两 个 顶点 在 长 方形 较 长 
的 边 上 . 

99. 这 是 历届 IMO 中 最 难 的 问题 ,在 1996 年 以 前 ,最 难 的 
问题 是 第 6 章 的 例 15. 尽管 主 试 委员 会 正确 认识 到 了 例 15 的 
难度 ,但 是 却 ( 错 误 地 一 一 校注 ) 将 现在 的 这 个 问题 定 为 中 等 难 
度 , 我 们 不 给 出 证 明 , 如 果 读者 感 兴趣 ,可 以 在 很 多 资料 上 查 到 . 
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我 们 首先 较为 详细 地 来 介绍 所 谓 的 Nim 博弈. 竞赛 中 大 多 
数 与 博弈 有 关 的 问题 正 是 这 种 类 型 ,但 是 也 有 一 些 与 已 知 的 类 
型 完全 不 符 . 尽管 如 此 ,下 面 给 出 的 天 多 数 定义 即使 在 那些 场合 
中 也 是 有 用 的 . 

我 们 考 鼎 由 两 个 人 A 和 8B 轮流 进行 操作 的 游戏 ,A 总 是 先 
行 .当然 其 他 规则 对 A 和 日 是 相同 的 ,不 产生 平局 . 给 出 初始 状 
态 和 规则 集 M, 如 果 一 个 游戏 者 不 能 按 既 定 规则 走 下 去 ,那么 
他 就 被 断定 为 输 . 我 们 可 以 将 每 个 状态 视 为 顶点 ,每 一 步 操作 视 
为 一 条 有 向 边 , 当然 只 考虑 由 有 限 个 顶点 组 成 的 图 ,并 且 该 图 中 
不 在 在 闭合 回路 (每 个 状态 不 能 重复 ) ,这 样 可 以 保证 必 有 一 个 
人 会 输 ， 

所 有 状态 构成 的 集合 P 可 以 分 划 为 必 败 状态 集 上 和 必 胜 
状态 集 W:P=LUW,LNW= 亡 , 如 果 一 名 选手 发 现 他 处 在 上 
的 革 个 状态 中 ,那么 只 要 他 的 对 手 应 对 正确 ,他 将 输 . 如 果 发 现 
处 在 W 的 某 个 状态 中 ,那么 不 管 对 手 的 策略 如 何 ,他 都 可 以 获 
胜 . 

为 获胜 ,选手 必须 正确 操作 ,使 其 对 手 处 于 上 的 菜 个 状态 
中 . 而 和 应 于 上 中 的 每 个 状态 ,每 次 操作 后 所 得 的 状态 都 必 在 
多 中 ,对 多 的 每 个 状态 ,都 可 能 存在 一 个 操作 ,使 所 得 的 状态 
落 在 上 中 . 同时 二 中 必 有 一 个 最 终 状态 /从 它 出 发 无 法 继续 将 
游戏 进行 下 去 . 游戏 者 中 让 其 对 手 面临 上 述 状态 者 就 已 获胜 . 问 


和 人 案 :请 .大 


题 获 解 就 是 确定 必 败 集 工 

下 面 的 大 部 分 问题 可 以 用 以 下 简章 方法 来 求解 ， 

将 所 有 的 状态 分 为 对 , 司 得 在 状态 对 中 可 以 从 一 个 状态 变 
为 另 一 个 状态 . 每 当 我 的 对 手 占据 某 个 状态 对 的 一 个 位 置 时 ,我 
就 占据 另 一 个 位 置 . 这 样 我 就 可 以 获胜 ,因为 我 的 对 手 首先 无 路 
可 走 . 

开始 时 ,如 果 有 一 个 状态 不 威 对 ,我 就 占据 它 , 否 则 ,我 就 做 
后 行者 以 获得 胜利 ,在 重复 杂 的 游戏 中 ,一 张 由 必 败 状态 组 成 的 
表 收 需 要 在 洲 戏 过 程 中 用 到 . 

作为 热身 ,我 们 先 看 一 些 给 出 解答 的 例子 . 

1. Bachet 游戏 ”最初 桌 子 上 有 几 枚 棋子 ,每 次 允许 取 走 的 
棋子 数 必 于 集合 MM 二 {1,2,… ,1}, 谁 取 到 最 后 一 枚 棋子 谁 赢 , 
求 所 有 必 败 的 状态 . 

必 败 集 工 是 所 有 由 有 十 1 的 倍数 组 成 的 集合 . 事实 上 ,者 
不 是 十 1 的 倍数 , 则 我 总 是 可 以 取 走 一 些 棋 子 , 使 剩 下 棋子 的 
个 数 为 kl 的 倍数 . 由 于 我 的 对 手 只 能 从 中 取 走 至 多 上 避 枚 撕 
子 , 故 而 我 的 对 手 不 可 能 通过 取 走 一 些 棋 子 来 使 剩 下 的 棋子 数 
仍 为 十 1 的 倍数 . 因此 ,他 取 走 棋子 后 , 剩 下 的 棋子 数 不 是 十 
1 的 税 数 .于 是 ,我 类 似 处 理 , 可 使 棋子 数 仍 属于 工 , 最 终 我 可 以 
使 棋子 数 变 为 0, 它 也 是 十 1 的 倍数 . 

2. 在 问题 1 中 , 设 M 二 {1, 2, 4, 8,…}({2 的 窜 次 ). 求 集 


合 工 


集合 L 是 所 有 3 的 入 数组 成 的 集 . 事实 上 ,游戏 者 不 可 能 使 
棋子 数 为 3 的 倍数 的 状态 变 为 另 一 个 棋子 数 为 3 的 税 数 的 状 
态 , 因 为 2 不 是 3 的 倍数 , 但 对 一 个 不 是 3 的 倍数 的 状态 ,我 可 
以 通过 取 走 1 或 2 枚 棋子 ,将 棋子 数 变 为 3 的 税 数 . 

3. 在 问题 1 中 , 设 周二 人, 2,，3, 5;, 7，11,，…Y《1 和 质 
数 ). 求 L. 
集合 L 包含 所 有 4 的 倍数 . 从 一 个 不 是 4 的 倍数 的 状态 ,我 
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总 可 以 减 去 1,2,3(mod 4) 蛮 为 4 的 倍数 . 而 对 一 个 4 的 倍数 的 
状态 ,不 能 变 为 男 一 个 4 的 倍数 的 状态 . 

4. 对 集合 MM 二 1 ,3,8}, 求 必 败 集 , 

将 游戏 变 措 为 针对 一 行 空 格 的 游戏 , 放 一 - 榴 棋子 在 第 "个 
衬 格 上 ,4A 和 8B 翰 流 将 棋子 向 左 移动 到 第 1, 第 3 或 第 8 个 位 
置 . 从 最 后 一 个 位 置 向 前 寻找 必 败 的 位 置 直到 发 现 周期 性 为 目 . 
你 将 发 现 工 由 所 有 形 如 11n;,1in 十 2;11n 十 4,1in 十 6 的 数组 
成 . 


问 是 


1. Wythoff 游戏 ,桌子 上 有 丙 堆 棋子 ,A 从 一 堆 棋 子 中 取 走 
任意 多 枚 或 者 从 每 一 堆 中 取 走 相同 数量 的 棋子 ,然后 B 也 这 样 
做 . 谁 到 走 最 后 一 枚 棋子 谁 赢 . 每 个 状态 用 数 对 [x (7) ,yt7) ] 表 
示 . 从 小 的 数 出 发 ,寻找 必 败 状态 直到 找到 递 推 公式 为 止 , 并 求 
出 工 中 状态 的 “ 显 式 ” 表 示 . 

2, 最 初 有 10' 要 棋子 在 桌 子 二, 每 次 可 以 取 走 p" 枚 棋子 ， 
这 里 p 为 任何 质数 ,= 为 非 负 整 数 . 谁 取 到 最 后 一 杭 棋 子 谁 赢 . 
求 二 

3. 从 有 二 2 开始 ,A 和 B 轮流 给 当前 的 ”加 土 它 的 一 个 真 
约 数 . 目标 是 得 到 一 个 六 1 990 的 数 . 谁 必 胜 ? 

4. Wythoff 游戏 的 变形 . 你 可 志 从 一 堆 中 取 走 任意 多 校 横 
于 ;或 者 从 两 堆 中 取 走 棋子 ,从 这 两 堆 中 歌 走 的 数 的 差 的 绝对 值 
小 于 2. 通 过堂 试 求 出 工 中 的 一 些 数 对 ,能 否 求 出 工 中 的 数 对 满 
足 的 公式 ? 

s. 4 和 昌 轮流 将 白马 和 黑马 放 在 空 的 国际 象棋 棋盘 的 空 
格 内 ,要 求 每 次 放 上 去 的 马 不 能 被 柄 方 的 马 ( 男 一 种 颜色 的 马 ) 
吃 掉 . 不 能 再 放 马 的 一 方 为 输 , 谁 必 胜 ? 

6. A 和 B 轮流 在 空 的 国际 象 模 模 盘 的 空格 内 放声 象 和 黑 
象 ,要 求 放 土 去 的 象 不 能 被 柄 方 的 象 吃 掉 . 不 能 再 放 象 的 一 方 为 
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输 , 谁 必 胜 ? :这 里 每 人 都 可 以 将 其 每 放 在 黑 格 或 白 格 中 .,) 

7, 站 和 B 轮流 作 正 1 988 边 形 的 对 角 线 , 他 们 可 以 联结 其 
中 的 两 个 顶点 ,只 要 所 作出 和 的 对 角 线 与 已 作 的 对 角 线 在 名 边 形 
内 部 不 相交 . 不 能 再 作出 对 角 线 的 一 方 为 输 . 谁 必 胜 ? 

8. 给 定 一 个 面积 为 1 的 三 角形 蛋糕 PQR ,A 在 平面 上 任 取 
一 点 羡 ,B 和 作 一 条 过 XX 的 直线 去 切 重 灶 , 求 召 所 能 切 下 的 重 糠 
的 面积 的 最 大 信 . 

9. 纵 定 一 个 面积 为 1 的 入 PQR,. A 取 一 点 羡 E PQ,B 取 一 
点 YEQR, 然 后 A 再 取 一 点 ZE PR. 先 到 者 的 目的 是 使 |XYZI| 
最 大 . 他 可 以 保证 做 独 的 最 大 面积 为 密 少 ? 

10. ( 单 和 游戏) 有 1 990 个 盒子 ,分 别 有 1,2,*…,1 990 
校 棋子 . 你 可 以 任 取 盒 子 的 一 个 子 集 ,然后 从 这 个 子 集 的 每 个 盒 
子 中 取出 相同 数 自 的 棋子 . 问 要 取 光 每 个 盒子 中 的 棋子 最 少 要 
操作 几 次 ? 

1 4 和 号 轮流 将 十 ,一 , 基 号 放 在 数 

1 2 3 +: 99 100 
之 间 的 空位 中 . 证明 :A 可 以 使 最 后 的 结果 为 (a) 奇 数 ; (hb) 偶数 . 

12. 太 和 B 从 上 = 二 1 开始 ,轮流 将 数 声 乘 上 一 个 2 到 3 中 的 
正 整 数 ( 每 次 乘 得 的 积 仍 记 为 p 一 一 校注 ). 胜 者 是 第 一 个 使 (a) 
之] 000;(b》p 之 10" 的 人 .A 和 时 谁 将 获胜 . 

13. 4 从 数 0,1,2,…,255,256 中 随意 划 掉 27 个 数 ,B 从 剩 
下 的 数 中 随意 划 掉 2 个 数 ,然后 A 再 划 掉 大 个 数 , 依 此 下 去 直 
到 B 刘 掉 2=1 个 数 .由 于 2 十 2 十 … 十 2 二 2B 一 ] 个 数 被 划 
挥 , 剩 下 两 个 数 a 和 5.B 付 给 A 的 钱 数 为 la 一 外. A 应 该 怎样 
操作 以 使 得 到 的 钱 尽 量 的 多 ? B 应 怎样 操作 使 付出 的 钱 尽 量 
少 ? 如 果 双 方 都 采用 最 佳 策略 ,A 在 一 次 游戏 中 可 以 得 到 老少 
钱 ? 

14. 4& 和 日 轮流 在 数列 1 2 3 4 … 19 20 的 一 个 
数 前 面 放 圭 “十 "或 “一 ”号 . 放 完 20 个 符号 后 ,B 说 得 的 钱 数 为 
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该 和 数 {( 应 为 “代数 和 ”- 校注 ) 的 绝对 值 . 对 每 位 玩家 求 其 最 
佳 策略 . 如 果 都 采用 最 住 策 略 ,B 可 以 语 多 少 钱 ? 

15. 在 方程 六 十 … 和 二 十 和 二 有 中 ,上 将 其 中 的 一 个 省 
略 号 替换 为 一 个 不 为 0 的 整数 ,然后 BB 将 剩 下 的 省 略 号 中 的 一 
个 替换 为 一 个 整数 . 最 后 A 将 最 后 一 个 省 略 号 换 为 -一 个 整数 . 
证 明 :4 有 一 个 策略 ,使 得 该 三 次 方程 的 三 个 根 都 是 整数 ， 

16. A 各 B 轮流 将 包 项 式 十 x 十 十 … 十 十 1 
中 的 星 号 换 为 一 个 实数 . 如 果 所 得 的 多 项 式 没有 实 根 则 及 获 
胜 . 车 至 少 有 一 -个 实 根 珊 B 获胜 . 是 否 不 论 4 如 何 操 作 ,B 都 可 
以 获胜 ? 

17. A 和 了 在 黑板 上 轮流 写 一 个 过户 的 正 整 数 ,但 不 能 将 
法 板 上 已 有 的 任何 一 个 数 的 约 数 青 写 在 黑板 上 , 淮 不 能 再 在 黑 
板 上 写 数 谁 输 . 对 (al p 二 10; Cb) p= 二 1 000 谁 将 获胜 

18. 两 步 棋 . 将 国际 象棋 的 规则 收 为 : 黑 廊 与 月 方 每 次 可 以 
走 两 步 棋 . 证 明 :己方 有 一 种 策略 可 以 保证 不 败 ( 注 :你 只 需 证 骨 
这 种 策略 的 存在 性 ,不 几 找 册 县 体 策略 ). 

19, 在 一 个 有 了 向 图 中 , 恰 有 一 个 出 度 最 大 的 顶点 和 出 度 最 
小 的 顶点 . 4 放 一 校 棋子 在 一 个 项 点, 电 放 一 校 模子 在 一 个 未 被 
棋子 占据 的 预 点 上 , 依 此 交替 进行 . 如 果 某 个 顶点 上 已 放 有 棋 
子 , 那 么 所 有 出 度 比 它 小 的 顶点 上 不 能 再 放 掺 子 . 将 棋子 放 到 出 
度 最 大 的 预 点 十 的 人 为 输 , 证 明 :先行 者 有 必 胜 策 略 ( 注 :你 不 必 
找 出 具体 的 必用 策略 ,而 只 需 说 明 其 存在 性 ;}. 

20. 慢 数 获胜 . 开始 时 有 一 堆 棋 子 ,共有 2x 十! 罗 , 4 和 旦 
轮流 从 中 到 走 从 1 到 闪 中 任意 校 数 的 棋子 . 最 后 ,一 个 人 手中 有 
偶数 枚 棋子 ,而 另 一 人 有 奇数 校 棋子 . 淮 拥有 候 数 校 棋子 谁 赢 . 
分 别 就 下 述 情况 求 必 败 集 (a) 上 二 3; (Cb) 二 4;(c) 上 为 偶数 ;{d) 
二 为 奇数 ， 

也 请 考虑 奇数 获 竺 的 情形 , 见 [28j]. 

21. 最 初 有 一 杖 棋子 在 nXn 的 棋盘 的 一 -个 第 上 . A 和 了 轮 


一 490 一 


第 妆 案 撞 - 弃 


流 将 棋子 沿 任 行 方向 移 到 相 邻 格 ,不 允许 将 模子 移 人 已 到 过 的 
格子 内 . 不 能 青 移动 棋子 的 人 为 输 . (a) 如 时 x 为 偶数 , 谁 将 获 
胜 ? (bz 为 奇数 , 谁 获胜 ? 《cy 如 果 棋 子 最 初 在 与 棋盘 的 和 朋 上 
方 格 相 邻 的 格子 中 , 谁 将 获胜 ? 

22. A 将 一 只 马 放 在 8X8 的 国际 象棋 棋盘 上 ,号 依 下 棋 的 
规则 将 马 跳 一 步 , 然 后 A 继续 将 马 跳 一 步 , 但 是 马 已 经 到 过 的 
格子 不 能 再 跳 人 . 恢 此 继续 ,不 能 再 跳马 的 人 为 输 . 谁 有 必 竹 第 
略 ? 

23. 一 只 国王 放 在 参半 的 模 盘 的 左上 有 角 那个 方 格 里 ,4 和 
B 轮流 移动 这 只 国王 ,已 到 过 的 格子 不 能 进入 . 无 法 继续 操作 的 
人 为 输 . 问 ; 谁 必 胜 ? 

24. 一 堆 棋 子 共 n 枚 ,A 和 B 轮流 取 走 棋子 . 第 一 次 ,A 到 
走 s 村 棋子 ,使 得 0<s<<n, 然后 ,每 个 人 所 取 的 棋子 数 必须 为 前 
一 个 人 刚 取 走 的 棋子 数 的 正 约 数 . 对 怎样 的 初始 值 ,4 或 召 有 
必 上 胜 策 略 ? 

25. 设 nn 为 正 整 数 ,M= 一 (11,.2,3,4.5,6),4 从 M 中 先 取 一 
个 数字 ,然后 召 从 对 取 一 个 数字 放 在 4 取 的 数字 后 面 ,依次 下 
去 ,直到 得 到 一 个 2” 位 数 为 止 , 如 果 结 果 那 个 27 位 数 是 9 的 倍 
数 , 则 吾 赢 , 爸 则 4 赢 . 谁 将 获胜 ? 是 否 依赖 于 n? 

26. 最 初 有 两 堆 棋 子 ,分 别 有 pp 枚 和 9 枚 . A 和 B 轮流 字模 
子 .每 次 操作 允许 从 一 堆 中 取 走 一 校 ,或 者 从 每 一 堆 中 取 走 一 
枚 ,或 者 从 一 堆 中 取出 一 校 放 人 另 一 堆 中 , 取 到 晤 后 一 枚 棋子 的 
人 获胜 , 谁 赢 是 否 依赖 于 初始 条 件 ? 

27. 最 初时 有 两 堆 棋 子 , 分 别 有 户 梳 和 3 枚 棋子 . 4 和 恕 轮 
流 操 作 ,每 次 取 走 其 中 的 一 淮 , 而 将 另 一 堆 棋子 随意 分 为 两 堆 ， 
谁 不 能 继续 操作 谁 输 , 谁 获 隆 是 否 与 初始 条 件 有 关 ? 

28. 最 初 有 n( 之 12) 个 连续 正 整数 ,A 和 B 轮流 每 次 取 走 一 
个 数 ,直至 剩 下 两 个 数 a,5. 如 果 gcd(a,5) 二 1, 则 A 赢 :; 如 果 
gcedtasp)>1, 则 百 赢 . 谁 有 必 胜 策 团 ? 
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29. A 和 B 轮流 给 19x94 的 长 方形 的 格 点 正方形 淋 色 ,已 
染色 的 格子 不 再 染色 , 谁 不 能 进行 操作 了 谁 输 . 问 : 谁 有 必 胜 策 
路 ? 这 里 格 点 正方 形 是 指 顶 点 为 19 X94 的 长 方形 的 格子 点 ,县 
过 与 大 长 方形 的 边 平行 的 正方 形 . (MM 1994, 原 题 有 误 , 现 已 
改正 ) 

30. A 和 8B 轮流 在 1994X1994 的 棋盘 于 移动 一 只 马 .A 只 
能 作 水 平 跳动 Cr,F>(z 士 2,3y 士 1) ,了 只 作 重 直 跳 动 (zyy)r* 
(xz 十 I,y 士 2). A 先 将 马 放 人 一 方 格 中 ,并 作 一 次 跳动 , 马 已 到 
过 的 方 格 不 能 再 跳 人 . 谁 不 能 继续 跳马 谁 输 . 证 明 :4 有 必 胜 策 
略 , CARt) 1994) 

31. 和 A 报 一 个 数字 ,然后 BB 将 该 数 放 人 下 表 的 一 个 空格 内 , 直 
至 8 个 方 格 中 都 放 了 数 . 4 希望 所 得 的 两 个 4 位 数 之 差 ( 上 面 的 
减 下 面 的 西 倍数? 尽 可 能 大 ,而 召 希望 尽量 小 ,证 明 : 刀 可 以 恰当 
操作 使 差 至 多 为 4 000,A 可 以 恰当 操作 使 差 盏 少 为 4 000. 


32. A 和 B 轮流 给 一 个 4X4 的 棋盘 的 方 格 染 色 , 谁 染色 后 
首先 形成 了 一 个 2X2 的 染色 正方 形 谁 输 . 癌 : 谁 有 必 有 性 策 略 ? 

33. A 和 B 轮流 将 方程 十 * 让 十 站 十 并 十 * 二 0 中 
的 星 号 换 为 一 个 整数 . 如 果 4 次 操作 后 ,所 得 方程 没有 整数 根 则 
态 说 ;否则 B 启 . 谁 有 必 脏 策略 ? 

34. 两 个 人 及 和 BB 轮流 从 棋子 数 分 别 为 = 尼 的 两 堆 棋 子 中 
取 走 棋子 . 最 初 a> 记 ,每 次 操作 可 以 从 一 堆 械 子 中 取 走 另 一 堆 
棋子 数 的 倍数 校 棋子 . 蕉 取 光 其 中 一 堆 械 子 谁 获胜 , 证 明 ， 

(a) 着 a 之 28, 则 (AA 有 必 胜 策 略 ， 

(b》 对 怎样 的 a, 当 a2>ab 时 ,A 有 必 胜 策略 ? 
(这 个 Euclid 游戏 由 Cole 和 Davie 在 Math, Gaz. LIIE, 354 一 7 
《1969) 上 提出 .》 
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35. A 每 次 操作 是 给 一 个 2n X22 的 棋盘 的 一 个 空格 做 上 
记号 ,然后 卫 胃 一 顽 1x<2 的 和 多米 诺 上 骨牌 盖 住 师 个 方 格 , 其 中 一 
个 是 和 4 懂 了 记号 的 格子 . 如 果 能 够 用 1X2 多 米 诺 骨牌 盖 满 整 
个 棋盘 ,; 则 入 胜 ,否则 虽 胜 . 问 谁 有 必 胜 策 略 ? 

36. 一 个 单 人 游戏 , 将 一 个 有 1 997 个 顶点 的 儿 面 体 的 每 条 
楼 标 上 十 1 或 一 1. 证 明 : 存 在 一 个 顶点 ,使 得 所 有 以 它 为 项 点 的 
楼 上 所 有 数 的 积 为 十 1 


解 答 
1. 下 表 给 出 了 最 初 13 个 必 败 的 状态 ， 


a 
olor els he 
yo lolals holals hallalalala 


二 家 生 提示 我 们 采用 下 的 算 法 深 步 计算 欠 丰 的 闫 下 , 设 
失败 状态 _7 人 (Dy0) 对 i 过 均 已 确定 ; 则 xm 是 在 前 面 设 有 
出 现 的 最 小 的 正 整 数 ,而 y(n) = 二 zxtn) 十 xn. 因此 ,每 一 个 正 整 数 
怡 有 一 次 机 会 作为 两 个 坐标 的 差 . 不 难 证 明 这 样 确定 的 状态 是 
所 有 失败 状态 .证 明 它 ! 

现在 让 我 们 来 求 xz(n) 和 ytn) 的 显 式 表示 ， 将 结果 在 坐标 
平面 上 天 出 :可知 xz 与 ya 大 致 上 都 是 线性 函数 , 即 

TR A yt) nn 


进一步 ,tv1.6, 这 提示 我 们 :一 世 丰 , 独 测 


TA) = tr nj y= Lt1)* nj, 
现在 只 需 证 明 每 一 个 正 整 数 恰 好 在 两 个 数列 中 的 一 个 中 出 
现 , 丽 这 一 点 我 们 在 第 6 章 中 已 证 明 过 了 . 在 那里 我 们 已 证 明 


a18 为 无 理 数 , 且 志 十 二 一 1 是 数列 | an ] 和 | po | 为 互补 数列 的 
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充 要 条 件 . 现在 我 们 有 
1 ] _ 21 2 十 1 


J- _ 一 二 二 一 一 一 一 一 -一 


1 it 十 1 ft 2 十 
这 里 用 到 了 黄金 分 割 满足 二 二 t 十 1. 

2. 注意 到 6 是 第 一 全 不 能 表示 为 质数 的 寺 的 正 整数 ， 因 
此 ,上 是 由 所 有 6 的 倍数 组 成 的 集合 如果 点 面临 的 数 不 是 6 
的 倍数 ， 则 他 可 以 通过 到 1，…，5 技 棋 子 ， 使 剩 下 的 棋子 数 
为 6 的 倍数 ， 而 从 6 的 倍数 的 状态 不 能 变 为 另 一 个 6 的 司 数 的 

3. 第 一 次 操作 时 ,A 将 n 加 上 1( 它 是 2 的 唯一 真 约 数 ), 变 
为 4 二 3. 从 这 以 后 ,4 可 以 每 次 使 所 得 的 数 为 奇数 , 而 奇数 的 真 
约 数 至 多 为 它 的 村 ,因此 如 每 次 至 多 只 能 加 上 前 一 个 数 的 二 .4 
每 次 都 是 对 偶数 进行 操作 ,可 以 加 上 这 个 数 的 . - 半 . 于 是 ,A 可 
以 轻松 操作 直至 他 第 一 次 面 对 一 个 宕 1 328 的 偶数 ,通过 加 上 


这 个 偶数 的 一 半 得 到 一 个 数 宇 1 992. 

4. 下 面 表格 给 出 了 上 的 最 初 一 些 状 态 ， 
lllsltlslslrls!s 
mola tlsir le sn 
Eun 

首先 ,我 们 注意 到 yY(m 一 xz 一 22, 而 xz) 一 没 出 现 过 的 
最 小 正 整数 ,上 且 y(n) 二 x(n) 十 2n. 从 而 所 得 的 两 个 数列 是 互补 
数列 , 即 它们 的 交集 为 空 集 , 并 集 为 所 有 正 整数 , 与 Wythoff 游 
戏 中 类 拟 的 分 析 , 可 得 e 一 2,8 一 2 十 a, 并 且 

Xn)= | nae | ,yin)=| na] 
给 出 了 所 有 解 .经 验证 ,Beatty 条 件 a !' 十 所 ! 一 1 满足 . 

5, 考 感 棋盘 的 水 平 (或 垂直 ) 对 称 直线 , 妆 可 以 获胜 ,因为 他 
可 以 将 马 放 在 与 A 所 放 马 的 对 称 位 置 上 . 
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6. BB 将 获胜 ,同上 题 ， 

7. A 可 以 获胜 ,他 先 作 一 条 主 对 角 线 .然后 针对 B 的 每 次 
操作 ,作出 关于 多 边 形 中 心 为 对 称 的 那 条 对 角 线 ， 

8. A 选 三 角形 的 重心 XX,B 作 一 条 过 XX 平行 于 一 条 边 的 直 


线 ,可 以 获得 蛋糕 的 立 . B 作 其 他 直线 得 到 的 蛋糕 要 少 些 ,这 可 


以 比较 蜂 得 的 与 失去 的 隅 个 部 分 得 到 . A 选 重 必 瑟 是 最 佳 的 ， 
其 他 情况 中 都 可 以 多 得 重 梯 ,请 找 出 如 的 最 佳 选 择 ( 指 当 4 取 
其 它 点 时 一 一 译 者 注 ). 


9. B 可 以 阻止 A 得 到 比 寺 大 的 面积 , 他 可 以 取 Y, 使 得 XY 


A PS, 则 对 PS 上 的 任意 一 点 Z, 下 面 的 不 等 式 成 立 ， 


XYZ| _IXY| ,HR AH-A) 1 
IPQRI 1 PRI HH 正 4- 


另 一 方面 ,4 可 以 选 PQ 和 PR 的 中 点 X,Z, 此 时 可 以 保证 
得 到 | XYZ| 一 才 . 更 难 一 点 的 问题 是 考虑 AXYZ 的 周 长 . 见 
Quant 4，32 一 3301976)， 

10. 需要 11 步 ,每 一 步 后 ,我 们 将 盒子 分 划 为 若干 个 子 集 ， 
每 个 子 集中 的 盒子 中 的 棋子 数 相同 , 如 果 某 个 时 候 由 盒子 形成 
的 子 集 有 n 个 (有 一 些 子 集 的 盒子 中 可 能 没有 柜子) 下 一 步 ,我 
们 选择 个子 集 ,从 所 选 子 集 的 每 个 盒子 内 取出 相同 数 呈 的 棋 
子 .操作 后 ,属于 不 同 子 集 的 盒子 内 的 委 子 数 仍然 不 同 ,如 果 从 
4 个 子 集 出 发 , 剩 下 的 爹 子 重新 分 划 后 ,所 得 的 子 集 个 数 不 小 于 


maxtk,n 一 和 之 配 . 这 表明 每 步 操作 后 子 集 个 数 至 少 为 原来 的 


一 半 . 最 初 有 1990 个 不 同 的 子 集 , 经 过 11 次 操作 ,至 少 有 995， 
498,249,125,63,32,16,8,4,2,1 个 子 集 , 故 至 少 需 11 次 操作 . 
11 次 操作 依 如 下 方式 进行 可 知 也 是 充分 的 :从 棋子 数 至 少 为 
996 的 诸 盒子 中 都 取 走 995 术 , 然 后 ,从 答 子 数 至 少 汶 498 校 的 
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诸 盒 子 中 都 取 走 498 枚 ,等 等 . 

]t. 由 于 只 考虑 奇 慢 性 ,可 以 在 mod 2 的 意义 下 讨论 . 初始 
状态 为 1 0 3 0 1.…] 总 内 为 减法 与 加 法 存 mod 2 时 结 
果 相 同 , 故 只 考虑 4 和 如 将 十 与 关 填 人 空 档 中 . 

首先 设 4 希望 最 后 结果 为 0, 他 每 次 操作 都 只 用 X 叶 ,并 且 
第 一 次 将 它 放 在 第 一 个 空 档 中 ,这 样 得 到 一 个 新 的 状态 0,1,0， 
1,…,1,0. 现在 大 了 将 任何 符号 放 在 一 个 空 档 中 ,就 得 到 …0 * 
1 0… 或 者 …0 ”1 x 0…, 接 着 A 应 该 在 上 述 状 态 中 日 所 放 符 
导 的 男 -- 侧 放 上 义 号 . 易 知 这 样 操作 最 后 的 结果 必 为 0. 

现存 设 4 希望 最 后 结果 是 [. 第 一 次 ,他 将 十 号 放 在 第 一 个 
宇 档 上 ,同上 方法 ,最 后 他 得 到 和 和 为 1 十 0, 结果 为 1. 

12. ta) 从 最 后 出 发 讨论 ,我 应 该 洲 开 亡 些 集合 中 的 数 ? 
[112,999 [CW=—>[56,111 CL=[7,55 CW=>14,5,6!CTCL=1 
全 WW. 故 4 可 获胜 . 

《b) Llli 112,999 999] 亿 古人 [55 556, 111 111] 扎 工 => 
[6 173,55 555 ]CW=>[3 087,6 172]CL=> [343,3 086 ]CW= 
[172,342]CL=020,71 CW=[10,19]CL=[2,9] CW=1 
EL 均 A 必 和 败 . 

13. 我 们 证 明 A 可 保证 得 到 的 钱 数 为 多 即 16, 而 B 可 阻止 
生得 到 的 钱 数 大 于 16. 4 的 策略 ,他 每 次 隔 一 个 数 划 掉 一 个 数 ， 
即 第 一 次 划 掉 2,4,6,…, 则 经 过 1,2,3,4 次 操作 后 , 相 邻 两 个 
数 的 距离 分 别 至 少 是 2,4,8,16. 

也 的 策略 :每 次 操作 后 ,他 将 前 面 连续 的 数 或 后 面 连续 的 数 
划 掉 ,这 样 在 作 完 1,2,3,4 次 操作 后 , 剩 王 的 数 中 最 大 数 与 最 小 
数 之 差分 别 至 多 为 128 ,64,32,16， 

你 可 以 将 此 问题 推广 到 数列 0, 1 ,2,3,…，,22m,. A 可 廉 得 的 
钱 数 为 2"， 

14. 首先 描述 B 的 对 策 . 考虑 数 对 (1,2), (3,4),…, (19， 
20). 每 次 4 在 某 一 对 中 革 个 数 的 前 面 放 符 号 时 , 呈 就 在 另 一 个 
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数 前 面 放 相反 的 符号 ,除了 数 对 (19,20) 外 都 按 上 述 方法 做 . 一 
旦 入 在 (i9,20) 的 某 个 数 前 放 符 号 ,B 在 另 一 个 数 前 放 上 与 上 
相同 的 符号 , 这 个 方法 B 至 少 可 得 19 十 20 一 1 一 1 一 ] 一 1 一 1 一 1 
一 ] 一 1 一 1==30,. 

入 的 策略 : 先 求 出 已 放 符 号 的 数 的 代数 和 之 值 ,4 在 剩 下 的 
没 放 符 号 的 数 中 最 大 的 数 前 放 上 与 上 述 值 相反 的 符号 . 如 果 和 
值 为 0, 则 放 上 下 "十 "号 . 中 入 第 一 次 在 20 前 面 放 上 ”十 ? 导 ,如 果 
入 ,B 都 按 上 述 方法 操作 ,结果 为 

十 20 十 19 一 18 十 17 一 16 十 15 一 14 十 … 一 2 十 1. 

现在 我 们 证 明 : 如果 B 采 用 其 他 策 路 ,而 A 采用 上 面 的 策 
路 ;B 的 所 得 不 能 超过 30. 

考 虚 操 作对;B 跟 在 A 后 . 现在 假设 第 i 对 操作 后 ,和 式 的 
符号 改变 了 ;而 以 后 每 对 操作 后 和 式 的 符合 都 不 改变 . 则 1 所 i 
<<10. 

在 最 初 的 ;一 1 对 操作 后 ,A 已 经 保证 数 20,19,18,… ,20 一 
(i 一 2) 的 前 面 都 已 经 确定 了 符号 (A 不 一 定 在 每 个 数 前 面 都 放 
了 符号 ,但 他 每 次 都 在 剩 下 的 数 中 最 大 的 数 前 面 放 上 了 符号 )， 
然后 ,由 于 第 i 对 操作 将 改变 已 有 代数 和 的 符号 ,当然 ,如 果 前 
i 一 1 对 操作 后 所 得 的 和 为 90, 则 在 第 i 对 操作 后 ,该 和 的 绝对 值 
将 会 出 现 . 在 这 种 情形 ,第 i 对 操作 后 所 得 的 和 的 绝对 值 最 大 变 
为 120 一 CG 一 1)| 一 120 一 站 = 二 41 一 27. 而 对 剩 于 的 10 一 i 对 操作 ， 
由 于 和 的 符号 不 再 改变 ,依据 A 的 策略 ,A 每 次 针对 剩 于 数 中 
最 大 的 数 , 例 如 名 ,B 只 能 针对 一 1, 这 样 ,每 对 操作 后 ,和 和 的 绝 
对 值 至 少 减 少 1]. 因此 ,最 后 的 结果 不 大 于 41 一 2i 一 (10 一 让 二 
31 一 530. 

15. 如 果 第 一 次 A 在 x 项 前 面 放 上 一 1,B 操作 后 ,A 再 在 
剩余 的 那个 项 前 面 放 上 B 放 的 数 的 相反 数 . 则 方程 具有 形式 
一 a 让 一 十 4 二 0. 其 三 个 根 为 一 1,1,a 都 为 尾数 . 

16. B 有 必 胜 策略 . 但 前 4 次 操作 后 ,8 可 以 保证 AA 的 最 后 
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第 5 次 操作 针对 的 是 了 的 其 个 冶 数 次 客 工 和 设 PCr} 为 最 后 
两 次 操作 前 得 到 的 多 项 式 . 

首先 ， 我们 选择 数 x 和 >>0， 使 得 对 任意 24?， 多 项 式 F(x) 
三 Pn 十 per” 二 47 1 满 是 cF(1}) 十 F( 一 2) 二 0， 这样 F(x) 有 
一 个 根 在 区 间 [ 一 2，1] 中 ， 为 此 , 只 需 取 “一 225 和 上 一 
PCO oD 

co -2 

这 里 1 和 一 2 可 以 换 为 什 意 两 个 符号 相反 的 数 . 日 在 第 4 
沈 操 作 时 放 上 Am 就 可 保证 得 到 一 个 实 根 . 

17. 两 种 情形 A 都 有 必 胜 策略 ， 

(a) 及 瑟 上 6, 则 BB 只 能 取 数 对 (4,3),(7,8),(9,10) 中 的 
数 ,A 每 次 肥 数 对 中 的 多 一 个 即 可 . 

《b) 我 们 蕉 虑 一 个 新 游戏 ;规则 同 前 而 ,但 在 这 些 数 中 ,去 
捏 数 1. 如 果 及 在 这 个 状态 下 有 必 胜 策略 . 则 和 他 依 此 策略 进行 即 
可 ;明生 设 有 , 则 A 第 一 步 写 上 1, 然 后 依照 第 二 个 人 的 必 胜 策 
略 进行 . 注意 ,这 里 我 们 没有 明确 给 出 A 的 必 胜 策略 ,但 我 们 证 
明了 其 存在 性 ， 

18. 如 来 不 论 A 如 何 走 ,B 都 有 必 胜 策略 , 则 第 一 次 ,A 将 
他 的 一 只 马 跳 出 ,然后 将 马 跳 问 原 来 的 位 置 ,现存 棋子 都 没有 动 
过 ,而 4 襟 为 第 二 个 走 措 的 人 ,他 必 胜 . 矛盾 . 

19. 考虑 一 个 新 游戏 ;规则 相同 ,但 是 出 度 最 小 的 顶点 不 允 
许 放 棋子 . 如 果 这 个 游戏 中 4 有 必 胜 策 略 , 则 4 在 原 游戏 中 用 
此 策略 ;如 果 设 有 ,那么 他 存 出 度 最 小 的 质点 上 放 棋 子 , 然 后 采 
用 也 的 必 有 壁 策略 ， 

20.{c) 对 倘 数 二 进行 验证 ,所 有 必 败 状态 忧 十 lmod 十 2， 
奇数 获胜 ), (0mod& + 2 ,奇数 获胜 ), (lmodk 二 2, 偶数 获胜 ). 

(d) 对 奇数 上, 必 败 状态 是 (limnod 中 十 2 ,偶数 获胜 ),( 才 十 
2mod 2 十 2, 奇数 获胜 ), (0mod 2k -+2, 奇数 获胜 ), (此 十 
lmod2 十 2 ,偶数 获胜 )， 
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21. (a》 藻 # 为 侦 数 ;可 以 将 棋盘 分 苦 为 若 十 个 2X1 的 多 
米 诺 骨牌 .入 总 可 以 将 钳子 走 下 去 ,办 为 当 械 子 在 多 米 诺 骨牌 的 
一 个 方 罗 时 ,他 总 可 将 杠 直到 该 骨牌 的 另 一 方 格 中 ， 

tb》 和 个 2 为 奇数 , 则 除 掉 已 放 棋 子 的 角 上 那个 方 格外 ,其 余 
格子 可 分 荐 为 若干 块 2x1 的 多 米 诺 上 骨牌, 同上 可 知 B 必 胜 . 

Cc) 这 种 情形 下 ,A 必 胜 . 对 仿 数 ;未 用 (a) 中 的 策略 . 对 
奇数 n. 将 除了 那个 胡 上 方 格 的 其 余 格 子 分 割 为 和 多米诺 骨牌 ,并 
对 棋盘 依 遂 常 的 黑 提 相间 方式 染色 ( 黑 格 走 到 白 格 , 白 格 走 到 黑 
格 ), 易 知 B 不 可 能 走 到 那个 第 上 方 格 内 ,因此 AA 可 采用 走 到 多 
米 诺 时 了 幅 另 一 恪 的 策略 保证 获胜 , 

22. 将 模具 分 割 为 8 块 4X2 的 长 方形 . 在 每 个 这 样 的 长 方 
形 内 ,存在 瞧 一 的 方式 使 马 从 该 长 方形 的 一 格 跳 到 该 长 方形 内 
的 办 一 格 . 因此 B 可 以 按 下 面 的 方式 获胜 . 针对 4 的 每 次 操作 ， 
B 都 将 马 跳 到 该 长 方形 内 那个 唯一 的 可 跳 方 格 内 . 

23. 将 棋盘 分 章 为 2x 1 的 多 米 诺 骨牌 ,任何 时 候 A 将 国王 
族人 一 个 多 米 详 骨牌 , 则 如 将 它 移 人 该 骨牌 的 另 一 格 . 依 此 策 
略 召 可 以 获胜 (解答 有 误 , 参 看 第 21 题 一 一 译 者 注 ). 

24. 我 们 证 明 ;对 n>1, 如 时 nn 二 2", 那 么 B 获胜 . 设 n=2" 
(n 之 1) ,入 先 皮 走 2 (25 一 1)(a 守 0,6 守 0) 要 棋子 .第 一 次 BB 到 
走 2 梳 棋 子 ,以 后 起 与 太 同 样 数目 的 模子 , 依 此 策略 B 获胜 , A 
将 在 初 如 条 件 次 nn 二 (C25 一 1)(5 放 0 一 译 者 注 ) 枚 棋子 时 获 
胜 , 痛 先 4 取 走 2 榴 棋 子 , 然 后 他 与 对 手 取 一 样 数 自 的 棋子 . 

25. 营 案 :如 条 为 9 的 倍数 ,日 胜 , 和 否则 上 胜 ， 

假设 91n. 如 果 及 到 数字 xz, 则 BB 取 7 一 rx, 最 后 ,所 得 数 的 
数码 和 为 7a, 于 是 所 得 的 数 为 9 的 倍数 ,B 获胜 , 

如 采 7 不 是 98 的 倍数 , 则 76 一 1 天 20mod 9) 王 rr 天 2， 
故 rEt01.3,4.5.67,81. 设 :三 9 一 rfmod7)， 即 若 9 一 r<7， 
网 :一 9 一 ”否则 ;一 2 一 rx, A 的 策略 是 ;入 写 下 数 5EM, 对 B 取 
的 每 个 数 ,他 相应 取 7 一 x, 如 果 到 了 B 取 最 后 一 个 数 前 ,我 们 
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得 到 了 一 个 (2n 一 位 数 , 它 的 各 位 数码 之 和 为 3 十 ?Cn 一 1 它 
mod 9 余 54 wv, 但 我 们 有 5s 十 r 二 9 或 ;十 r 二 2, 为 得 到 一 个 9 的 
倍数 ,B 要 取 0 或 了 ,但 这 些 都 是 不 多 许 的 不 能 取 . 所 以 A 必 胜 . 
(BWM 1994) 

26. 如 果 最 初时 志和 gq 中 至 少 有 一 个 数 为 奇数 , 则 A 可 使 
上 ,9 部 变 为 偶数 ,而 B 被 迫 将 p,q 中 的 某 一 个 变 为 奇数 , 从 而 仅 
"初始 时 p,g 都 为 偶数 时 ,A 才 会 输 . 

27. 两 堆 棋 子 数 都 是 奇数 时 会 输 . 其 他 情况 下 ,都 可 以 恰当 
操作 使 剩 下 的 两 堆 棋 子 个 数 都 为 奇数 . 而 两 堆 棋 子 个 数 都 是 奇 
数 时 ,无论 怎样 操作 , 剩 下 的 两 堆 石 子 个 数 都 是 一 奇 一 个 . 从 这 
个 状态 .你 可 以 最 走 那 堆 奇 数 枚 柑 子 ,然后 将 价 数 枚 的 那 一 堆 分 
为 都 是 奇数 的 两 堆 棋子 . 最 后 将 棋子 数 变 为 (1,1) 而 获胜 . 

28. 耕 1 一 各 十 1, 这 种 情况 下 4 必 胜 , 他 可 以 将 正 整数 依 相 
继 正 整数 分 组 ,每 两 个 一 组 , A 第 一 次 取 走 余下 的 那个 数 ,然后 
BB 取 某 一 组 中 的 数 , 则 A 取 另 外 一 个 

和 芋 ?2=28, 则 已 有 必 胜 策略 . 他 可 以 取 完 所 有 的 奇数 5 除了 
两 个 为 3 的 倍数 的 奇数 > 和 s 以 外 ). A 总 是 被 迫 取 偶数 (否则 
最 后 留 下 两 个 偶数 ,结果 也 是 4 输 一 一 译 者 注 ), 这 样 , 到 倒数 
第 二 轮 取 数 前 , 留 下 两 个 偶数 e1 ,es 和 奇数 ">,> 这 时 ,如 果 A 到 
奇数 , 则 忆 取 走 另外 那个 奇数 而 获胜 , 否则 ,A 继续 取 偶 数 , 则 也 
取 走 妨 外 那个 偶 煞 , 剩 下 两 个 奇数 满足 gcdtr,s) 守 3,B 获胜 . 

29. 利用 对 称 性 是 处 
理 游戏 问题 时 经 常 采用 的 
策略 . 从 棋盘 的 中 心 出 发 ， 
对 于 较 小 边 为 奇数 、 较 长 
边 为 偶数 的 棋盘 如 图 13.1 
处 理 . 遗憾 的 是 ,棋盘 的 中 图 131 
心 不 是 格 点 . 第 一 次 应 该 
将 图 13.1 中 所 示 的 那个 格 点 正方 形 染色 ,现在 棋盘 被 分 割 为 关 
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于 直线 * 对 称 的 两 个 部 分 , B 愉 能 对 s 一 边 的 某 个 格 点 正方 形 
染色 ， 而 及 可 以 将 这 个 格 点 正方 形 关 于 s 对 称 的 略 点 正方 形 染 
色 , 从 而 获胜 

30. 如 图 13.2 在 棋盘 上 标 上 第 涉 , A 先 
将 马 放 在 一 个 箭头 的 起 始 格 内 , 洪 稍 头 方 同 
跳动 . 这 样 B 只 能 青 将 马 姚 回 某 个 箱 头 的 起 
始 格 内 ,然后 A 再 跳 到 箭头 的 终止 格 . 

31. 记 从 堪 到 右 的 四 列 为 pi,p; ,ps :DD 
游戏 分 为 两 个 部 分 :开始 和 和 结束 ., 当 B 在 第 1 个 位 置 放 上 一 个 
数 中 进入 结束 部 分 , 易 知 在 开始 时 ,A 不 能 报 数 1 到 3 和 6 到 39， 
因为 B 可 以 和 将 它 放 入 pp) 中 ,如 果 是 个 小 的 数 则 放 在 上 面 的 格 
中 ,是 大 的 数 则 放 到 下 面 的 格 中 ,从 而 直接 进入 结束 部 分 , 如 果 
第 1 位 上 的 两 数 之 差 不 大 于 3, 则 两 数 之 差 至 多 为 3 999. 着 及 
第 1 次 报 4 或 5), 则 B 可 保证 差 不 大 于 4 000, 他 可 立即 填 数 ， 


4 ¥ 
使 得 户 一 ( 。) 或 pp 一 ( 。) ,然后 他 将 所 有 数字 0(9) 填 和 位置 
zz ,paz 直到 填 满 . 


32. 如 图 13.3,B 可 以 获 几 ,因为 对 每 对 方 格 加 外 自由 
Cx; ;在 及 染 其 中 的 一 格 ; 则 B 染 另外 一 格 ， 
上 日 自 目 


图 13.2 


33. 三 次 操作 后 ,3 个 星 号 被 替换 为 abc 后 ,也 
可 以 将 第 4 个 星 号 换 为 一 a 一 5 一 < 一 1 而 获胜 , 此 时 
多 项 式 的 系数 和 为 0, 从 而 1 是 它 的 一 个 根 . 

34. (al 耕 a 之 站 ;我们 证 明 A 可 以 操 帮 后 使 (a, 怒 恋 为 让 
B 失败 的 状态 .如果 (a 一 8, 妃 为 必 败 状态 ; 则 有 操作 (ay 人 -Ca 
一 上 ,加 .但 是 如 果 它 是 一 个 必 胜 状 态 ; 则 经 过 一 次 操作 , 它 可 变 
为 一 个 必 败 状态 , 由 于 a 一 5 尘 5， 这 次 操作 必 为 (a 一 Bb, 们 一 (a 
一 J00) ,9 为 正 丈 数 . 而 这 时 Cay) 一 (4 一 gb, 上 5} 对 AA 而 言 且 一 
个 必 胜 策略 . 

注意 ;我们 能 够 证 明 Cu,5) 在 as 六 2 时 为 必 胜 状 态 ,而 没有 
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解决 阿古 的 全 奉 


指出 具体 获胜 的 策 路 . 
后 


Cb) 答案 是 a 之 5 


惹 Lab 之 8, 则 从 (a; 丰 开始 的 操作 只 能 蛮 为 (a 一 5， 
). 这 时 
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因为 不 可 能 经 一 次 操作 就 从 状态 (ay 妃 获 胜 [ 1 < 之 <c). 只 需 
证 明 A 从 状态 (a,5) (之 <a) 出 发 ,他 要 么 一 次 操作 获胜 , 要么 


留 给 BB 一 个 状态 ,使 得 [< 由 (1) 可 知 B 的 唯一 操作 是 变 
到 比例 大 于 a 的 数 对 ,从 它 出 发 前 面 的 过 程 将 重复 出 现 

当 。 >2 财 , 有 至少 两 种 操作 (a,8) 一 (8,7),0Sr<<6 或 者 
(at 一 (十 rt 若 r 一 0,A 可 以 一 次 获胜 . 否则 ,由 于 a 严格 
介 于 筷 和 之 间 ,A 操作 时 面临 的 状态 中 两 个 数 的 比 在 1 和 a 


之 间 . 当 a< 主 <2 时 ,A 的 操作 是 变 为 (8 


35. 4 可 以 获胜 , 对 一 个 对 角 行 , 妈 从 左上 方 的 边 向 东南 方向 
走 到 右 下 方 的 边 的 行 . A 每 次 在 一 个 最 低 的 对 角 行 的 空格 上 做 记 
号 . 如 果 该 行 中 有 方略 , 则 可 用 唯一 方式 将 它 覆 盖 , 为 此 他 首先 必 
须 给 任何 一 个 这 样 的 方式 做 上 记号 . 如 果 该 对 角 行 有 一 个 方 格 可 
用 两 种 方式 覆盖 ,那么 A 给 无 论 哪个 方 格 做 记号 都 没有 关系 . 

36. 如 果 我 们 将 所 有 顶点 引 测 的 棱 的 乘积 相 乘 , 则 出 于 每 
条 边 被 计算 过 两 次 , 即 每 个 一 1 被 乘 了 两 次 , 故 结果 为 十 1. 但 由 
于 有 奇数 个 顶点 ,如 果 每 个 顶点 处 的 积 都 为 一 1, 而 (一 ”二 
一 1 ,将 导致 永 盾 . 故 至 少 有 一 个 顶点 处 的 积 为 十 1. 
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除了 第 1 节 的 图 论 ( 它 在 最 近 的 JMO 中 变 得 相当 重要 ) ,这 
一 章 中 我 们 还 收集 了 一 些 应 用 范围 稍 窜 的 其 他 重要 策略 ,我们 
将 通过 一 些 例子 对 它们 加 以 说 明 , 然 后 给 出 一 些 问题 和 解答 . 所 
有 的 思想 都 已 在 前 面 的 问题 和 解答 中 出 现 过 ,但 是 再 强调 一 次 
仍然 有 益 . 通过 分 开 处 理 , 这 些 思想 会 更 容易 记得 牢 一 些 . 


14.1 论 


图 是 离散 数学 的 重要 研究 对 象 .一 个 图 是 指 由 一 个 点 集 或 
称 为 顶点 集 , 以 及 联结 这 些 顶 点 的 线 或 边 集 组 成 的 对 象 . 如 果 可 
以 通过 边 到 达 每 一 个 顶点, 则 称 该 图 为 连通 的 . 一 个 连通 图 如 果 
没有 封闭 道路 (或 叫做 图 ) ,就 称 它 为 树 . 通常 一 个 图 的 边 是 没有 
方向 的 , 如 果 每 条 边 都 标 一 个 方向 ,我 们 就 得 到 了 一 个 有 向 图 . 
-个 例子 是 单 向 道路 系统 . 有 向 圈 经 常 被 称 为 回路 . 如 果 im 条 
边 以 结束 ,就 称 mm 为 v 的 度 或 权 教 ,集合 和 A 到 自身 的 映射 / 
通常 被 表示 为 一 个 有 向 图 ,将 顶点 不 到 Fo 而 一 个 箭头 . 满足 a 
= 有 太 a) 的 点 称 为 映射 的 不 动 点 . 集合 从 的 排列 是 指 A 到 自身 的 
一 个 一 一 对 应 . 由 于 & 关 b= fa) 关 () ,图 fF 可 分 为 莫 干 个 圈 . 
这 一 节 的 大 部 分 问题 归属 于 拙 恨 原则 ,也 有 一 些 为 组 侣 问题 


问 题 
1 在 一 次 国际 会 议 上 ,有 1 985 个 人 参加 ,每 三 个 人 组 成 的 
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解决 问题 的 策 团 


于 集中 至 少 有 两 个 人 可 以 说 同一 种 语言 ,每 个 人 至 多 可 说 5 种 
语言 .证 明 : 至 少 有 200 个 人 可 以 说 向 一 种 语言 . (BMO 1987) 

2. 能 否 画 出 一 张 每 个 区 域 都 是 二 角形 而 边界 为 5 边 形 的 
地 图 ,使 得 每 个 顶点 都 引出 偶数 条 边 ? 

3. 有 杀 少 种 方法 由 nm 一 3 条 不 相交 的 对 角 线 将 凸 半边 形 分 
割 为 二 角形 ,使 得 每 个 三 角形 都 与 该 上 边 形 有 公共 边 ? 

4. 证 明 :在 任意 -- 个 17 个 人 组 成 的 集合 中 ,如 果 每 个 人 怡 
试 识 其 中 的 4 个 人 ,那么 存在 两 个 人 ,他 们 不 往 识 而 且 没 有 共同 
的 熟人 . (AUG) 1992) 

5, 考虑 空间 中 的 9 个 点 ,其 中 任意 4 点 不 共 面 . 每 两 点 之 间 
联 一 条 边 ( 即 线段 ) ,每 条 边 被 染 上 红色 、 蓝 色 或 不 染色 . 求 最 小 
的 正 整 数 n, 使 得 尾 何 情况 下 , 恰 有 x 条 边 被 染色 时 ,都 存在 一 
个 = 边 都 染 上 颜色 的 三 角形 , 且 沪 三 角形 的 三 边 疝 色 . (IMO 
1992 ) 

6. 在 一 个 凸 多 而 体 的 每 边 上 标 一 个 箭头 ,使 得 每 一 个 顶点 
都 有 一 个 箭头 从 它 出 发 ,也 有 一 个 箭头 以 它 结 东 .证明 ;该 多 面 
体 上 有 两 个 面 ,使 得 可 以 沿 箭头 方向 绕 其 周 界 走 一 痢 . (BWM) 

7. 俊 5 是 空间 个 点 组 成 的 集合 (x 这 3) ,联结 这 些 点 的 线 
段 长 度 各 不 相同 , 设 这 些 线段 中 的 > 条 被 染 圭 红色, 而 mr 是 满 


足 m 之 全 的 最 小 整数 , 证 明 ; 总 存在 一 条 由 m 条 红色 线段 组 成 


的 路 ,各 线段 的 长 度 是 递增 的 ， 

8. 在 一 个 由 个 人 组 成 的 集合 中 ,每 4 个 人 组 成 的 子 集 内 
有 一 个 人 试 识 其 余 的 3 个 人 ,证明 ; 该 集合 中 有 一 个 人 认识 其 余 
所 有 的 人 (这 里 车 站 认识 B, 则 BB 也 认识 六). 

9, 两 全 黑马 在 一 个 3X3 的 棋盘 的 下 面 两 个 角 上 ,而 两 器 
白马 在 上 和 曾 两 个 角 上 . 白马 与 黑马 算 依 规则 跳 到 空格 内 来 交换 
位 置 . 求 需要 跳动 的 步 数 的 最 小 值 . {此 题 由 Lucas 在 1894 年 从 
1512 年 的 早期 资料 中 引用 , 》 

一 504 一 


第 14 章 其 他 策 下 


10. 证 明 :在 一 个 由 2n 个 人 组 成 的 集合 S 中 存在 两 个 人 ， 
他 们 的 公共 朋友 的 数目 为 偶数 ， 


14.2 无 穷 递 降 法 


我 们 考虑 一 个 最 古老 的 证 明 方 法 , 它 可 以 上 湖 到 公元 前 5 
世纪 的 Pyihagoras 学 派 . 它 在 数论 中 是 证 明 不 可 能 性 的 一 种 非 
常 有 用 的 证 明 方 法 . 其 主要 思想 如 下 :我们 希望 证 明 ( 通 常 意义 
下 ) 一 个 多 项 式 方程 

Fry )—=0 《1》 
没有 正 整 数 解 . 我 们 证 明 : 如 果 (1)? 对 某 些 正 束 数 a,b,c，"… 咸 
衬 , 那 和 (人 1) 对 更 小 的 正 整 数 呈 有 el 也 成 立 , 同 样 的 道理 ， 
(1 将 对 再 小 一 些 的 正 整 数 az ;如 ,cs，"… 成 立 , 依 此 类 推 , 但 这 是 
不 可 能 的 ,因为 由 正 整 数组 成 的 数列 有 下 界 ,不 能 无 限 减 小 下 
去 . 因此 (1) 没 有 正 整 数 解 ， 

Pierre de Fermat 《1601 一 1665) 重 新 发 现 了 这 个 方法 ,并 把 
它 称 为 无 穷 递 降 法 . 他 对 这 个 方法 非常 自豪 . 在 其 风 烛 残 年 ,他 
在 一 封 长 傅 中 概括 了 他 在 数论 中 的 所 有 发 现 ,并 指出 了 用 这 个 
方法 证 明 的 全 部 结果 . 顺便 提 一 名 ,在 此 长 信 中 他 并 没有 提 及 他 
早年 就 提出 的 Fermat 大 定理 . 

我 们 将 用 一 种 十 老 的 方法 来 介绍 这 个 理论 (在 本 书 中 已 不 
是 第 一 次 用 到 ) , 它 是 Pythagoras 的 几何 处 理 手 法 . 

例 1 下 五 角 星 是 Pythagoras 学 禄 的 * 微 


齐 ”. 图 14.1 表明 NN 
El (2) 2 

Pythogras 最 早 认为 所 有 的 比值 都 是 有 “MY 人 \\ 
理 数 , 即 于 一 全 ,ob& 及 . 代 人 (2) 式 ,得 
a 一 0 十 新. (3) 


解决 问题 的 策略 


Pythogras 开道 一 些 数 论 的 基 林 知识 ,特别 地 ,他们 了 解 奇 
得 数 之 疗 的 关系 2 十 2 二 eye 十 0 二 010 二 0 二 eve "0gyp "ee, 
0* 0 二 0. 这 里 *e 和 *o" 分 别 表 示 “ 伪 数 ” 和 * 命 数 ”. 现在 (3) 式 中 
的 usp 具 有 怎样 的 膏 侦 性 昵 ? 假 读 a 利 5 其 有 不 同 奇 慢性 将 导 
出 巴 厦 .a 和 站 部 为 全 数 岂 导致 予 盾 , 所 以 ,a 和 都 是 侦 数 ,于 
十 


d= ad 2 a dE Na a dh. ‘dd) 
将 它 和 代入 (3) 并 约 掉 两 边 所 有 的 2, 得 
di 二 di 十 六 ， (9) 
最 据 相同 的 推理 ,让 (5 可 得 
re Ea C6) 
依 此 类 扒 . 由 (3) 的 真实 性 ,我 们 得 到 了 有 两 个 递减 的 无穷 正 整 


数 数 列 
dd ae DD 
站 在 .但 实际 上 这 样 的 数列 并 不 存在 ,因此 (3) 对 正 整 数 不 成 立 . 
例 2 集合 之 义 有 也 称 为 平面 格 点 集 ,证明 ; 对 任意 nn 了 4, 不 
存在 顶点 都 是 档 点 的 让 这 形 . 
证 明 莹 先 ,我 们 证 明 没 有 一 个 正三 角形 的 顶点 都 是 格 点 . 
事实 上 , 设 4 是 这 样 的 格 点 正 二 角形 的 边 长 , 由 距离 公式 可 知 


2 为 正 整数 ,而 其 面积 为 2 是 一 个 无 理 数 . 另 一 方面 ,任何 格 


点 多 迪 形 的 面积 都 为 有 理 数 (这 由 Pick 定理 可 知 -一 译 者 注 }. 
正六 边 形 PP; P,PD,P;P: 的 J 点 不 能 都 是 构 点 ， 民 为 其 中 
已 呈 . 忆 是 一 个 正 一 稍 形 ， 局 
现 福 蓄 放 天 3231,6. 若 PPe…P, 为 -- 个 
格 点 正 # 边 形 , 以 后 PP ,PP, 为 起 点 分 别 


作 向 景 已: 呈 .有 证 ,BE (如 网 14.2). 这 pp p 
些 向 其 的 终点 也 都 是 格 点 ,并 内 它们 形成 一 


Ps PF 
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个 在 最 初 那个 正 7 边 形 内 部 的 一 个 正 7 边 形 . 对 这 个 新 的 74 边 
形 , 类 假 操 和 作 可 以 无 限 进 行 下 去 . 这 些 止 边 形 边 长 的 平方 为 整 
数 , 人 而 日 每 一 步 都 严格 减少 ,这 是 不 可 能 的 . 
例 3 证 明 : 下 面 的 方程 没有 正 整 数 解 
ye Tw C2 yeu. ¢1) 
(DD 式 的 左边 必须 为 偶数 ,从 而 yz,z 中 奇数 的 个 数 为 
偶数 . 恕 果 它 们 者 是 否 数 ; 则 左边 是 4 的 倍数 ,而 右边 只 能 被 ? 
整除 . 如 采 恰 有 两 个 为 奇数 . 则 左边 只 能 被 2 整除 ,而 右边 为 8 
的 倍数 . 欠 此 左边 的 4 个 数 吏 应 是 偶数 , 即 了 一 2rl,3y 一 2 ， 
z 二 2zy yt 一 2 ,和 代 人 (1} 式 ,得 
XI 十 十 将 十 上 二 Yj C1 {2) 
由 (27 可知 ,左边 的 4 个 整数 者 是 偶数 . 于 是 ,x 二 272 ,yi 二 2ys， 
zl 一 ?zt 一 2d4y 并且 
二 和 十 名 十 2 一 32.2 Yr. (3) 
类 亿 地 ,可 以 得 到 
十 十 宫 十 雄二 2 aysese 对 任意 5 时 (4) 


这 表明 ,对 任意 sE RN , 方 , 尖 :六 7 都 是 正 整数 . 矛盾 1 
问 ′ 题 

11. 给 定 2 十 1tn 实 1) 个 重量 都 是 整数 的 奈 和 码 . 如 果 任 意 拿 
走 其 中 的 一 个 陡 码 , 剩 下 的 2n 个 寿 码 都 可 以 分 为 其 组 ,它们 的 
重 基 之 种 相同 , 证 明 :所 有 的 途 码 重量 部 相同 . 

12. 能 军 将 一 个 正方 体 分 割 为 有 限 个 尺寸 不 同 的 正方 体 ? 

13. 证 明 : 方 程 8 十 4 十 2z! 一 2 没有 正 整 数 解 ， 

14. 求 下 列 方程 的 整数 解 ， 

(a 一 3 一 8 —0b Smtllyw 二 lx ~—0;(c ri 二 y 


EE 


15, 设 tx,y) 为 方程 让 十 ry 一 yy 三 1 的 正 整 数 解 .证 明 
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(a ged(zyy) =13(b} 者 x 二 yy 则 ==y== lO ry 2 
(CdrAt yrd2y) 和 和 (2x 一 y,x 十 y) 也 是 方程 的 正 整 数 解 . 

构造 一 个 解 的 无 穷 序 列 , 并 证 明 它 包含 所 有 解 ， 

16. 求 方 程 的 所 有 整数 解 ; 10.03 十 20y 二 1 992xyx 一 
] 993zx”， 


14.3 倒退 法 


倒退 法 是 最 古老 的 解 题 方 法 之 一 ， 从 上 古 时 期 就 开始 被 运 
用 . 目 希 腊 人 在 处 理 攀 选 性 问题 时 就 用 到 此 法 ， 他 们 假定 目标 
已 档 造 出 来 ， 然 后 倒 过 来 计算 数据 ， 当 然 数 据 是 事先 给 定 的 . 
这 种 想法 在 倒退 回去 分 支 情况 不 太 多 时 非常 有 效 ， 倒 退 一 步 是 
什么 状态 ?倒退 两 步 是 什么 状态 ? 每 一 步 倒 退 ， 情 况 都 会 少 一 
些 . 

我 们 将 通过 一 些 典型 问题 来 介绍 这 个 方法 . 上 一 个 世纪 
Jacobi 经 党 强调 :你 必须 一 直 不 个 地 退 ! 他 的 格言 对 他 来 说 是 
极 语 成 果 的 ,他 那个 时 代 最 流行 的 问题 是 柄 西 积分 . 利用 他 的 烙 
况 , 他 将 樟 圆 积分 俩 过 来 研究 得 到 了 他 的 最 大 发 现 精 男 函数 ,这 
比 处 理 其 逆 ; 椭 圆 积分 要 容易 得 多 , 他 的 格言 可 以 非常 随意 地 解 
释 为 :允许 我 们 在 毫 无 希望 的 场合 下 可 以 向 前 进 . 事实 上 ,每 当 
我 们 假设 有 解 存 丰 时 ,就 使 用 此 方法 ,并 由 此 推出 矛盾 . 人 人们 在 
数 不 清 的 场合 都 用 过 此 法 ,而 未 提 到 它 的 名 字 . 它 与 无 穷 递 降 法 
密切 相关 ， 

问 是 

17. 在 一 个 圆周 上 写 着 4 个 0 和 5 个 1. 然 后 在 两 个 相等 的 
数 之 间 号 上 1 ,不 同 的 数 之 间 写 上 0, 再 将 最 初 的 数 全 部 扩 掉 , 重 
复 这 个 步骤 . 问 :我 们 能 否 得 到 9 个 1? 

18. 桌子 上 有 na 个 硅 码 ,其 重量 为 mm 人 ma 人 > 人 mm 和 一 个 
有 两 个 托盘 的 天 平 . 夸 码 被 一 个 一 个 地 放 到 托盘 上 . 对 每 次 称 重 
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我 们 者 赋予 一 个 单词 , 它 来 自 字 母 表 !L,R}. 这 个 单词 中 第 上 个 
字母 为 L( 或 RR) ,如 果 { 第 上 次 称 量 时 ~- 校注 ;天 平 的 左边 (或 
布 边 ) 重 一 些 的 话 . 证明: 任何 一 个 由 字母 表 { 工 .RR} 组 成 的 单词 
《长 为 n 一 - 译 者 注 ) 都 可 以 得 到 . 

19. 在 ”个 容积 充分 大 的 发 璃 杯 中 ,最 初 装 有 同样 数量 的 
水 . 每 次 可 以 从 任意 一 个 杯子 向 晕 一 个 杯子 中 倒 求 , 倒 人 水 的 量 
等 于 第 二 个 杯子 中 水 的 量 . 可 ;对 怎样 的 a. 可 以 将 所 有 的 水 倒 
人 一 个 杯 中 ? 

20. 从 1,9,9,3 开始 , 梅 造 数列 1,9.9.3,2,3,7,… ,这 里 每 
一 个 数 都 是 前 面 4 个 数 之 和 mod 10 所 得 的 余数 , 癌 ;4 元 数组 
7,316,7 是 否 会 出 现 ? 

21, 将 整数 1,2,…,n 排 成 一 列 , 使 得 每 个 数 都 大 于 前 面 所 
有 的 数 或 都 小 于 前 面 所 有 的 数 . 有 多 少 种 排 刚 方法 ? 


14.4 共 二 数 


设 4a,5,r 为 有 理 数 , 而 Yr 为 无 理 数 , 则 数 a 十 byr 和 a 一 by 
称 为 共 力 数 ,它们 经 常 同时 出 现 . 

在 a 十 byr 和 a 一 by 之 间作 转换 常常 是 很 有 帮助 的 

我 们 常用 分 母 有 理化 的 方法 ,也 同样 常用 分 子 有 理化 的 方 


法 . 
1 a—byr a br 
atéyr a tr ter a—byr 
为 将 下 面 的 数 分 母 有 理化 
-| 
1 十 VE 十 


我 们 需要 将 分 母 与 分 子 同 莱 一 个 数 ,使 分 母 亡 为 
《1 十 VY2 十 ,JCY 一 ,01 一 2 十 3) 一 2 一 本)， 
注意 到 ,变换 V2 一 一 号 ,Y3-> 一 3 保持 该 乘积 不 变 , 故 上 面 的 数 
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为 有 理 数 , 为 使 下 面 的 数 分 母 有 理化 


| 1 
1+ 流 +2 一 +2V2+98 
若 道 集合 {a 二 5 汪 十 cy |a,b,cE 四 )} 和 fa 并 十 cY 十 gq VY] 
dpsresd 世 人 0) 都 是 数 域 是 有 帮助 的 . 也 就 是 说 十 述 代数 系统 对 
加 . 减 . 乘 . 除 是 封闭 的 . 
作为 一 个 典型 例子 ,我 们 采用 1980 年 IMO 的 一 道 候 选 问 
题 . 
例 1 求 烤 (YJ2 十 YJ3) 9 小数点 前 面 和 后 面 的 第 一 性 数字 . 
数 v2 十 v3 不 是 前 面 提 到 的 a 1-5 vn 的 形式 ,因此 我 们 需要 
将 它 通 过 平方 来 变形 ,这 样 次 数 就 变 为 了 原来 的 一 半 . 得 + 二 (5 
TT2Y6)™, 它 几 乎 是 一 个 整数 ,事实 二 ,通过 加 圭一 个 很 小 的 数 
y 一 (5- 2v6)s94 ,我 们 就 得 到 了 一 个 整数 . 
a 一 (十 2V6) 纪 十 (5 一 2V6)59 一 z 十 3》 
一 卢 十 vvV6 十 疡 一 2 一 2 
这 里 户 为 一 个 整数 , 因此 只 需求 2 的 个 位 数字 , 即 
zptmod 10). 可 以 通过 一 项 式 定 理 来 求 2p(mod 10). 有 


990 
22 一 2[5m 十 | ? En az 4 


900 
二 4 js 二 0 是 人 十- 多 本 2990 a. B13 


除 最 后 一 项 外 ,其 余 各 项 都 是 10 的 倍数 . 最后. -个 数 mod 10 
符 易 求 得 ,因为 多 兰 6(0rmod 10). 故 具 需求 231Cmod 10), 它 是 
8. 内 为 2 的 需 次 的 末 位 数字 具有 周期 2,4,8,6., 最 后 8， 6 二 
8tmod 10)., 

现存 我 们 得 到 了 .r 十 ? 的 末 位 数字 为 8, 减 去 很 小 的 那个 数 
vy, 我 们 得 到 x 二 …7.9… 

别 解 :将 问题 一 般 化 . 设 
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十 2V6) 十 (人 一 2V87 
= x, Ty 6 ry y=2,, 
un = {ry VE) GLY Cr, —y, v6) (5—2 v6) 
=]10x, 24y,, 
ure lOr, i124dy,+1 = 10C(5r, 12y,) T2427 5Yy,} 
一 9827 ,十 240w，， 
Hy Tu T= 1007, T+240y,= 10u, 1=0(mod 10)., 
从 志 二 10,mz 二 98 出 发 ,得 专 , 的 末 位 数字 为 0,8,0,2,-… 拟 4 为 
周期 ,第 999 项 为 8. 余下 的 部 分 见 上 处 理 . 


器 是 


22. 证 上 明 :0a 十 Byr 加 一 庆 g 让 纯 fa 一 二 太 和 一 直 一 vdr， 

23. 证 明 :(z 二 yyv5)1 十 (zz 十 tvY5 一 2 十 ,没有 有 理 数 解 
了 

24. 设 (1 二 V2 二 xz 十 yy2, 这 里 rw 为 整数 . 证 明 : 

(a) 2 Oo 1); 

《bt 一 十 2 一 To 十 加 

旦 个 数 大 一 些 ? 

(a) v1 979 十 .1 980 和 /1 978 二 wv1 9817 

《b ea 一 .二 十 和 押 一 “ma 一 Tv 二 39 

26. 设 a, 二 n(n 十 1 一 2). 求 lima,. 


27. 证 明 ; a = 二 yn 二 An 十 1 ,Bb 二 Vn 十 ?>0 < 之 a 一 之 


n 


28. 求人 50 十 7?) 亚 小 数 点 后 最 初 的 100 位 数字 . 
29. 设 p>>2 为 质数 . 证 明 : p12 十 Y5)? | 一 22. 
30. 证 明 ,1 (2 十 V3)" | 为 奇数 . 
一 511 一 


辩 决 问题 的 策 贱 


31. 求 能 整除 | (1 +v37) | 的 2 的 最 高 次 宕 . 


, ] 
32. (a) 对 每 个 %E 同 ,证明 ,mv2 一 | "Vj> 启 ; 

(b) 对 尾 意 e>0, 证 明 : 存 在 uaE RN ,使 得 av2 一 [| av3j] < 
Fe 
2mv2 

33. 求 次 数 最 低 的 整 系数 方程 ,使 得 它 有 一 个 根 为 1 十 v2 十 
3: 并 不 通过 计算 求 方程 的 其 他 根 . 

34. 判断 VY5 十 2 一 YY5 一 2 为 有 理 数 还 是 无 理 数 ? 

35. 若 a,5,Wa 十 v6 者 是 有 理 数 , 证明:ya 和 尼 也 是 有 理 数 . 

36. 若 a,b,c,va-ty6 fe 都 是 有 理 数 .证 明 ;ya,y6 和 /也 都 
是 有 理 数 . 

37. 证 明 :yz 不 能 表示 为 a 十 5 六 的 形式 ,这 里 a,b,rE QQ. 

38, 证 明 ; 数 (y2 一 1)",nEEN 具 有 形式 Vm 一 /m 一 1,m 蕊 
N. 

39. 求 数 ( 1 978 十 Lv1 978])8 的 小 数 点 后 第 6 位 数 . 

和. 将 下 式 分 母 有 理化 ;: 


1 
(a) 一 
1 十 婉 二 纺 
1 
(b) 
1 一 上 旺 十 2 75 十 二 


41. 设 六 ,mmE 有 癌 <. 证 明 :y2 一 > ! 


2v272 

42.〈a) 证 明 , 存 在 绝对 值 都 小 于 1 000 000, 晶 不 全 为 零 的 
3 个 整数 a,5,c, 使 得 |a 十 by2 十 cy3|<10-11， 

Cb) 设 aoc 为 整数 ,它们 不 全 为 零 , 且 绝对 值 都 小 于 
1 000 000, 证 明 : la 十 by2 十 cy3|>107 71, (Putnam 1980》 
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43. 化 简 表达 式 上 = 一 一- 一. (MMD 1982) 
V14 一 3V5 十 2V5 一 125 


14.5 方程 , 谤 数 , 和 迭代 


这 一 节 我 们 收集 了 一 些 非 线性 的 方程 组 问题 ,它们 都 有 上 几 
何 背 景 或 函数 选 代 背 景 . 
例 1 正 实数 了 ,yz 满足 方程 组 
了 2 十 zy 十 导 一 35, 性 十字 一 9, 芝 十 zz 十 了 一 


求 Try 十 23yz 十 3zz 的 值 . CAUD 1984) 

在 一 次 集训 中 ,我 将 此 问题 给 了 我 们 队 的 一 位 队员 ,要 求 他 
写 出 他 在 解 此 问题 的 思考 过 程 中 的 细节 . 下 面 是 一 个 简短 概括 : 

1. 首先 给 我 提示 的 是 平方 数 9,16,25. 这 是 一 个 "埃及 三 角 
形 ” 的 三 边 长 . 它 瞳 示 去 用 Pythagoras 定理 ,用 几何 和 上 几何 解释 , 

2. 不 要 求 求 出 zyz 而 只 需求 xy 十 2yx 十 3zz 的 值 . 这 可 
能 是 一 个 面积 ,其 至 可 能 就 是 这 个 埃及 三 角形 的 面积 6. 它 也 蜡 
示 不 应 试看 和 完 求 出 zy,z. 


3. 等 出 现 两 次 , 让 我 们 令 忆 一半 


吉安 上. 在 寻求 几何 解 区 时 多 出 现 平 方 项 反而 有 利 方程 组 
变 为 

十 #3xt 十 六 二 25 ,并 十 关于 

全 十 TIT 十 Xz 一 16. 
第 一 个 式 子 很 像 余弦 定理 ,第 二 个 像 Py- ” 
thagoras 定理 , 而 第 三 个 再 次 像 余 纺 征 
理 , 图 14.3 给 出 党 十 训 zx 十 十 x1 一 6. 另 
一 方面 ， 
名 一 Yy 十 2yz 十 327 一 人 3 十 2 vv3fz 士 3xTr 一 4V3。6 一 24.73， 


例 14.3 
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问 圳 


44. 设 Fr 一 47 一 大 .对 心 后 想 ,考虑 无 穷 数 列 mrl 一 
Pr Fn) mm 证明: 存在 无 穷 多 个 mm 使 得 mr 
32 市 只 出 现 有 限 个 不 同 的 值 . 

45, 解 方程 组 ;Cr 十 yy 十 zz 二 Sw,(y 十 2 十 4 二 3v, (十 4 十 
dr ut 二 1} =3y (vr 十 y= 3z, 

本. 解 方 程 组 ;十 二 ly 十 于 ly 二 Tiwi 二 1. 

47, 求 方程 组 的 所 有 解 (Cx, yz): 


kh 


3v3 . . . 
cosr cosy 十 case 一 33 ,sinz | siny 二 sinz 一 全 ， 


2 
48. 求 满足 方程 组 的 所 有 正 实 数 ry…** Tp: 
Cr + 1 0 
49. 和 4 任 取 5 个 数 x ，…,x; ,计算 每 王 个 数 之 和 得 a1，…， 
am: 然 后 要 求 B 通过 4a， "dwn 确定 Ti :B 能 否 完 成 
这 项 任务 ? 
评注 :对 n 二 2 并 不 总 是 能 完成 任务 . 例如 ,四 元 数组 (0, 1,2， 
4) 和 (一 0.5,1.5,2.5,3.5) 给 出 个 相同 的 和 数 (1,2,3,4,5,6). 
50. 能 台 往 5x5 的 表格 的 25 个 格子 各 填 一 个 数 ,使 得 
(a) 每 一 个 2X2 的 子 表 格 肉 4 个 数 之 和 为 负数 ,而 所 有 数 
之 相 为 正 数 ? 
Cb) 每 ~… 个 2x2 的 子 表 衬 内 4 个 数 之 和 为 负数 ,而 每 一 个 
3X3 的 子 表 格 内 9 个 数 之 和 为 正 数 ? 
51. 是 否 存 在 消 数 f(r)，g (x), 使 得 对 任意 EE 民 , 均 有 
ryy 二 fr g(ty)? 
52., 解 方程 组 : 
1 Ee se EE ke 
$3 设 和 二 tayaorodnm) :这 里 Ww 一 2"7,a 马 ( 一 1,1), 考虑 
变换 TCA) 二 (araz qzass"…,ama1), 证 明 ; 重 复 运用 这 个 变换 ， 
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你 一 定 可 以 得 到 mm 元 数组 (1.1.,……1). 
Sd4. 求 方程 组 的 正和 实数 解 :] 一 如 一 1 一 1. 


55. 证 明 , 方程 组 x 十 y 十 z 二 0, 二 十 方 十 字 一 0 没有 实 


数 解 . 

56. 求 glx) 二 fof oof(r) 二 了 0%0(7), 这 里 f(x) 二 
TvV3 一 1 
xty3 


57, 解 方程 ,87C2x: 一 1) (8r: 一 8x 十 1) 二 1. 
58. 解 方程 组 :x 十 一 1.4r' 一 37 二 /于 
59. 求 方程 的 正 实数 解 :x* 

14.6 取 整 函数 


下 面 的 定 头 和 规则 中 ,x 总 表示 实数 ,而 ”表示 整数 ， 
Lx 1= 工 的 地 板 铺 数 二 最 大 的 整数 志 x= 二 x 向 下 的 第 一 个 
整数 . 
[ x | 二 x 的 天 花 板 铺 数 二 最 小 的 整数 衬 + 二 x 向 上 的 第 一 
个 整数 ， 
函数 Lz 1 又 称 为 x 的 整 教 部 分 ,而 'x} 二 x 一 | x | 称 为 x 的 
小 数 部 分 .下 而 的 性 顾 非 常 有 用 ， 
[zx =n 十 1 1 ， 
Tx =n 1 十 1]. 
我 们 有 | rz 十 zj 一 十 9 但 是 tmzji 关 ml. 正 出 于 号 .一 个 经 
常 运用 的 好 方法 是 去 掉 地 板 和 和 天花 板 符号 . 
下 面 证 明 一 个 简单 的 不 等 式 [| x |] 十 [Ly | 所 Lx 十 y|. 
事实 二,z 一 [zj Ttzhy=|Ly | 十 1 因 丝 | x 十 y | 二 
1Lr1 HTEizr Tt 而 0 十 yy<2. 所 以 它 等 于 
LT 二 Lo 或 Lz 十 L 3 十 1 
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例 1 我 们 将 用 一 种 在 大 部 分 情况 下 都 有 效 方 法 来 证 明 一 
个 简单 的 公式 ,但 是 ,我 们 又 常常 避免 用 这 个 方法 ,因为 它 并 不 


优雅 . 证 明 ， 
-于 
设 了 一 瘀 十 ay0sSsa<c] , 雪 二 0 十 r0Ossr<my 则 
-mgt t,t | 


mta -re tos, | 二 0, 央 为 /二 gen 


ni n 1 


问 是 


60. 证 明 :[ zj 十 | x 二 二 | +| x 二 | 一 Lanz] 
+E 风 ,nE NN, 

61. 设 rn 为 maE 有 凡 的 正 约 数 个 数 , 证 明 :r 十 tz 十 … 十 5 二 
a ea ha ek 

62. 设 m 为 nE NN 的 所 有 正 约 数 之 和 . 证 明 :91 0 十 … 十 
ttl 

63, 设 p,q 为 互 质 的 正 整 数 . 证 明 

| +… 十 | | =| 人 | 十 … 十 | | 


p 
_(p—1)(g—1) 
5 


64. 若 nn 为 一 个 正 整 数 , 证 明 ; [Yn 十 Vn 十 1] 二 Ly4n 十 2]. 

65. 车 a,bywc 世 ER 县 |L na 十 | nb | 十 | ne | 对 每 个 nE 网 成 
立 . 证 明 :aE ZZ 或 bE ¥. 

66. 对 每 个 nE NN, 求 最 大 的 k&E 三 ,使 得 苦 |[L(3 十 
v1) | 
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67. 证 明 , 在 数列 a 一 2,6w11 一 | > | ,naE NN 中 ,有 无 穷 多 


项 为 倘 数 ,了 世 有 无 穷 多 项 为 奇数 ， 

68. 在 上 面 定 义 的 数列 a, 的 基础 上 ,和 定义 新 数列 六 = 
(一 了 "证明 ;数列 5, 不 是 周期 数列 . 

69, 对 每 一 对 实数 ea, 考虑 数列 户 三 | 2{an 十 5b)]. 这 里 
[为 :的 小 数 部 分 . 称 该 数列 的 性 何 连续 下 项 为 一 个 词 . 是 否 
每 一 个 长 为 灭 的 由 0,1 组 成 的 数列 都 是 由 某 些 se 确定 的 一 个 
数列 的 一 个 词 ; (a) & 二 4,(b) &=5? (MMO 1993) 

70. 求 [(Wyn 二 vn 十 1 十 vn 十 2)? | 

71. 证 明 : LGWYnTvn 十 2)? | 十 1 是 8 的 倍数 . 

72. 证 明 ; 对 任意 正 整 数 n, 有 2"|1 十 L(3 十 v5)" ]. 


解 管 


1. 姑 果 有 一 个 人 与 其 余 的 每 个 人 都 可 以 说 某 种 博 言 ,那么 


命题 显然 成 立 ,因为 一 >>200. 因此 ,可 以 假设 有 一 个 两 人 人 对 


UP ,PP ,他 们 之 间 没 有 公共 庄 言 . 这 两 个 人 与 其 余 1 983 个 人 
中 的 每 一 个 人 组 成 一 个 3 元 子 集 ,这 1 983 个 人 中 ,每 一 个 人 都 
与 P; 或 P;t 或 与 他 们 两 人 ) 有 公共 语言 . 于 是 , {P,P;}) 中 有 一 
个 人 ,不 妨 设 为 Pi ,他 与 992 个 人 有 公共 语言 . 面 P 至 多 只 能 
说 5 种 语言 ,于 是 这 992 个 人 中 必 有 199 个 人 与 Pi 说 的 是 同一 
种 语言 , 因此 ,说 该 种 语言 的 人 至 少 有 199 十 1 一 200 个 ,包括 Pi 
在 内 . 

2. 如 果 存 在 一 张 这 样 的 地 图 ,由 于 每 个 项 点 的 度 都 为 偶 
数 , 因 此 ,可 以 将 平面 进行 红 和 蓝 染色 , 悚 得 有 公共 边界 的 国家 
颜色 不 同 . 不 妨 设 五 边 形 的 外 部 是 红色 ,并 设 r 和 5 分 别 是 红色 
三 角形 和 蓝 色 三 角形 的 个 数 . 我 们 用 两 种 方式 计算 边 的 条 数 ， 

每 个 蓝 色 三 角形 有 三 条 边 , 按 这 种 方式 它 的 边 只 计算 了 一 
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次 , 故 上 二 36， 

红色 国家 的 边界 共有 二 3r 十 5 条 边 ,因此 3r+5 二 35, 这 是 
一 个 站 慎 . 

3. 设 w>4. 栅 上 兵 w 用 种 选择 ,用 对 角 线 dl 联结 与 它 相 
邻 的 两 个 顶点 ,下 一 条 对 角 线 有 两 种 方式 联结 ;qd; 一 ww 或 dd 
二 ww, 1 类似 地 di ,ds -3 依次 都 月 也 种 联结 方式 . 因此 共有 
iv， 2 种 方式 去 选择 w 和 联结 对 角 线 四 ,二 dd 而 每 一 
个 这 样 的 三 角 衣 分 都 有 着 个 二 角形 ,这 两 个 三 角形 有 两 条 边 是 
该 边 形 的 分 边 ,因此 每 一 种 三 龟 剖 分 被 计算 了 两 次 ,所 以 , 结 
果 为 0， 2 .对 王 4, 此 公式 也 碱 立 ， 

4. 用 平面 上 的 点 表示 人 ,两 人 相识 则 在 其 对 应 点 之 辣 联 一 
条 边 . 这 就 得 到 一 个 硕 点 表示 人 人, 边 表示 相识 关系 的 图 . 

用 扩 证 法 来 证 明 . 阁 每 个 项 点 A 要么 与 
其 余 16 个 顶点 直接 有 边 相 联 ,要 人 么 通过 第 三 
个 项 点 相 联 . 历 A 恰好 引出 中 条 边 ,与 它 相 邻 
的 每 个 项 点 骨 与 另外 三 个 点 有 边 相 联 . 并 且 
此 时 图 中 不 再 有 其 他 顶点 , 且 所 有 17 个 点 各 


不 相同 . 其 余 所 有 的 边 (共有 4 一 16 一 18 图 14.4 


条 ) 只 联结 图 14.4 中 所 示 的 外 部 顶点 . 这 18 条 边 中 每 一 条 边 都 


确定 了 一 个 通过 点 A 的 、 边 数 为 5 的 圈 . 由 于 A 的 任意 忻 , 也 存 
在 18 个 经 过 其 余 16 点 中 每 个 点 的 这 样 的 圈 , 而 每 个 图 都 经 过 


5 个 顶点 ,因此 图 中 图 的 个 数 为 一 ,这 是 不 可 能 的 ,因为 图 


数 必 须 为 整数 . 

5. 答案 ;33. 昂 知 9 个 点 之 间 只 能 联 36 条 边 ,如 果 其 中 的 
33 条 边 被 染色 , 则 只 有 3 条 边 没有 染色 , 在 这 9 个 点 中 取 3 个 
点 ,它们 是 这 三 条 设 染 色 的 边 的 端点 . 剩 下 的 6 个 点 之 间 所 联 的 
边 都 是 染色 边 ( 这 一 点 可 从 其 补 图 去 验证 ,此 处 由 译 者 改正 ). 我 
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们 证 明 ; 上 从 这 5 个 点 中 可 选 册 3 个 点 ;以 它们 为 基点 的 三 角形 的 
三 边 间 色 , 从 这 6 个 点 中 任 取 一 点 及, 以 A 为 端点 的 5 条 边 中 必 
有 3 条 同色 ,不 妨 设 为 AB,AC,AD. 则 4 个 三 角形 ABC,ACD， 
ABD 和 BCD 中 必 有 一 个 间 色 三 角形 ， 

另 一 方面 ,存在 一 个 染 了 32 条 边 ( 如 
图 14.5, 粗 线 代表 红色 , 细 线 代表 蓝 色 ) 的 
图 , 它 没有 同色 三 角形 . 因此 n 二 33 是 染 
色 边 数 的 最 小 值 : 只 要 对 其 中 的 性 意 33 
条 边 随 意 进 行 两 色 兴 色 , 则 其 中 必 存 在 同 
色 三 角形 ， 的 14.5 

6. 从 任意 一 个 顶点 出 发 , 沿 着 箭头 的 方向 前 进 , 直到 你 第 
一 次 碰 到 你 前 面 已 经 到 过 的 某 个 顶点 . 这 样 ,我 们 得 到 了 一 个 回 
路 C, 它 将 多 面体 的 表面 分 为 左右 两 个 部 分 , 然后 用 有 限 下 降 方 
法 证 明 在 每 个 部 分 各 有 一 个 面 ,可 以 沿 箭 头 方向 绕 行 一 周 . 

7, 考虑 由 红色 线段 组 成 的 子 图 ,在 x 个 顶点 的 每 个 点 上 放 
一 各 黑客 , 第 一 次 将 距离 最 短 的 线段 两 端点 的 黑客 克 换 位 置 ， 
然后 将 第 二 短 的 线段 两 端点 上 的 黑 窜 交换 位 置 ,再 是 第 三 短 
的 ,直到 最 长 的 线段 . 由 于 > 条 线段 中 每 一 条 怡 有 两 名 畦 客 走 
过 ,所 以 黑客 共 走 过 了 2r 条 线段 . 至 少 有 一 个 黑客 走 过 了 交 生 
条 线段 . 

内 为 每 个 黑客 走 过 的 相 邻 线段 的 长 度 是 递增 的 ,这 样 我 们 
就 证 明了 在 在 mr 条 连续 的 红色 线段 ,它们 的 长 误 依 次 递增 ， 

8. 若 六 和 B 不 相识 , 则 对 其 余人 中 任意 的 C 和 DD,C 与 DD 
必 相 识 ,这 是 因为 A,B,C,D 中 有 一 人 认识 其 余 3 个 人 , 因此 如 
果 还 有 第 3 个 人 C, 他 不 认识 其 余 所 有 的 人 人 , 则 他 必 不 认识 A,B 
中 的 某 个 信 . 如 果 还 有 第 4 个 人 人口 不 记 识 其 余 的 每 个 人 , 则 他 
也 不 认识 六 ,B 中 的 某 个 人 . 这 样 { 有 ,B,C,D} 将 不 满足 题 中 的 
要 求 . 因此 除 至 多 3 个 人 外 ,其 余 每 个 人 都 认识 其 余 所 有 的 人 . 
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9. 将 问题 (图 14.6 所 示 } 转 化 为 -个 图 论 问题 (如 图 14,7). 
在 这 个 图 中 任意 两 个 相 邻 顶点 可 由 蕊 跳 一 次 到 达 . 题 中 的 马 依 
顺 时 针 方 向 作 16 次 跳动 可 达 目 的 , 16 是 最 小 的 ,这 一 点 非常 量 


围 14.6 图 14.7 


10. 假设 命题 不 成 立 :S 中 每 个 双人 对 的 公共 朋友 个 数 都 是 
奇数 ,1S| 二 2n. 设 入 为 $S 中 的 一 个 人 ,并 记 M= 1{F),F,…， 
Fj) 为 A 的 朋友 集 , 我 们 证 明 下 面 的 

引 理 :对 每 个 ,上 面 的 数 点 均 为 情 数 . 

事实 上 ,对 每 个 FEM ,考虑 他 在 M 中 的 所 有 朋友 的 个 数 ， 
这 些 数 之 利 必 为 偶数 ,因为 每 一 对 骨 友 计算 过 两 次 . 而 这 些 数 中 
每 一 个 莉 为 奇数 ( 它 是 A 与 ,的 公共 朋友 数 ) ,因此 点 为 偶数 

设 & 二 2m 现在 对 任意 上 EM 考虑 他 的 除 A 以 外 的 朋友 
集 (不 仅 限 于 以 中 ,由 引 理 ,每 个 朋友 集 ( 相 应 于 下) 包 信 奇数 
个 人 ,因此 这 2m 个 朋友 和 集 的 元 素 个 数 之 和 为 偶数 . 这 样 在 除 4 
以 外 的 2x 一 1 个 人 中 , 必 有 一 个 同时 属于 上 述 2m 个 朋友 集中 
的 偶数 个 ,因此 他 与 A 的 共同 朋友 个 数 为 偶数 . 

上 述 序 盾 表明 S 中 必 有 两 个 人 ,他 们 的 共同 朋友 个 数 为 侦 
数 . 

11. 设 上 ，…zosyl 是 那些 和 花 码 的 重量 . 由 于 任意 2n 个 在 
码 是 平衡 的 ,从 而 任意 2 个 夸 码 的 重量 和 为 偶数 , 这 表明 每 个 
催 色 重 量 的 奇偶 性 相同 (都 与 这 2 十 1 个 夸 码 重量 之 和 的 奇偶 


性 相同 -一 译 者 注 ). 如 果 它 们 都 为 偶数 , 令 ww 一 守 ; 如 果 都 为 
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奇数 , 令 山 一 一 .每 种 情况 ,我 们 都 得 到 了 具有 上 述 平衡 性 
质 的 硅 码 集 . 重复 上 述 讨论 ,可知 忆 (mod 22*) 同 余 , 这 一 点 对 任 
意 产 成立. 从 而 %, 都 相同 . 

推广 到 有 理 数 是 容易 的 ,而 推广 到 无 理 数 , 要 困难 得 多 (无 
论 哪 种 情形 ,结论 都 是 成 立 的 一 一 坪 者 注 ). 

12. 《a) 设 正方 形 Q 分 割 为 不 同 的 正方 形 , 则 最 小 的 那个 
正方 形 不 能 与 Q 的 边界 相 接 触 ( 正 方形 可 以 分 割 为 不 同 的 正方 
形 , 此 处 用 不 到 这 个 结论 一 一 译 者 广 )， 

(hb) 昔 正 方 体 可 分 割 为 不 同 的 正方 体 C, 设 外 为 C 的 晤 
面 , 则 在 Q 上 的 小 正方 体 的 底面 将 Q 分 割 为 不 同 的 正方 形 . 设 
Q& 是 其 中 最 小 的 正方 形 ,而 Ci 是 与 之 相应 的 正方 体 . 现在 Q& 
被 一 些 大 的 正方 形 包 图 ,这 样 围绕 C, 的 正方 体 围 出 一 个 以 局 
为 中 心 的 "围城 ”. 其 他 的 正方 体 ( 指 与 底面 有 接触 的 ) 放 不 进 这 
个 “围城 ”. 

(ce) 再 从 C 出 发 ,得 到 一 个 无 穷 多 层 的 塔 , 上 一 层 都 比 下 
面 的 小 . 矛盾 . 

13. 运用 无 穷 递 降 法 ， 

14. 对 (a) 和 (ec) 用 无 穷 递 降 法 . (Cc) 不 是 平 几 的 ,但 容易 证 
出. 对 (b) 证 明 满 足 方程 的 z,y,x 都 是 13 的 倍数 . 

15. 这 些 晴 示 对 解 此 问题 应 该 足够 了 . 

16. 运用 无 穷 递 降 法 . 

17. 此 问题 看 上 去 可 以 由 不 变量 出 发 来 处 理 . 从 圆 上 的 某 
个 分 布 开始 ,进行 变换 得 到 

bllinloo0-011000111 一 010110110-000100101 一 = 人 
从 特殊 情况 出 发 未 找到 不 变量 . 于 是 我 们 试 着 用 倒退 的 方法 ,在 
找 不 到 不 变量 时 这 样 做 经 常 是 有 效 的 ， 若 自 标 能 够 达到 ,我 们 
第 一 次 得 到 3 个 1 的 前 一 步 一 定 是 9 个 0, 再 前 一 步 必 将 9 个 数 
变 为 了 0 一 1 一 0 一 1 一 …, 而 对 奇数 《因为 9 是 奇数 ) 这 是 做 不 
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18. 这 是 一 个 难题 . 不 清楚 如 何 去 对 付 它 ,除非 我 们 想 超 
Jacobi 的 格言 :你 必须 一 直 不 停 地 退 ! 我 们 不 考虑 将 硅 和 码 放 到 
盘 中 的 问题 ,而 考 虚 从 前 中 取 走 夸 码 . 这 样 ,代替 单词 W=RRL 
…RRL ,我 们 改 为 去 求 它 的 转 置 单词 W' 一 LRR…LRR, 这 样 考 
虚 要 简单 些 .不妨 设 W" 从 上 开始 ,否则 交换 左 盘 和 右 盘 中 的 全 
部 硅 码 即 可 . 在 左边 的 盘子 中 放 人 奉 码 n> > 出 布 
这 一 假定 与 最 轻 和 的 硕 码 在 瞩 个 盘 中 无 关 . 如 果 在 振动 的 过 程 中 ， 
天 平 的 乎 衡 发 生 改 变 , 财 拿 走 最 重 的 硅 码 ,否则 拿 走 用 经 的 硅 
码 ! 单词 的 生成 过 程 是 ;改变 字母 一 搬 走 最 重 的 硅 码 . 字母 不 改 
变 一 搬 走 最 轻 的 夸 码 . 例如 :W 一 RILLRRRLRRL—>WT 二 LR- 
RLRRRLLR, 左 盘 中 的 夺 码 为 加 人 ma 人 ms 全 六 人 ms ;而 右 盘 
中 的 夸 码 为 mo > > me > ma > mio. 则 Wi 对 应 的 搬 动 序列 为 
Pi y 7210 942 743 179 7 v924 117 75 s Pts., 为 得 到 玉 ， 只 需 依 相反 
的 次 序 过 个 将 硅 码 放 到 盘 中 去 . 

19, 对 任意 ” 设 可 以 将 水 倒 人 一 个 标 子 中 ,可 设 杯 中 水 的 
总 量 为 1 ,并 经 过 m 步 完成 倒 水 任务 , 让 我 们 倒退 回去 . 第 m 一 1 


步 , 邹 布 为 ( 序 , 方 ). 设 第 (m 一 咎 步 的 分 布 为 


Ty ,,, Zz 
( 苗 , 准 ,…,' 译 ) 
它 前 面 的 一 步 是 什么 呢 ? 随意 给 标 子 编号 ,不 妨 设 是 第 二 号 标 
子 中 的 水 倒 人 第 一 号 杯子 中 , 有 两 种 可 能 性 ， 
‘a) 第 二 号 杯子 变 空 了 , 则 前 一 步 的 分 布 为 


(b) 第 二 号 杯子 中 还 有 水 , 则 前 一 步 的 分 布 为 
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每 个 情形 中 ,分 母 都 是 2* 的 形式 . 特别 地 ,第 一 次 倒 水 之 前 
分 母 也 应 都 是 2 的 帘 . 所 以 nn 二 2”. 

20. 将 问题 中 的 数列 向 右边 展开 不 是 一 个 好 主意 ,要 是 很 
快 就 能 得 到 了 ,3,6,7, 它 就 不 是 一 个 好 的 奥林匹克 问题 ,每 个 人 
都 做 得 出 来 . 这 里 你 需要 考虑 jacobi 的 格言 :你 必须 一 直 不 停 地 
退 , 这 个 格言 显然 提示 我 们 向 左边 展开 数列 . 这 样 做 ,结果 也 是 
了 唯 一 的 . 事实 上 ,前 面 的 8 个 数字 就 是 7,3,6,7,3,9,5,4,1,9， 
9,3:2,3,7. 这 其 中 就 有 我 们 要 找 的 数字 . 但 是 ,它们 同 厂 是否 会 
再 出 现 呢 ? 由 于 至 多 有 10: 个 可 能 的 4 数组 ,从 而 在 C10’ 十 1) 
个 4 数组 中 ; 必 讲 现 重 复 , 得 到 一 个 周期 . 由 于 数列 从 1,9.9,3 
开始 向 两 边 扼 展 得 到 唯一 的 结果 . 从 而 它 是 纯 周 期 数列 ,在 很 后 
而 的 地 方 会 出 现 7,3,6.7. 

21. 从 后 向 前 来 确定 数列 , 最 后 一 位 只 能 是 1 和 nx, 并 且 向 
前 推 该 数列 的 任意 一 位 都 是 左边 各 数 中 最 大 的 或 最 小 的 数 . 这 
就 是 说 , 除 第 1 位 外 ,每 个 位 置 上 怡 有 两 种 选择 . 于 是 共有 2 和 
个 这 样 的 数列 . 

22. 将 /7r 换 为 一 yr 

23. 用 闪 办 数 ,得 (xz 一 yy5) 十 (z 一 1 Y35)' 一 2 一 5, 左边 为 
正 数 ,而 右边 是 针 数 . 

24. CH) = = TY (Cnty V2) = 
十 2 十 4 十 yn )vV2. 因此 ,我 们 有 | 一 2y, sl 一 十 
yrs 熙 Hi 一 2 一 (2 十 2 和 一 2 十 加 壮 一 一 (这 一 2 放 ) 一 
{—1)"t!, 


25. bp,— 站 十 2 一 /fn Cy 【一 T= 
7 的 St 


i py 因 准 v# 十 2 2 十 ,aa 十 1 十 /ma 


mT ] 
26, a 一 中 | (和 十 1 一 好 )A0v 有 十] 十 2 |] 一 二 _ 一 
[ n ny | 二 二 本 本 请 本 和 
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症 光 的 机 的 儿 旗 


《对 no ). 
27. 利用 变形 


i 一 20 十 1 一 2 十 ]) 
下 十 守 一 VE 十 1 一 一 一 一 一 一 一 一 全 
《名 TVnTYn v4n1 2 二 二 十 1 
, 
(v 4m 十 2 十 vi 十 vi 二 1) 2n+]+2vn(nt1)] 
1 __] 
a Con on 16m vn 
28, 加 上 一 个 很 小 的 数 (”50 一 7 了 <0.n075 吕 <0.110 一 
10 空 后 ,我 们 得 到 一 -个 整数 . 因此 350 十 站 说 的 前 100 位 小 数 
都 基 9. 
29. | (2 二 yw5)* 一 2 的 1 一 (2 十 v5 二 (2 一 5)2 一 221. 事实 
下 ,一 1<<《2 一 v5)?<20, 于 是 将 原 数 加 上 -个 绝对 值 小 于 1 的 负 
数 ,我们 可 得 到 该 数 的 “地板 消 数 ” 值 . 上 式 右 边 我 们 所 得 整数 的 


每 一 项 中 都 有 因子 ( ,i 一 1,2,…, 力 一 1 故 它 是 的 以 笋 


30. [ (2+vy3) j={2+y3) (2—y3)"—1=x,+ vy3y,+ 
rv3y,—1=2x,—1, 

(1 二 v3P 十 (1 一 [32 ， 车 nn 为 奇数 ， 
(1 十 V3)" 十 (1 一 3 一 1， 车 为 偶数 . 
当 ” 为 偶数 时 ,左边 为 奇数 ,这 是 因为 两 个 共 瓶 数 之 和 为 眉 数 ， 
减 去 1 后 ,是 一 个 奇数 . 因此 ,只 需 考 虑 m 一 2m 十 1 的 情形 . 

由 (2 十 v3)” 二 zx 十 Y3ym1 (2 一 VY3)" 二 ,一 J/3y6; 经 常规 计 
算 后 得 
Cv ym By). 
由 数学 归纳 法 易 证 x 一 3y5 二 1, 故 x, 十 3ym 为 奇数 . 事实 上 ， 
Cn dy rs) 二]1 一 6 ,出 


31. 上 (1 二 3) | -| 


一 5 人 4 一 


第 球 淖 淇 他 第 了 


于 池 积 为 奇数 , 故 堪 边 每 个 估 式 都 为 言 数 ， 
32. fa) 记录 = ave ,nvm 二 {ny2!. 由 于 m 关 nn YW2， 
故 rn v2 277, 办 灶 1 寺 2n 一 mm 二 (ny2 一 pm) (ny2 十 1m) 


{ny} (ny? mm) < [ny 2}2n v2 2 ,ny2— La 下 > 启 
Cb) 念 看 三 一 1041 一 30 一 2700 ,mi 二 4n, 十 3m;, 我 们 


得 到 满足 2 熙 一 mi 二 1,i1€ NN 的 两 个 数列 . 取 n, 二 使 得 n 放 


A 则 sf2nv2 一 1] 三 1, (1 二 ef20v2 一 1)>>22v2. 取 和 一 
m,,， 就 有 

le =n V3—m= {nV 

和 " mayer 


33. Zz 二 1] 十 /2 吓 Y3 ;以 及 它 的 共 四 数 7: 二 1 十 Y2 一 y3 ,zz; 二 
1 一 /2 十 v3 和 和 z 二 1 一 Y2 一 v3 都 是 4 次 整 系 数 方程 x! 一 4.x; 一 
4 十 167 一 8 二 0 的 解 . 没有 次 数 更 低 的 满足 条 件 的 方程 ,因为 
要 去 掉 V2 和 v3 的 根 号 需要 平方 两 次 . 

34. xz 一 AS 十 ?一 NS5—2=p—og>r pp —g —3pgtp— 
:此 导出 方程 让 十 37 一 4 二 0; 只 有 一 个 实 根 x 二 1. 

35. abe Pe bE A 


万 = Dba/beE Qa O20EQ. 


36. 设 Ya 十 /6 十 Ye 二 + 是 有 理 数 , 则 va 十 ,Ba 一 ”一 ec, 两 边 平 
方 , 得 a 十 6 十 2 Wab= 放 一 2ryc 十 c, 或 
2 ,Be {1) 
再 平方 一 次 ,得 4ab 二 {rr 十 c 一 a 一 6) 二 dre 一 4r(7 十 ce 一 一 
yc. 南 
drtr:te—a—bNc={r ea Tdric—dab. (2) 
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对 rt 六 十 c 一 ga 一) 关 0 的 情形 ,方程 (2) 列 合 
= 【天 十 ec 一 一 四 十 4 天 一 4 
人 drtrr+c—a—b) " 


因此 yc 为 有 理 数 . 分 母 为 零 的 情况 是 平 几 的 , 留 给 读者 去 证 . 对 
称 地 ,可 知 va ,w5 都 是 有 理 数 . 

37. 设 并 二 a 十 bv; 则 2 二 a 十 3ar 十 5(3a 十 Br)Yr, 因为 
左边 为 有 理 数 , 故 吕 3e2 十 开门 一 0, 即 有 总 一 0. 矛盾 ;或 者 3a2 十 
六 r 一 0, 而 此 式 左 边 最 后 一 项 非 负 . 故 sa 一 5 一 0, 此 亦 予 盾 ， 

38. n=1:y2—1;n=2:(y2—1) =3—2y2=y9—y8;n= 
3:(V2 一 1 一 /50 一 “49. 

我 们 猜想 :对 偶数 na, 有 (v2 一 1 一 v 4 一 28: ,其 中 A: 一 
2B? 二 1; 对 奇数 nn, 有 (2 一 1)" 一 vy/2B? 一 yA ,其 中 282 一 4 一 
1 旭 A 一 2 记 二 (一 1)",nE NN, 惠 实 上 , 设 n 为 偶数 ,而 A 一 
2B: 二 (17 , 则 (WY2 一 7" 一 Y2 一 D(A 一 BY2) 二 (一 A 一 2B) 
十 (A 十 BYW2, 由 A 一 2B: 一 (一 1)", 我 们 有 (A 十 2B): 一 2CAA 十 
BY):=—(A:—2B)=(—1)", 

39. 加 上 一 个 很 小 的 数 6/1 978 一 44)*”<<0.5%<<10 怀 即 可 ， 


于 是 小 数 点 后 第 六 位 为 9. 
和 .al 设 
1 3 
1 G12 


乘 以 分 母后 ,比较 系数 ,得 方程 组 a 十 48 十 2c 二 1,a 十 十 dc 一 0， 
2a 二 b+c=0. 


它 有 解 < 一 一 六 ,56 一世, 一 一 击 . 分 母 有 理化 后 的 结果 为 


一 3 十 7 邓 一 洗 
23 : 
(bj 由 一 病 十 2 六 十 招 ) (a 十 6 如 十 cy 十 d 招 ) ==1, 得 
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第 外 过 区 抽 前 中 


妈 十 22 十 4 一 2 一 1 一 Q 十 六 十 2 十 4 人 一 站 26 一 六 十 ce 十 2 二 0 十 


4 9 ly 2 ,地 
25 一 c 十 二 0. 得 解 a 1 .四 二 187， 16754 一 187. 从 而 分 


7 
母 有 理化 后 得 到 
9 十 15 ,2 十 25 ,一 14y8 
7 


41， (V3 一 吾 ](J2+ 开 一 于 二 之 圳 过 好 一 至 之 


] 1 
(VE 二 je V2722 
天 


42. (a) 设 S 是 由 形 如 < 十 如 V2 十 cv3 的 10* 个 数组 成 的 集 
合 , 这 里 aocE it0,1 2 10 一 1} ,并 记 d 一 (1 十 2 十 v3) 
105, 则 对 每 个 zES, 均 有 0 生 r<d. 将 区 间 [0,d) 分 划 为 (10" 一 
1 个 区 间 外 一 17es rz< Re 这 里 e 一 TS ,而 K 取 1,2,… 


10 一 二 由 抽 居 原则 ,3 中 的 10 ”个 数 中 必 有 两 个 来 自 同 一 区 
间 . 它们 的 差 + 十 s y2 十 + y3 给 出 满足 条 件 的 r,syt, 因为 e 过 
107 1, 

(hb) 形 如 已 一 ua 士 gv2 士 cv3 的 4 个 数 都 不 是 零 ,它们 的 乘 
积 已 是 一 个 整数 . 事实 上 ,变换 ,2 一 一 2 和 3 一 一 3 不 改变 了 
的 值 . 从 而 , 了 P 不 包括 这 些 方 根 . 因此 |Pl 之 1. 于 是 | 所 | 实 
EFT>10™ ,这 是 因为 .Fi | 过 107. 因此 ,对 每 个 i 均 有 
1 
FI 

1 LT 1 

cq 十 dy . 乘 以 分 母 ,展开 并 比较 两 边 的 系数 ,我 们 得 到 4a 一 55 
二 lj0c 一 ]1549==] ,一 34 十 45 一 5c 十 0d 一 0,2a 一 35 十 dc 一 d= 二 0， 
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一 0 十 25 一 3c 十 49 二 0. 解 出 a,b,cid, 得 到 4 二 卫 汉 一 方 ,c= 闻 ， 
_ L “_ 1 ,| 2 qd 
4 一 0. 从 而 [于 一 于 (1 十 29 十 后 ) 一 二 (1 十 092 或 了 上 一 1 十 y5 


44. 直接 将 二 次 式 作 选 代 是 几乎 没有 和 希望 的 ,但 它 与 倍 和 着 
公式 有 些 相 亿 之 处 . 事实 于 , 设 r 一 4sinze 刚 Fr 一 4sima) 
= 16sinre 一 16sinta 一 16sineefl 一 Snmaw) 一 16sinzwcosza 一 
(4sinacosa)’ =— (2sin2a): 三 4sin 20, 对 0 所 x 之 4, 有 0Sa ， 


玉 且 zi 二 dsin’gy XI =dsin 26 72 二 48in 4a or 一 4sinz2ro. 请 
将 其 中 的 细节 补充 完全 . 

45. 我 们 将 证 明 zx 一 ?一 x 一 xz 一 ww 设 vi>w, 则 前 两 个 方程 表 
明 x<<ay 当 然 更 有 x<v 而 从 第 二 和 第 一 个 方程 及 有 y 半 wv ,更 
有 y>7. 由 第 二 和 第 1 个 方程 得 <r ,更 有 yz 再 由 第 4 和 
第 5 个 方程 ,得 xy 而 由 D>yyu 得 到 z> 尽 了 巴 盾 ! 因此 
# 一 忌 由 循环 对 称 性 ,类 似 可 证 其 余 变量 也 是 相同 的 . 故 (3x)? = 
3 了 ,得 解 7 一 0,x= 士 也， 

46. 无 解 管 . 

47. 第 二 个 方程 鞘 以 虚数 单位 i, 我 们 得 到 


teter=3( t+) 二 3(cos30° 二 isin30"}) 二 3e, 
由 于 左边 三 个 单位 向 量 之 和 的 模 长 为 3, 每 个 向 量 必须 有 相同 
的 方向 30 …. 因此 z 一 3 一 zx 一 下 十 28r 


48. 由 该 方程 组 ,我 们 首先 有 zx) 二 ro ys 一 x6; 而 由 方 
程 (x 十 … 十 x5) (zs 十 十 YI0) 王 1, 得 (十 十 :1, 且 z 
十 … 十 zio<2. 我 们 寻找 一 个 几何 解释 ,而 不 是 用 代数 解法 ， 

许 一 条 直线 上 了 到 线 段 |A,A， | 一 了 Ai 一 io, 因为 
1AoAn 12, 我 们 可 以 作 一 个 等 采信 A,AioB, 使 得 4oB 一 AnoB 
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第 科 素 坟 能 本 了 梧 


-lia= LBAA 一 BAGA 由 于 |44 1 :|AA|= 


AuB1。|AnBI| 故 - 全 全 ~ jal ,AAoA BAA BA 


且 AoBA = 一 a, 类似 地 ,我 们 有 人 AuBAc 和 BAAo. 因此 
ABA, 一 /BAA 一 20 和 且 A1BA; = 二 a, 一般 地 ,对 每 个 上 ， 
入 A BAOABA1A. 故人 AoBAw 被 射线 BA BA。 分 为 
相等 的 角 a 部 (10 十 2)a 二 180" ,ao 一 15". 由 正弦 定理 ( 记 a 一 v2， 
5 一 ,6,c 一 3) 我 们 有 


Stma _b—a 十 Sin2e_ a 
sin2e 2 !: 2 Sn3e 2° 
Sinda_ a 
TT ret xs nd Ce 和 
_ Sn4a _ 32 一 已 
十 na 2 
_ sin5e ba 
TT Tr no 4 
记 a 二 yw2 ,5 一 6 ,我 们 又 得 到 
_b—a _ 2a—b 
1 2 9" 区 从 了 
二 _b_ a 二 9a— op _ 3 一 5 
3 3 0 a 4 各 3 4 


男 外 , 述 有 To A Tr rT a Md oo Tl. 


类 似 地 ,我 们 可 以 对 一 般 的 nrE 则 求 舌 ,其 结果 与 角 - 计 ;的 
一 角 郴 数值 有 关 . 

49， 设 Gy 全 5 可 知 ll 二 二 aw 二 4tx 
十 十 zs), 因此 有 S$ 二 十 十 xs. 那么 ;Qi 二 工 十 x2 ya; 一 蔗 


十 zz; +0 — Ty 十 > 9 一 Xs Er = Sa nr 
Ta Ag dada dl Xd dn As, 


50. 在 (Ca) 的 条 件 下 ,我们 得 到 了 25 个 变量 的 17 个 方程 , 容 
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易 满 足 , 在 (b) 的 荣 件 于 ,得 到 25 个 变量 的 25 个 方程 , 这 在 系数 
矩阵 的 秩 为 25 时 可 满足 . 试 着 去 证 明 该 方程 组 是 矛盾 的 , 故 没 
有 解 . 你 还 可 以 假设 16 个 负 的 和 都 为 一 1 ,而 8 个 正 的 和 都 为 
1 ,然后 试 着 去 解 方程 组 . 

$1. fF(0)T g(t0) =0, F011) = 1, F(t}+g(0}= 1, 
1 十 g(t1) 二 3. 将 第 1 个 方程 和 第 4 个 方程 相 吉 ,得 (0) 十 
80.0) 十 1) 十 g(1) 二 3, 将 第 2 个 方程 与 第 3 个 方程 相 加 ,得 
FO0) 十 g(0) 十 f1) Fg(1) 一 2. 矛盾 ! 

$52. 考虑 多 项 式 PO 一 (一 (一 x 一 PP 十 qj 二 + 
二 ga: 则 0 二 Ptr 十 十 Pr) 二 Cr 十 吕 十 XT 人) 十 a (x 二 
二 十 和 十 ran 玖 十 nial 十 十 nas 一 0 二 rnP(1), 这 个 等 式 
表明 rz, 中 有 一 个 (不 妨 设 为 x ) 等 于 而 对 x;，,… ,x ,我 们 得 
到 一 个 类 仙 的 方程 组 利用 有 限 阐 笑 的 方法 ,可 知 每 个 x, 都 
为 1. | 

53, ToT(AI= TA) = (Calas, arniars yanaiay 一 
(ales te dmd oA = TCA = (a ala; ,aalas, 
dn 二 {aias sana4) ,最终 有 

TT? (AY= (ga da dndn) = (l,l, ,1). 

54. 朗 工 : 为 其 中 最 大 的 解 , 则 x 和 zx 是 最 小 的 解 ,zs 和 
-1 是 最 大 的 解 , 依 此 类 推 . 从 而 TT 
一 T, 此 可 1 一 好 一季 ,一 对 一 了 ;或 一 训 二 祝 一 本, 若 江 关 zs， 
央 训 十 训 训 十 腊 二 1 但 是 1 二 守重 2 十 对 二 十 (ri 十 xw 这 
本 十 Xz 字 和 十 渡 一 .从 而 一 Ja 一 0. 这 硼 明 要 人 么 每 个 数 都 相 
间 , 雪 么 它们 交替 为 1 和 0. 都 相同 时 ,我 们 还 要 来 求解 ”十 + 一 1 


_n: 人 Aly 1 
0, 这 里 0 二 xX], ~ 万 (? y ,得 y 33, 从 而 
y=V (I. 


55. 首先 ,没有 一 个 变量 可 以 为 零 . 其 次 ,第 二 个 方程 等 价 
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于 zy 十 ye 十 zz 二 0, 现在 0 一 (x 十 y 十 x)* 二 十 十 导 十 2 Cry 
十 yz 十 zx), 由 此 上 断 青 x 十 yy 十 池 二 0, 这 是 一 个 矛盾 ， 


、 _ rt »— Cx 
s6. 设 有 (TD) 一 一 1p 二) 一 7 二! 则 


【ar 一 be 了 十 2 好 十 Eee 
—(Cadibc) rt Cac—ba)' 
国 此 ,这 种 形式 的 两 个 函数 的 复合 可 以 像 两 个 复数 ga 十 负 和 和 
c 十 di 的 乘积 那样 来 计算 . 对 给 定 的 画 数 


h sktr)— 


3 1 
2 2 
x) 二 二 
1 
2 


它 对 应 的 复数 为 
icos( 一 至 ) 十 isin( 一 专 ) 二 e 将. 
所 以 ,gC7) 对 应 的 复数 为 z' 型, 而 
x1 一 e (一 虞 31994 一 g- 涪 一 cos60" 一 isin60" 一 六 一 1 2 


i 
最 后 ,我 们 得 到 g(x) 一 大. 


57. 我 们 有 |r| 过 1, 因为 |7 | 之 ! 于 合 27: 一 1 这 1,8x' 一 8x? 
十 1 之 1, 因 此 ,可 设 z= 二 cost; 0 < 27 一 1 一 2cos2t 一 1 一 
COs2t 8 于 — 87x 十 ]=2(27 1) —1=2c0s:2t— 1= costt, 
8costcos2tcos4: 二 1, 最 后 一 个 式 子 两 边 乘 以 sin, 得 sin8i 一 sint 


一 0, 这 表明 7t 二 2 二 1,2,3 或 弛 二 xc 十 2zk, 节 := 于 十 并， 


8 一 0,1,2,3, 故 了 一 cos 入 ,cos 全 cos ,Cos 下 ,cos 下 ， 
cos LF 


58. 第 一 个 方程 使 我 们 想起 cos:z 十 sin?t 二 1,0< 扩 1 之 2n, 令 文 
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解决 所 区 的 姨 贱 
一 cost,y 一 sint, 对 第 二 个 方程 用 三 角力 数 ,左边 是 cost 的 三 倍 
前 公式 ,右边 形 如 一 个 半角 公式 . 事实 上 ,cos3i 一 4cos*t 一 3cost. 
于 是 cos3t A/ ,cos3t220. 因为 cos31 宇 0, 可 两 边 平方 得 


] + sins ， . , . 
co0s 3 一 一 cos 3 一 1 一 Sin 一 ecos6t 一 sinf， 


cos6: 一 cos[ 去 一 中 全 6 一 于 一 (十 2xk，6t==2x8 一 的 
我 们 得 到 


1 二 下 _ 9x lr7x ?x 3 1 9 
一 


4 4 0 和 2 


其 余 6 个 1 的 值 使 cos31<<0, 它们 的 余 苞 和 正 蓄 值 给 出 对 应 的 > 
和 、y 的 值 . 
s9. 当 0< zc 1 时 ,无 解 , 因 为 左边 小 于 1. 对 >>1 ,存在 唯 
一 解 . 因为 国 数 六 zx) 二 x 是 单调 增 的 ;如果 4a 半 >1, 风 a 之 a 
(内 为 y 二 a’ 递增 ), 而 a: 半 B( 因 为 短 师 数 y= 二 递增 ). 设 y 一 
,或 工 二 y 融 , 则 > 本 一 1 996? 或 者 y* 一 1 9961%. 我 们 推定 
y 二 1 996,7 二 1 996mm ss1.003 81 为 它 的 唯一 解 . 


在 设 x 是 任意 的 ,如 果 我 们 将 z 增加 一 ,左边 的 每 一 项 都 移动 


一 个 位 置 , 除 最 后 一 项 ,而 最 后 一 项 变 为 第 -项 ,并 且 增 加 了 1. 
右边 也 增加 了 1, 恢 此 可 知 等 式 对 任意 成 立 . 


61. 在 {1,2 从 | 个 整数 能 被 上 整除 因此 ,让 


的 . 


62. 能 被 整除 的 整数 之 和 为 | 站 | ,右边 计算 的 是 1 到 
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策 幸 于“ 闫 他 其 随 


n 的 所 有 整数 的 约 数 之 和 , 左边 也 是 一 样 . 
63. 考虑 满 是 ] 守 XxX 人 gqg 一 l]， y 
1 所 y 所 pp 一 1 的 整 点 ,它们 落 在 长 C B 
方形 OABC 内 , 边 长 |0A | 二 gq， 
IOC|==p; 如 图 14.8. 帮 对 角 线 
OB, 该 对 籼 线 上 没有 我 们 考 开 
的 整 点 ,否则 将 导致 与 gcdt p,q) 
==1 相 矛 盾 的 结果 . 我 们 用 两 种 人 
方式 来 计算 在 对 角 线 OB 下 方 图 14.8 


的 整 点 数 . 一 方面 这 个 数 为 到 (一 D) (4 一 1); 另 一 方面 , 它 等 于 


1 记 
2 | 站 | ,于 是 
1 


3 | 站 | = 记 (p—D (gl). 

64. nv nl < dn 2nt+ 1 二 vd 十 4n < 之 4n 十 2 局 
AAR 十 4n 之 24 十 1 合十 可 之 4 十 4 十 1. 这 证 明了 wn 十 
/An 十 1<4n 十 2, 即 Wa 二 Yn 十 1 和 志 [y 4n 一 2]. 设 对 某 个 正 整 数 
nntvn 二 1] 关 [4n 十 21 , 设 g= [v4n 十 2] , 则 Yn 十 Vn 十 1 之 
gq 所 vdn 十 2, 平方 后 得 2 十 1 十 v4 庆 十 4 所 开 科 4 十 2 或 
Vd 十 dn 之 下 一 2n 一 12n 十 1. 再 平方 得 4 十 4 (E 一 2 一 
1 过 4 十 4n 十 1, 由 于 相 邻 两 个 平方 数 之 间 没 有 平方 数 , 所 以 
一 24 一 | 一 2n 十 1 或 富 一 机 十 2; 故 三 2L(mod 4), 下 导 . 

65. 我 们 注意 到 c= 二 a 十 5; 桂 则 ,对 c 关 a 十 b,n 充分 大 时 
L aa jj 十 | nb |] 二 | nc | 将 不 能 成 立 . 对 n==1 ,我 们 有 La | 十 L 5] 
一 | c |]. 可 设 0 志 a 之 1;,0 各 5 之 1, 且 c= 二 a 十 5 之 1 这 就 是 说 ， 
Lnaj 十 [Ln51=[Ca 二 Bb)n |] 葡 含 a,b 中 仪 有 一 个 不 为 零 . 

假设 不 成 立 , 设 a,5 的 二 进 制 表示 为 
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和 一 2 4 十 十 2 一 2 二 二 
其 中 a, ,Bb 所 NN 且 递 增 排列 . 不妨 设 声 实 a;. 取 na 一 中 一 1 等 式 
Lan | 十 [zr] 二 [La 十 yn | 的 右边 变 为 


| ze 十 人 上 一 | Db 十 2 一 (a 二 +p) | 


= = D2 和 + D2 证 一 | 
(因为 a 二 6<<1) 而 同时 左边 为 Laa | 十 | 地 ,或 者 为 


| Dm -a | 二 | > -6 | 


= pba 1+ ”一 二 

显然 | at] 天 | aa | 十 | 吧 ], 这 证 明了 命题 (此 题 证 明 有 
误 , 只 证 明了 a,&,c 为 有 理 数 的 情形 - - 译 者 注 ). 

66. 设 a, 一 (3Tw11) 十 (3 一 11 则 ai 一 6a 十 2 
rE 卫 + .事实 上 , 令 xz 一 (3 二 11)y 一 (3 一 “1 则 c 一 xz 十 
ya 一 (3 二 wx 十 (3 一 “Tiyyavys(3 十 AIT)2zr 十 (3 一 
v11)23 一 (20 十 6wTi)zr 十 (20 一 6wv1T)y=(18 十 6wT1yr-HO18 
一 6v 11)3 十 27r 十 23 一 6as 十 2a. 由 ao 二 2,a1 一 6, 可 知 对 任意 
x 和 2 均 有 aiE 了 .而 一 1 二 3 一 /11<0, 对 任意 aE NN ,我们 
有 

as 一 人 3 二 AT)2 十 (3 一 YI 
<(3 十 1)2 a tl. 

从 而 ,as = 一 |L(3 二 vv11)2 | 现在 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 
azn-s 和 am-1 都 是 22 的 倍数 ,但 不 是 227 的 倍数 . 

67. 假设 a 为 偶数 ,a, 二 2 ， d: 这 里 了 为 奇数 , 则 an 一 39 
为 奇数 . 但 苛 a 为 奇数 ,a, 一 2 gd 十 1, 则 as 一 3 十 1 为 偶 
数 . 这 可 推出 结果 . 
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第 14 漠 :: 装 估 六 了 


68. 假设 5 是 一 个 以 t 为 周期 的 数列 5 从 革 个 no 开始 ), 则 
an 一 ar 从 这 个 no 开始 为 偶数 . 男 一 方面 , 它 等 于 
(六 “Co 一 au 
当 j 充 分 大 时 ,最 后 这 个 数 为 育 数 ,矛盾 ! 
69. 注意 到 fan 十 引 二 cm 十 下 mod 1) , 故 该 数落 在 [0 .17 内 . 


其 两 倍数 在 10,2) 肉 ,因此 访 由 0 和 1 组 十 2 
成 . 把 数列 an+e 排 在 一 个 周 长 为 1 的 贺 AN 
二 ,每 一 步 操作 都 日 动 在 mod 1 下 约 化 ， 


如 果 它 落 在 图 14.9 的 上 半圆 上 , 则 轧 一 
0; 如 果 它 落 在 下 半圆 上 , 则 p, 一 1. 车 在 
一 行 中 ,数列 p, 包含 许多 个 零 , 则 
almod 1] 必定 非常 小 . 许多 零 后 面 将 出 图 14.? 

现 许 多 1, 从 而 不 是 所 有 的 二 进 制 词 都 出 现 . 对 大 一 5, 词 00010 
不 会 出 更 ,事实 上 ,连续 出 现 3 个 零 表 明 , 经 约 化 后 , 存 mod 1 


的 意义 下 有 |a|<< 二 ,而 010 表明 从 上 半 部 分 出 发 ,我 们 得 到 一 


Dm | 


个 下 半 部 分 的 数 ,然后 又 变 到 上 半 部 分 内 . 这 意味 着 有 |a|>> 


这 个 矛盾 证 明了 对 下 一 5 问题 的 答案 是 否定 的 . 经 简单 验证 我 们 
可 以 肯定 ;对 k=4,16 个 词 0000,.…,1111 中 的 每 一 个 都 将 在 数 


70. atb<v ?a th ) (ea 天 的 一 十 va 十 2<2wm 十 1 , 因 
此 yn 十 vn 十 1 十 va 十 ?< 之 3vn 革 1. 我 们 证 明 此 不 等 式 左边 > 
Yn 十 8. 为 此 , 我们 只 和 需 证 明 (用 平均 不 等 式 } 3 ， 
Yn Dt vont e243 — 270n— 512»>0., 当 n>3 
时 , 它 是 显然 的 ,对 n 二 1.2 直接 验证 :1 十 42 十 V32>v 17，y2 十 V3 
Tv4>v26. 这 可 以 得 到 需要 的 结果 . 
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71. 对 xz3, 有 [Lv 二 2)3 | 十 1 一 8 十 8. 这 只 需 证 明 

8r 十 ?< 二 wy 二 2)3<8n 十 8 对 3), 它 等 价 于 
Gn 5<3n (ne) nn 0) ) bn 6. 

它 只 第 直接 计算 邮 可 证 明 ， 

72. 设 we 一 3 十 5 ,0 一 3 一 5,a 十 0 一 6,ap6 一 4 于 是 ,三 a 十 
总 满足 递 推 式 了 一 6ri 一 4 4 宇 1 因为 x 二 6,.r2 二 28, 我 
们 有 2202 |z 设 |70291 zt 或 x 二 2"p ,1 二 211g, 
则 二 62 一 9g 一 志 ) .由 于 0 过 
(3 一 5)"< 1 ,而 zv 为 整数 . 所 以 

一 [|(3 十 V53)7 | 十 1， 
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Qa; 
R 
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全 俄 数学 奥林匹克 
奥地利 数学 奥 林 号 克 
澳大利亚 数学 奥林匹克 
全 苏 数 学 奥 厅 匹克 
巴尔 干 数学 奥林匹克 
英国 数学 奥林匹克 
德国 数学 奥林匹克 

中 国 数 学 奥林匹克 
匈牙利 数学 纳 林 匹克 
国际 智力 乌拉 松 (数学 ， 

物理 ) 


符 


正 整 数 集 {1,2,3,…| 
非 负数 上 集 10.1,2.…') 
整数 集 

有 理 数 集 
正 有 至 数 集 

非 负 有 理 数 集 

实数 集 

正 实数 集 


写 


IMO) 
LMO) 
MM() 
PAMO 


ANB 


国际 数学 奥林匹克 
列宁 格 勒 数学 奥林匹克 
莫斯科 数学 奥林匹克 
波兰 一 奥地利 数学 奥 林 
匹克 

波兰 数学 类 林 匹 克 
俄罗斯 数学 奥林匹克 
【从 1994 年 起 叫做 "ARD") 
圣彼得堡 数学 奥林匹克 
世界 城市 邀请 赛 

美国 数学 奥 林 死 克 


复数 集 
模 n 整数 

从 1 到 的 整数 
当 且 仅 当 


A 去 掉 归 
A 与 8B 的 交集 


缩写 与 符号 
ALIB 站 与 B 的 并 集 盒子 半 夺 六 面体 ,由 一 对 平行 


aE 和 元 素 a 属于 集合 入 平面 围 成 的 立体 
IAB| 或 4B,A 与 了 两 点 的 距离 
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Algorithm 算法 

Coding 编码 

Decoding 甫 码 

Euoclideai 人 欧 几 里 得 
Andre,Desire 安 德 列 
Arithrmnaoric progression 算术 数列 
ANtomatic solufion 自动 解 


Barlotti, A、 员 洛 蒂 
Bijective prooft 双 射 证 明 
Binet's formvla 上 比 涅 公式 
Box prineiple 负 性 康 理 
de Bruijn. G. N， 德 布 但 依 


Carlson's inequality 卡 列 森 不 等 
式 

Catalan numbers 卡 棋 基数 

Cauchy-Schwarz inegquality 和 柯 西 - 
施 瑟 殊 不等式 

Cayley”s fornula 凯 汪 公式 

Chararreristic equartiog 特征 方程 

Chebyshev inequality 磺 比 要 去 
不 等 式 


Coloring proo 全 ” 巢 色 证 明 

Combinatorial proof 组 合 证 明 

Cemplex mumbers 复数 

Concavity 四 性 

Conjugate mitpbers 共有 恩 数 

Convergente rate 收 伐 比 

Convexity 由 人 性 

Counting by bjection ”用 双 射 计 
数 


Descenl 下 降 , 遗 传 

Differenee equations ”差分 方程 
Dilwerih ”地 沃 斯 

Binichlet 次 里 克利 
Diseriminant 判别 式 

Divide and conquer 分解 和 征服 


Enumerative comhinstores 组合 
计数 

Erd6s 爱 尔 特 斯 

Erdos-Mordeil inequality ” 爱 尔 特 
斯 - 莫 德 尔 页 等 式 


Extremal principle 极端 原理 


Fermat’s theorem 费 马 定理 

Fermat-Euler theorem 旧 蕊 - 欧 拉 
定理 

Fibonacel sequerce 
列 

Frobenius problem 弗 鲁 比 纽 斯 
问题 

Funetional equation 
Cauchy’s 柯 两 
由 和 lambert2s 达 斋 由 尔 
jensen7s 于 生 

Gallait;sT， 迦 检 

Game 游戏 , 博 奔 
Bachet’'s 巴赫 特 一 
Wythoff's 惠 德 堆 夫 一 
of Euclid 欧 几 里 得 ~ 

Greedy aigonithm 食 禁 算法 

Graph 图 
complete ”完全 图 


非 波 那 契 数 


殴 数 方程 


Hadwiger-Finsler inequality 哈 德 
维 格 尔 - 费 轴 斯 列 尔 不 等 式 
Heuristic principie ”启发 性 原理 
Induction principle 
不 等 式 
Integer part 整数 部 分 


Involiution 对 各 


归纳 法 原理 
Inequalities 


Jacobi, 必 .G.]， 雅 可 比 
Josephus probiem 约 奈 去 问题 


光 : 对 


Kely,， L_ M 凯利 
KuczmasM. 库 北 刑 


Lemoine point ” 药 黄 轧 点 
Morse-Thue seguence 蔓 尔 斯 - 体 
数列 


Napoleonic triangles 拿破仑 三 角 
形 

Nesbitt’s inequality 这 斯 比 不 等 
式 

Number theory 数论 


Parity 奇偶 性 
Pell-Fermat equation 
方程 
Permutation ”排列 , 置 撞 

无 不 动 点 的 一 
多项式 
antisymmetric 反对 称 
degree 次 数 
elementary symmetric 
称 
maonic 
的 


reciprocal 


佩 尔 - 费 马 


fixed point free 


Polynomiajs 


基本 对 


首 项 系数 为 一 的 , 首 一 


symmetrie ”对称 
Pompeiuys theorem 磺 个 殉 定 理 
Position ”状态 


josing 和 兴 几 一 
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馈 决 问题 的 策 隔 


winning ”获胜 ~ 
Brineiple of inelusion and exclusiyn 
(PIE) ” 容 夺 原理 
Probabilistic interpretation 
解释 


Product rule 


概率 


乘法 规则 
乘法 加 法 规则 
Priifer code ” 帕 普 弗 码 
Ptolemy's inequality 托 勒 密 不 等 
式 

theorem 托 甚 密 定 理 


Jrorlict-sum Tuie 


拉 姓 赛 
Numbers 一 数 
Rearrangement inequality ”排序 不 
等 式 

Reficction prineipie 
改 ecursion 遂 归 
Rooks 车 

Roots 根 

of unity 单位 一 
mailtibjicity 重 数 
有 理 一 


Ramsey, F, 也. 


反射 原理 


rational 


Schur; I 舒 尔 
Sequences 数列 
Shrinking squares ”收缩 的 平方 
Sieve [formuja 西 去 公式 


Stirling numbers 施 特 林 数 
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Sum free sets 无 和 集 


Sum ru 求 和 规则 
Sylvestet 并 乐 维 斯 特 


Symmedian 类似 中 线 
Symmetry 对 称 
系统 , 制 
二 进 制 
一 进 制 
斯 捷克 


System 
binary 
ternary 


Creokeres 


Tree 树 
labeled 有 标记 的 一 
Transformation geometry 恋 搞 几 
何 


triangle ineguality 一 前 不 等 式 

Frigonometric substitution 三角 
代 换 

Van der Waerden 让 ， 城 ， 瓦 尔 
登 

Vectors 和 问 量 

WeierstraB 外 尔 斯 特 拉 斯 

Weitzenb5ck 外 森 比 克 

Wey],H. 和 狐 耶 

Working backwards 反 疝 进行 


zeckendorf!s theorem ， 捷 根 道 尔 
去 定理 


DO 
DO 


